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ALLE BSCHTS, EIN8CHLIS88LICH DBS ÜBEBSETZUN08RKCHTS , VORBEHALTEN. 



Vorbemerkungen. 



Endlich kann auch der erste Theil des zweiten Bandes dieser Aus- 
gabe ans Licht treten. Damit ist ein so wesentlicher Schritt zur Voll- 
endung der ganzen Ausgabe gethan^ dass es mir zwecklos erscheint^ 
mich darüber auszusprechen, was das Erscheinen gerade dieses Theils 
so ungebührlich lange verzögert hat. Nur so viel will ich sagen, dass 
ich mich keineswegs von Schuld frei fühle, denn der Text und die An- 
merkungen sind schon seit einigen Monaten gedruckt, während ich mit 
dem Sachregister, dessen Bearbeitung ich mir vorbehalten hatte, immer 
noch im Rückstande war. 

Ich bekenne offen, dass mir dieses Sachregister einige Mühe ge- 
macht hat. Ich habe wieder gesehen, wie schwer es ist, ein wirklich 
gutes und brauchbares Sachregister zu liefeni, denn man stösst nur zu 
oft auf Dinge, die sich im Sachregister nicht recht befriedigend oder 
acUechterdings gar nicht unterbringen lassen. Es ist daher begreiflich, 
aber nicht entschuldbar, dass noch immer die meisten Verfasser sich 
das Sachregister ersparen oder sich mit einem blossen Ver/eiclmisse der 
neu eingeführten Kunstausdrücke begnügen. 

Der vorliegende Theil enthält die Abhandlungen zur Geometrie 
und Analysis, die Qrassmann selbst durch den Druck veröffentlicht hat, 
and ausserdem die ersten sieben Paragraphen des 18()1 erschienenen 
Lehrbuches der Arithmetik, sowie den § 8 des Lehrbuchs der Trigono- 
metrie (1865), in dem die Qrundformeln der sphärischen Trigonometrie 
abgeleitet werden. Den letzteren habe» ich aufgenommen, weil die 
Orassmannsche Trigonometrie meines Wissens das erste, ja vielleicht 
das einzige Lehrbuch ist, in dem statt der inneren Winkel des sphäri- 
flclien Dreiecks die zugehörigen Nebenwinkel benutzt werden, was nach 
einer anscheinend zuerst von Moebius gemachten Bemerkung für die 



VI Vorbemerkungen. 

Uebersichtlichkeit der Formeln von grossem Vortheile ist. Die Auf- 
nalime der Stücke aus der Arithmetik bedarf wohl kaum der Recht- 
fertigimg, denn alle neueren Bearbeiter der Grundlagen der Arithmetik 
erkennen an, dass die Darstellung der Arithmetik in Grassmanns 
Lehrbuche allen früheren Versuchen gegenüber einen ganz wesentlichen 
Portschritt bedeutet und dass sie noch heutzutage beachtenswerth ist. 

Die Abhandlungen I, XIII, XIX, XX, XXI und XXII sind von 
Study herausgegeben, II bis XII, XIV und XVIII von Scheffers, 
das Uebrige von mir. Study und Scheffers haben die von ihnen 
herausgegebenen Abhandlungen durch zum Theil sehr eingehende An- 
merkungen erläutert. Dabei hat Scheffers an zwei Stellen den hand- 
schriftlichen Nachlass Grassmanns verwerthen können, nämlich auf 
S. 392, wo er ein in Bd. I, 2, S. 436 von mir gegebenes Versprechen 
einlöst, und auf S. 428 f. Dagegen hat sich zu den von Study heraus- 
gegebenen Abhandlmigen im Nachlasse nichts mittheilenswertlies ge- 
funden. 

Zur Würdigung der einzelnen Abhandlungen ist in den Anmer- 
kungen alles Nötige gesagt, ich kann mich deshalb hier darauf be- 
schränken, zwei Punkte hervorzuheben: Die Abhandlungen XVIII bis 
XXII hat Grassmann in seinen letzten Lebensjahren veröffentlicht, 
nachdem er sich vorher eine ganze Reihe von Jahren hindurch von 
der Mathematik abgewendet hatte. Es besteht nun insbesondere bei XX, 
XXI und XXn ein auffallendes Missverhältniss zwischen dem, was diese 
Arbeiten wirklich leisten, und den Ansprüchen, mit denen Grassmann 
darin auftritt. Das hat jedoch die unbedingten Verehrer Grassmanns 
nicht abgehalten, auch diese Arbeiten weit über Gebühr zu erheben. 
Ebenso ist die Abhandlung XTTT sowohl von Grassmann selbst als 
von seinen Schülern ganz wesentlich überschätzt worden. Da kritik- 
lose Bewunderung den bei dieser Ausgabe befolgten Grundsätzen voll- 
ständig zuwiderliefe, musst'e darüber einmal ein offenes Wort gesagt 
werden, und so verweise ich denn auf die Ausführungen S. 431 — 433, 
434 — 437 und 421 f. Andrerseits sind Grassmanns Arbeiten über 
die Erzeugung der algebraischen Kurven noch viel zu wenig bekannt 
und noch lange nicht nach Gebühr gewürdigt; man \vürde sonst nicht 
fortwährend von der Chasles-Jonqui^reschen Erzeugung der alge- 
braischen Kurven sprechen, während man von Rechtswegen dieser Er- 
zeugung den Namen der Grassmannschen beilegen müsste. Ich ver- 
weise in dieser Beziehung auf die Auseinandersetzungen S. 372 und 394 f. 



Vorbemerkungen. VII 

Indem ich diese Vorbemerkungen sehliesse, kann ich nicht umhin, 
öffentlich der Verlagsbuchhandlung B. 0. Teubner dafür zu danken, 
dass sie trotz der zahlreichen und lange währenden Unterbrechimgen 
des Drucks niemals ihr so oft erprobtes Entgegenkommen yerleugnet 
hat. Möchte es mir vergönnt sein, den dritten Band, der die Prüfungs- 
arbeit über Ebbe und Pluth, das für die VeröflFentlichung Geeignete 
aus dem Nachlasse und eine Biographie Qrassmanns enthalten soll^ 
in kürzerer Frist zu Ende zu führen. 

Leipzig den 26. Februar 1904. 

Friedrieh Engel. 
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I. 
Theorie der Centralen, 

Von 

H. Orassmann, 

Lehrer der Mathematik xu Stettin. 



(Grelle' B Journal für die reine und angewandte Mathematik Bd. 24, Heft 3, 
S. 262—282, Heft 4, S. 372—380 (1842); Bd. 25, Heft 1, S. 67—73 (1843). 



Die grossen Portschritte, welche die neuere Geometrie in der Be-262 
handlang der Kegelschnitte gemacht hat, sind fast alle an die eigen- 
thümliche Beziehung zwischen Pol und Polare geknüpft. Indem ich 
diese Beziehung analytisch abzuleiten versuchte, gelangte ich zu einer 
Verallgemeinerung derselben, welche nicht nur alle algebraischen Kurven 
und Oberflächen umfasste, sondern auch in Bezug auf Kurven und 
Oberflächen höherer Ordnungen die Polare selbst nur als besondere Art 
einer allgemeineren Gattung erscheinen liess. Daraus entwickelte sich 
die nachstehende Theorie, welche eine so reichhaltige Reihe von Be- 
ziehungen zwischen den Kurven und Oberflächen aller Ordnungen dar- 
bietet, oder noch verspricht, dass ich wohl glauben darf, in ihr den 
wahren Gesichtspunkt gefunden zu haben, von wo aus sich der Zu- 
sammenhang der verschiedenen algebraischen Gebilde überschauen lässt, 
und dass ich hoffen darf, es werde durch Entwickelung dieser Theorie 
auch schon jetzt, wo sie erst in ihren Keimen vorliegt, ein nicht un- 
wesentlicher Beitrag zur Theorie jener Kurven überhaupt geliefert 
werden. 

Die ganze Theorie drängt sich um einen Satz zusammen, als 
dessen besondere Gestaltungen und unmittelbare Anwendungen alle ihre 
Resultate erscheinen, und welchen ich am vollständigsten am Schlüsse 
dieses Aufsatzes mitgetheilt habe. Den grossen Reichthum der Be- 
ziehungen, welche dieser Satz darbietet, wird man einigermassen über- 
sehen, wenn man bemerkt, dass nicht nur alle jene schönen Sätze, 

1* 
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welche Poncelet in seinem Memoire sur les centres de moyennes har- 
moniques*) aufstellt, nur als höchst specielle Fälle desselben erscheinen, 
sondern dass auch die wichtigsten und allgemeinsten Sätze über Durch- 
messer und Durchmesser-Ebenen^ Asymptoten, Tangenten und Tangen- 
tial-Ebenen, über Krümmungsschwerpunkte von Kurven und Oberflächen 
und so weiter nur als ganz specielle Fälle jenes Satzes sich zeigen und 
hier in ihrem unmittelbarsten Wesen und Zusammenhange ans Licht 
treten; ja so weit scheint dieser Zusammenhang zu reichen, dass es 
268 wohl kaum einen allgemeinen Satz über algebraische f Kurven und Ober- 
flächen geben mag, welcher nicht mit jenem Satze in der engsten Be- 
ziehung stände. 

Die Entwickelung werde ich Schritt um Schritt genau in der Art 
geben, in welcher ich zu dem Resultate gelangt bin. Daher werde ich 
es mir erlauben, jene bekannte Beziehung zwischen Pol und Polare 
eines Kegelschnittes analytisch abzuleiten, um bei dieser Entwickelnng 
zugleich die Möglichkeit einer Verallgemeinerung und die Art, wie sie 
zu bewerkstelligen sein dürfte, in bestimmten Zügen vor die Augen zu 
stellen; imd zwar in der Weise, wie sie sich bei jener analytischen 
Ableitung aufschloss. Von diesem Satze aus werde ich dann (in § 2 
und 3) die Verallgemeinerung, mit Einschaltung der Betrachtungen^ 
welche mich, dazu leiteten, ausführen. Als ich bis zu diesem Punkt 
der Entwickelung gekommen war, wurde ich durch die Analogie der 
Resultate auf das oben angeführte Memoire von Poncelet geleitet, 
welches mich dann zu der in § 4 vorgenommenen Vereinfachung führte 
und zu der in § 8 ausgeführten reciproken Umwandlung veranlasste, 
während die dazwischen befindlichen Paragraphen nur Folgerungen aus 
dem Hauptsatz enthalten. Die Schlussbemerkung endlich stellt eine 
noch höhere Stufe der Verallgemeinerung dar. 

Bei der ganzen Entwickelung werde ich mich stets derjenigen Be- 
zeichnung einer Strecke durch ihre Endpunkte bedienen, in welcher 
die Richtung vom Anfangspimkte zum Endpunkte hin zugleich mit 
festgehalten wird, und wonach also AB imd BA, wenn A und B 
Punkte vorstellen, als entgegengesetzte Grössen aufgefasst werden, das 
heisst AB=^ — BA oder AB-^BA = gesetzt wird; wonach femer, 
wenn A, B, C Punkte einer Geraden sind, allemal AB -j- BC = AC 
ist, welche Lage auch immer die drei Punkte in jener Geraden haben 
mögen, und wonach endlich zwei Verhältnisse einander entgegengesetzt 
genannt werden, wenn die Glieder des einen gleichgerichtete, die des 



*) [Crelle's Journal Bd. 3, S. 213—272 (1828, 29), wieder abgedruckt im 
Tndt^ des propci^täs projectiveB des figures, Bd. II, S. 1 — 56.] 
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§ 1. Polaren der Eegehchnitte. 5 

anderen eni^egengesetzt gerichtete Strecken darstellen*). Sind zum 

Beispiel a, 6, c, d vier Strecken^ und ist -^ = — -g-, so sagen wir: 
a yerhalt sich zu h entgegengesetzt^ wie c zu d. 



§ 1. 

Analytisohe Ableitung der Polare eines Kegelaohnittes 264 

in BoEUg auf einen Punkt. 

Der SatZy dessen analytischen Beweis wir hier zum Ausgangspunkt 
der Entwicklung nehmen^ ist folgender: 

Wenn num von einem festen Punkte P durdh einen festen Kegel- 
schnitt eine bewegliche Gerade ziehtj wdche denselben in zwei Punkten S^ 
und S^ schneidet, und man bestimmt auf dieser Geraden den zu P und 
dem Punktevipaare S^ und S^ gehörigen vierten harmonischen Punkt Q, 
das heisst defijenigen Punkt, dessen Entfernungen von den beiden Durch- 
Schnittspunkten sich entgegengesetzt verhalten, wie die Entfernungen des 
festen Punktes von denselben Durchschnittspunkten, so ist der Ort des so 
bestimmten Punktes Q eine Gerade. 

Nämlich yermoge der im Satze ausgesprochenen Bedingung hat man: 

QS^ _ PS, 
QS, - PS, ' 
oder 

QS,.PS^ + QS^.PS^ = 0. 

Um hier alle Entfemimgen Ton dem festen Punkte P aus zu haben, 
setzen wir 

QS, = QP+PS, = PS,-PQ = s,-q, 

indem wir die Entfernung eines jeden Punktes von dem festen Punkte 
mit dem entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnen, und erhalten: 

(1) ^s,s^ = q(s,-\'S^): 

eine Gleichung, welche die harmonische Lage des Punktes Q bestimmt. 
Wir machen femer den festen Punkt P zum Durchschnittspunkt 
zweier Rieht -Axen, und nehmen an, die Gleichung des Kegelschnittes 
sei dann 

(2) y^ 4" ^^y + ^^* -\- cy -\- dx -\- e = 0, 

welche Gleichung also die Relation zwischen den Richtstücken x und y 



*) Diese Bezeichnung ist in solcher Art schon von Möbius mit grosser Eon- 
sequenz festgehalten; vgl. dessen barycentrischen Calcul p. 3 u. fiP. 
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irgend eines Punktes S im Umfang des Kegelschnittes darstellt*). End- 
lich nehmen wir an^ dass x' und y die Richtstücke des Punktes Q 
seien^ bezogen auf dasselbe Axenkreuz. Dann haben wir^ wenn Pj S^ 
Q, wie es im Satze gefordert wird^ in einer Geraden liegen sollen^ die 
Gleichungen 

^ — 1.— * . 
X y g ' 

weil nämlich das von den Strecken x, y, s umschlossene Dreieck dem 
Ton x\ y, q umschlossenen ähnlich ist, so dass 

(3) ^ = Y^'; y = ^y' 

265 Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichung (2) erhält man: 

(4) q^ ^ +"^ — s + e=0. 

Die Wurzelwerthe s^ und s^ dieser quadratischen Gleichung sind dann 
schliesslich in (1) zu substituiren, um die gesuchte Ortsgleichung für 
Q zu erhalten. Da aber jene Gleichung (1) nur die Summe und das 
Produkt der Wurzeln enthält, so können wir von dem bekannten Ge- 
setze Anwendung machen^ dass die Summe der Wurzeln einer quadra- 
tischen Gleichung sich zu ihrem Produkte entgegengesetzt verhält, 
wie der Eoefficient der ersten Potenz der Unbekannten zu der Kon- 
stanten; also 

Diese Werthe in die Gleichung (1) substituirt, geben 

(5) cy +dx+2e = 

als Ortsgleichung des Punktes Q: also ist sein Ort eine Gerade. 

Diese Gerade nun ist es, welche man die Polare des Kegelschnittes 
in Bezug auf den Punkt P nennt. 

§2. 
Verallgemeinening des gefundenen Resultats. 

Betrachtet man den Gang des soeben geführten Beweises, um die 
Möglichkeit einer Verallgemeinerung zu übersehen, so ist zunächst klar, 
dass die Bedingungsgleichungen (3) für die Lage der Punkte P, S, Q 
in einer Geraden unabhängig sind von der Natur der Kurve, und dass 



*) Statt der Namen Koordinaten und Koordinaten-Axen gebrauche ich die 
deutschen Namen Richtstücke und Richt-Axen: eine Benennung, welche wohl 
keiner Rechtfertigung bedarf. 



§ 2. Verallgemeinenmg des Polarenbegriffs. 7 

sie auch noch auf dieselbe Weise für die Oberflächen gelten. Ist dlJier 
statt der Gleichung (2) die Gleichung irgend einer Kurve oder Ober- 
fläche gegeben^ so wird daraus durch Substitution vermittelst der Glei- 
chungen (3) eine Gleichung hervorgehen, welche der Gleichung (4) 
entspricht und welche in Bezug auf s von demselben Grade ist, wie 
die neue Gleichung (2). In der That bestimmt die Gleichung (4) als- 
dann nur die Durchschnittspunkte einer von dem Axendurchschnitt P 
aus gezogenen Geraden mit der gegebenen Kurve oder Oberfläche. 

Der eigentliche Nerv jenes Beweises liegt nun aber offenbar in 
dem üebergange aus der Gleichung (4) in (5). Dieser Uebergang 
wurde vermittelt durch den Satz, welcher die Relation zwischen den 
Wurzeln, einer quadratischen Gleichung und deren Koefficienten darstellt. 
In demselben Masse also, wie sich diese Relation verallgemeinem lässt, 
wird sich auch das darauf gegründete Resultat verallgemeinern lassen. 
Hiermit haben wir demnach das wesentliche Princip der beabsichtigten 266 
Verallgemeinerung gefunden. 

Die allgemeine Relation zwischen den Wurzeln einer Gleichung 
und den Koefficienten derselben lässt sich am einfachsten und allge- 
meinsten auf folgende Weise aussprechen: ,Jn jeder algebraischen Glei- 
chung verhalten sich die Koefficienten zweier Potenzen der Unbekann- 
ten, wenn die Differenz der beiden Potenz-Exponenten gerade ist, eben 
so, wenn ungerade, entgegengesetzt, wie diejenigen Kombinationsklassen 
der Wurzeln, deren Klassenzahlen jene Exponenten zu der Gradzahl 
der ganzen Gleichung ergänzen; wenn nämlich die Kombinationen als 
Produkte ihrer Elemente aufgefasst und zu einander addirt werden.^' 
Ist also ür der Koefficient, welcher zur r-ten Potenz der Unbekannten 
gebort, und bezeichnet Cr die r-te Kombinationsklasse aus den Wurzeln, 
im Sinne des Satzes genommen, so hat man, wenn n die Gradzahl der 
Gleichung ist, 

= f (- 1)-% 



C«_. 



WO der Faktor ( — 1)*^'' nur das Gesetz der Zeichen darstellt. Setzt 
man hier $ = n, so hat man, da die nullte Kombinationsklasse allemal 
der Einheit gleich ist, 

Cn^r = ^ (- 1)' 






eine Form, von welcher wir besonders Gebrauch machen werden. 

Vermittelst dieses Gesetzes nun hatten wir aus der Gleichung (4) 
die Endgleichung (5) dadurch abgeleitet, dass wir die Koefficienten der 
ersteren statt der Summe und des Produktes der Wurzeln in (1) sub- 
stituirt hatten; wobei q von selbst wegfiel. Wir werden also jetzt im 
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allgemeinen Falle statt der Oleichung (1) eine solche Gleichung an- 
nehmen müssen, welche nur von den Eombinationsklassen der Wurzeln 
aus (4) abhängt, und zwar so, dass, indem wir die Eoefficienten von 
(4) statt dieser Eombinationsklassen in die neue Gleichung (1) substi- 
tuiren, q von selbst wegfalle. Nehmen wir an, dass in dieser Glei- 
chung (1) jede Potenz von q nur mit einer Eombinationsklasse der 
Wurzeln multiplicirt sei, so überzeugt man sich leicht, dass, damit q 
bei jener Substitution wegfalle, die Ordnungszahl dieser Eombinations- 
klasse den zugehörigen Exponenten Ton q zu n, der Gradzahl der Glei- 
chung, ergänzen müsse; wie sich dies bei der nachfolgenden Entwicke- 
lung noch deutlicher darlegen wird*). 
267 Wir haben nun f alle Elemente der beabsichtigten Verallgemeine- 
rung zur Hand, durch deren Zusammenstellung wir daher sogleich zu 
dem gesuchten Satze in seiner allgemeinsten Form gelangen werden. 

Es sei sonach voii einem festen Punkte P durch eine feste Ober- 
fläche n-ter Ordnimg eine bewegliche Gerade gezogen, welche dieselbe 
in den Punkten S^, . . , Sn schneide. Man bestimme in dieser Geraden 
den Pimkt Q durch die Gleichung 

II ■« 
• » — 1 • *i 
[- ai(5i • . . Sn) « + «0(^1 • • • s«) = 0, 

in welcher wieder, wie oben, statt PQj PS^y . . . gesetzt ist g, «i, . . ., 

• r 

worin femer (s^ • • • 5„) die r-te Eombinationsklasse aus den Entfernun- 
gen s^ .,. Sn in dem oben angegebenen Sinne bezeichnet, und worin 
«n, . . . ckq konstante Eoefficienten sind. Um diese Gleichung kürzer 
schreiben zu können, bedienen wir uns der bekannten Summenbezeich- 
nung, und haben also 

(1) 2cCa(s,'''sS^V = 0, 

indem das Summenzeichen die Summe aller Glieder darstellt, welche 
man erhält, wenn man dem a nach und nach alle Werthe von n bis 
giebt**). 



*) Dieselbe Bedingung, dass q wegfalle^ lässt sich noch auf eine allgemeinere 

Weise realisiren, indem man in der Gleichung (1) jede Potenz von q mit einem 

Produkt aus mehren Eombinationsklassen der Wurzeln multiplicirt sich vorstellt: 

eine Verallgemeinerung, welche ich in der Schlussbemerkung versucht habe. 

*^ Es ist hier keineswegs nothwendig, die Bedingung, dass a nur alle ganzen 

Werthe von bis n darstelle, noch als eine besondere Beding^ngsgleichung hin- 

■a 
zuzufügen, indem der Ausdruck («^ ... 9 J für alle andern Werthe von a von selbst 

verschwindet. 






§ 2. YeraUgemeinerung des PolarenbegrifiiB. 9 

Es sei femer die Gleichung der gegebenen Oberfläche, den Punkt 
P wieder zum Axendurchschnitt genommen^ 

Fn(x,y,0)+Fn^i(x,y,z)-{ }- F^(x,y,0) + F^(x,y,e) = 0, 

indem wir hier unter Fr(x,y,z) eine homogene {ganze} Funktion vom 
r-ten 6rade Ton x, y, z, das heisst eine solche Funktion dieser drei 
Veränderlichen verstehen^ deren Glieder in Bezug auf diese Yeronder- 
lichen vom r-ten Grade sind^ und wo also FQ{x,y,z) einer Konstanten 
gleichbedeutend ist. Indem wir wieder die Summenbezeichnung an- 
wenden, lässt sich jene Gleichung kürzer so schreiben: 

(2) 2F,ix, y, z) = 0. 

Als Bedingungsgleichung für die Lage der Punkte P,Sj Q in einer 
Geraden haben wir wieder^ wenn x', y\ sf die Richtstücke des Punktes 268 
Q in Bezug auf dieselben Rieht- Axen bezeichnen: 

X y z 8 

oder 

(3) ■ « = f^'; y = fj^5 ^ = f^- 

Diese Werthe in die Gleichung (2) substituirt, geben 

(4) 2^ '' J =0. 

Wenn nun, wie wir Toraussetzen, die Gleichung (2) vom ti-ten 
Grade ist, so ist es auch diese Gleichung (4) in Bezug auf s. Die 
n Wurzeln dieser Gleichung 5^, . . . s«, oder vielmehr die daraus ge- 
bildeten Eombinationsklassen sind nun in (1) zu substituiren. Es ist, 
wenn man wieder für einen Augenblick den Koefficienten von $^ in 
dieser Gleichung durch aa bezeichnet, 

(si-'s-r^vc-i)"-"- 



Substituirt man diesen Ausdruck in (1), multiplicirt dann die ganze 

F^(x\y\z') 
Gleichung mit a» und setzt statt a^ seinen Werth , so er^ 

giebt sich 

(5) ^a.F«(^', y, /)(- 1)-» = 0; 

das heisst 

a,F,{x,y,^) - a,_x j;_.(x',y',/) + - + {-\y-^a,F,(x,y,z) + 

+ (-l)-«o^o(a^',y>') = 0, 
als Ortsgleichung für den Punkt Q, Diese Gleichung ist im allgemein- 
sten Falle vom n-ten Grade; aber ihr Grad kann sich beliebig ver- 
ringern, wenn irgend eine Anzahl von den Koefficienten a„, «;,_!, ..., von 
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an an gerechnet, Null wird Werden zum Beispiel von den Koefficien— 
ten alle diejenigen, deren Zeiger grosser als m ist, gleich Null gesetzt, 
so sind die Gleichungen (1) und (5) nur noch vom nieten Grade. 

Die Resultate der ganzen Entwickelung können wir in folgenden 
Satz zusammenstellen: 

Wenn man von einem festen Punkt P aus durch eine feste Ober- 
fläche n-ter Ordnung eine beweglicJie Gerade zieht, welche dieselbe in den 
n Punkten S^, ... Sn schneidet, und dann auf dieser Geraden einen oder 
mehrere Punkte Q durch eine Gleichung (1) bestimmt, welche nach Poten- 
gen von PQ in der Art fortschreitet , dass jede r-te Potenz von PQ mit 
der ergänzenden, das Jieisst (n — ryten Kombinationsklasse aus den JEnt- 
269fermmgen f PS^, ... PSn (die Eletnente muUiplicirt, die Kombinationen 
addirt) und einem wütkürlidien konstanten Koefficienten ar muitiplieiri 
ist: so ist der Ort des Punktes Q, sobald man P zum Durchschnittspunkt 
der BidU'Axen macht, durch eine Gleichung (5) bestimmt, welche man 
aus der ursprünglichen Gleichung (2) der Oberfläche dadurch gewinnt, 
dass man jedes Glied der letzteren 7nit demjenigen Koefficienten aus (1) 
multiplicirty dessen zugehöriger Potenz -Exponent defn Grade dieses Gliedes 
gleich ist, das Zeichen aber unverändert lässt, oder entgegengesetzt nimmtf 
je nachdem der Grad dieses Gli^es einen geraden, oder ungeraden 
Werth hut*). 

So sind wir nun zwar zu einem sehr allgemeinen Resultate ge- 
langt: dasselbe hat aber noch wegen der Unbestimmtheit der Koeffi- 
cienten a keine individuelle Bedeutung, und es fehlt ihm noch an dem 
wesentlichen Princip, welches jedes Allgemeine allein fruchtreich zu 
gestalten vermag. 

§3. 
Individuelle Gestaltung des allgemeinen Besultats. 

Um das allgemeine Resultat fruchtbringend zu individualisireu, 
müssen wir eine Bestimmung der Koefficienten a versuchen, welche die 
wesentlichsten und einfachsten Beziehungen auffasst; wobei wir uns 
aber wiederum durch die Beziehung zwischen vier harmonischen Punk- 
ten leiten lassen. Nämlich sind S^ und ä^, P und Q die beiden har- 
monischen Punktenpaare, so liess sich die harmonische Beziehung der- 
selben ausdrücken durch die Gleichung 

QS^iQA — 
Es ist klar, dass hier, wenn S^ und S^ in einen Punkt S zusammen- 



* £b versteht sich von selbst, dass der Satz ebenso för ebene Kurven gilt. 
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fallen^ die Gleichm^ in Q8 = sich rerwandelt; das heint^ Q fallt 
alsdann in denselben Pankt S. Halten wir nun diese Beziehung auch 
fiSr den allgemeinen Fall fest, dass nämlich, wenn die Punkte S^, ... S^ 
alle in einen Punkt S zusammenfallen, dann auch die Punkte Q^ deren 
Anzahl m sein mag, alle in denselben Punkt S fallen, so gelangen wir 
sogleich zu einer Bestimmung sämmtlicher EoefGcienten a, sobald die 
Anzahl m der Punkte Q gegeben ist; und in der That lasst sich kaum 
eine einfachere Beziehung zwischen jenen Punkten denken*). 

Die Gleichung (1) verwandelt sich für den Fall, dass alle Punkte 
S^, ... Snin einen Punkt S zusammenfaUen, in 

^cCan.PS^-^.PQ^^O oder ^aaiiV- V = 0, 

-a 

wo n die Anzahl der Kombinationen aus n Elementen zur a-ten Klasse, 270 

also die Zahl 

n(n — 1) • • • (n — a + 1) 
1.2 • • • a 

bezeichnet. Nämlich da 8^ = $2 = -• = Sn^^' s ist, so yerwandelt sich 

(Sj ... 8n) in n s"""", wo statt n das ihm gleiche n gesetzt 
werden kann. Soll es nun m Punkte Q, das heisst m Werthe von 
PQ oder q geben, so muss die letzte Gleichung in Bezug auf q vom 
Hinten Grade, das heisst aa muss, so lange a grösser als m ist, gleich 
Null sein. Sollen femer diese m Punkte Q alle in S fallen, das heisst, 
sollen die m Wurzelwerthe für q alle gleich s sein, so können wir 
wieder von der Relation zwischen den Koefficienten einer Gleichung 
und den Kombinationsklassen der Wurzeln Gebrauch machen. Bezeich- 
nen wir wieder für einen Augenblick den Koefficienten von g^ in obiger 

Gleichung durch aa, so ist, da der Grad der Gleichung m ist, die 

a 

(m — a)-te Kombinationsklasse der Wurzeln gleich -^( — 1)"*""". Da 

m 

hier alle m Wurzeln gleich s sein sollen, so ist die (m — a)-te Kom- 
in — a • a 
binationsklasse der Wurzeln gleich m 5*»—« oder gleich m s"*— ". Sub- 

stituiren wir nun auch die Werthe von Ua und Om aus obiger Gleichung, 

so ergiebt sich 

-a 



m s^-« = -5— (— l)»»-«, 



m 
m 



das heisst 



*) Auch ist dies offenbar die einzige Annahme, bei welcher Projektivität 
stattfinden kann (vgl. § 4). 
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• a 



«« = -77««»» (— l)"""; 



a 
n 



wodurch die Eoefficienten der Gleichung (1) bestimmt sind. Substituirt 
man nämlich den gefundenen Werth in die Gleichung (1)^ und dividirt 



m 



mit dem gemeinschaftlichen Faktor ccmn , so erhält man 

• a _ 

n 

und substituirt man denselben Werth in die Endgleichung (5), so er- 

•m 

hält man, nachdem man dieselbe wieder mit ccmn ( — 1)»»+» diyidirt hat^ 

a 

n 
Wir sind also zu dem Resultate gelangt, dass, wenn die Gleichung 
(la) die Lage der Punkte Q in der Ton P aus durch die Oberfläche 
gezogenen Geraden bestimmt, dann die Gleichung (Ya) die Ortsgleichung 
des Punktes Q ist. 

Ist insbesondere w = 1, so haben wir in (la) nur zwei Werthe 
271 für a, nämlich a =» 1 und a = anzunehmen, indem für jeden andern 

• a ^ • a 

Werth Yon a die Eombinationszahl m, das heisst hier 1, gleich Null 
wird. Man hat also für diesen Fall 

< -n — 1 -n 

-(«l---«») Q — {s^'"Sn) =0. 

.1 " 

Dividirt man diese Gleichimg mit — («i • • • Sn) , so erhält man 



das heisst 



q «1 "^ «, "■' ^8^' 






Es ist sonach der Punkt Q für diesen Fall nichts anderes, als was 
Poncelet das Cenirum der harmonischen Mitten der Punkte S^, ... S« 
in Bezug auf den Punkt P nennt*). 

Wir ändern diese Benennung, um sie auf den allgemeinen Fall 
anwenden zu können, dahin ab, dass wir Q die harmonische Mitte zwi- 
schen S^y ,., Sn in Bezug auf P nennen; fallt insbesondere P ins Un- 
endliche, 80 nennen wir jenen Punkt Q schlechthin die Mitte zwischen 



*) In seinem Memoire sur les centres de moyennes harmoniqaes, welches im 
dritten Bande dieses Journals abgedruckt ist. 
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den Punkten S^y ... S»*). Für den allgememeren Fall nun nennen wir 
die durch die Gleichung (Ja) bestimmten Punkte Q die harmonischen 
Muten m-ter Ordnung zwischen jenen Pimkten S^, , , , Sn in Bezug auf 
Pj and bemerken nur noch^ dass die wesentliche Bedeutung dieser 
Punkte Q, welche in der Gleichung (la) noch verhüllt liegt^ erst im 
folgenden Paragraphen ans Licht treten wird**). Nehmen wir nun 
einen Punkt P imd eine Oberfläche an, und ziehen von P beliebige 
Strahlen, so nennen wir die auf den Punkt P bezüglichen harmonischen 
Mitten zwischen den Durchschnittspunkten eines jeden solchen Strahles 
und der Oberflache, zugleich die zu der Oberfläche gehörigen harmo- 
nischen Mitten m-ter Ordnung in Bezug auf P, und den geometrischen 
Ort derselben die w-fe Centrale der Oberfläche in Bezug auf P. Ver- 
mittelst dieser Benennungen, welche der ganzen folgenden Abhandlung 
zu Grunde liegen, lässt sich das allgemeine Resultat in folgendem Satz 
aussprechen: 

Die m-te Centrale einer Oberfläche n-ter Ordnung in Bezug auf einen 272 
/csfen Punkt P, das heisst der Ort eines Punktes Q, weicher in einer 
von P aus gezogenen, die Oberfläche in den Punkten S^, ... S» schnei- 
dendeity beweglichen Geraden dergestalt liegt, dass der Gleichung (la) 

• a _ 

^'^^-(PS„.-;PS:.) ". P^ . (- 1)—« = 

n 

genügt wird, ist eine Oberfläche m-ter Ordnung; und zwar ist, wenn die 
gegdme Oberfläche (P zum Axendurchschnitt genommen) durch die Glei- 
chung (2) 

2Fa(x, y,z) = 

dargestellt wird, die Gleichung (Va) der m-ten Centrale folgende: 

• a 

n 
Die specielle Form dieses Satzes für w = 1 wird, da dann (Va) in 



*) Dieser Punkt ist, wie sich später zeigen wird, der Punkt der mittleren 
Estfemung zwischen jenen Punkten. Wenn wir ihn hier die Mitte nennen, so 
gewinnen wir den für die Verallgemeinerung unerlässlichen Vortheil einer kürzeren 
Bezeichnung, ohne den einer unzweideutigen und sprachgemässen Benennung auf- 
zngeben. 

••) Danach würde also für jenen Fall, wo w = 1 war, noch der Zusatz „erster 
Ordnung** hinzukommen müssen : doch kann dieser Zusatz, wenn es nicht auf den 
Gegensatz ankommt, um so eher weggelassen werden, da die erste Ordnung auch 
meist schon durch die Singularform angedeutet wird. 
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Fi{x, y, z) + nF^{x, y,z) = 

sich yerwandelty folgende sein: 

Die erste Centrale einer Oberfläche n-ter Ordnung in Beeug auf 
einen festen Putikt P, das heisst der Ort eines Punktes Q, welcher in 
einer von P aus gezogenen, die Oberfläche in den Punkten S^, ... S„ 
schneidenden beweglichen Geraden dergestalt liegt, dass der Gleichung 



PQ PS^ ' P5, ^ ' PS^ 

genügt wird, ist eine Ebene; und zwar wird die Gleichung derselben 
(wenn P zum Axendurchschnitt gemacht ist) aus der der gegd>enen Ober- 
fläche dadurch gefunden, dass man in der letzteren alle Glieder von einem 
höheren Grade als dein ersten weglässt und das hmstante Glied mit n 
muUiplicirt. 

Da man jedes System von n Ebenen als Oberfläche n-ter Ordnung 
ansehen kann, so ist eine specielle Folgenmg dieses speciellen Satzes 
der Ton Poncelet in dem angeführten Memoire aufgestellte Satz, näm- 
lich, dass, wenn man von einem festen Punkt durch ein System von 
Ebenen beliebige Strahlen zieht und auf jedem Strahl zwischen seinen 
Durchschnittspunkten mit jenen Ebenen die harmonische Mitte (erster 
Ordnung) in Bezug auf jenen festen Punkt nimmt, diese Mitten alle 
in einer und derselben Ebene liegen. Und auch die übrigen in jenem 
273 Memoire aufgestellten Sätze erscheinen als f specielle Falle jenes Satzes, 
wenn man auf ihn das Princip der Reciprocität anwendet; wie sich 
späterhin (§ 8) zeigen wird. Auch deutet Poncelet in jenem Memoire 
(p. 253)*) darauf hin, dass die dort mitgetheilten Beziehungen einer 
Uebertragung auf die Theorie der Kuryen und Oberflächen fähig seien. 

Diese Uebertragung ist nun in dem vorhin aufgestellten speciellen 
Satze Yollzogen. Aber dieser specielle Satz selbst zeigt sich erst in seiner 
vollen Bedeutung, und die Menge der Beziehungen, welche er darbietet, 
tritt erst hervor, wenn er als specieller Fall jenes allgemeinen Satzes 
aufgefasst wird. Doch müssen wir, um alle diese Beziehungen und 
Folgerungen auf die leichteste und einfachste Weise ableiten zu kön- 
nen, den allgemeinen Satz dadurch vereinfachen, dass wir die Gleichung 
(la), welche für den Fall, dass m = l war, eine so einfache Gestalt 
annahm, auch für den allgemeinen Fall auf eine gleich einfache Form 
bringen. 



*) [Trait^ des propriät^s projectives, Bd. II, S. 39 der 2. Ausgabe.] 
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§4. 

Dantellnng des HauptlehrsatBes für die Theorie der Oentralen 

in seiner einfachsten Form. 

Zu der beabsichtigten Vereinfachung mag folgende Bemerkung 
leiten, welche auch an sich nicht ohne Interesse ist. Schon Poncelet 
hat gezeigt, wie die durch die Gleichung (la) für den Fall ins=l dar- 
gestellte Relation eine projektivische ist, d. h. durch beliebige Projektion 
der Punkte, auf welche sie sich bezieht, nicht geändert wird. Daraus 
lasst sich, wie aus manchen anderen Umstanden, vermuthen, dass jene 
Relation auch im allgemeinen Falle eine projektivische sein werde. Um 
diese Yermuthung zur Gewissheit zu bringen, und dabei zugleich zu 
der bezweckten Vereinfachung zu gelangen, wollen wir die allgemeine 
Form solcher Gleichungen, welche eine projektivische Relation darstellen^ 
ausmitteln, und dann nachweisen, dass die Gleichung (la) diese Form hat. 

Wir setzen als bekannt voraus, dass, wenn man in einer Ebene 
von einem festen Punkte A aus beliebige feste Strahlen a^, . . . a» zieht 
and durch dieselben eine bewegliche Gerade legt, welche jene Strah- 
len beziehlich in den Punkten B^, ... Bn schneidet, allemal folgendes 
Doppelverhältniss zwischen beliebigen vier Punkten, zum Beispiel B^^ 
B^y B^y B^y koustaut ist: 

B^B^ ' B^B^ 

Daraus folgt, dass auch jede Funktion dieses Doppelverhältnisses in der 
Projektion konstant bleiben muss; und auch umgekehrt, dass, wenn 274 
irgend eine Funktion der Entfernungen zwischen den Punkten einer 
Geraden in der Projektion konstant bleibt, jene Funktion sich als 
Funktion solcher Doppelverhältnisse darstellen lassen muss; nämlich so, 
dass sie ausser diesen Doppelverhältnissen nur konstante Grössen ent- 
hält. Es seien nun P, Qy S^^, . , , S^ Punkte einer Geraden, zwischen 
denen eine projektivische Relation stattfindet. Dann muss sich die 
Gleichung, welche diese Relation ausdrückt, wenn wir, was immer mög- 
lich ist, P, Qy Si jedesmal als drei von den vier Punkten annehmen, 
zwischen welchen das Doppelverhältniss stattfindet, in der Form dar- 
stellen lassen: 

/•fi^.M, 9A.e^,..., «^-.«^^_o 

wo f das Zeichen einer beliebigen Funktion ist. Es sei diese Funktion 
eine algebraische vom w-ten Grade, so wird man durch Multiplikation 

mit \jp^) eine homogene Funktion vom m-ien Grade aus den ein- 
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fachen Quotienten erhalten; also wird jene Gleichung sich in der Form 
darstellen lassen: 






wo wieder JP^ <las Zeichen einer homogenen Funktion vom m-ten Grade 
ist. Um alle Entfernungen von P aus zu haben^ kann man statt QS^ 
den Werth QF + FS^, oder F8^ — FQ, oder, mit der schon früher 

gebrauchten Abkürzung, 5^ — q setzen: also ist —öt = -^ — - = 1 — 

und man erhält ' *' "** 



^.[(,_X),..,(._.1)]_0, 



Soll also die Gleichung (Ja) eine projektivische Relation darstellen, so 
muss sie sich, da sie zugleich in Bezug auf q vom nirteii Grade ist, 
auf diese Form bringen lassen. Da aber (Ja) zugleich eine Funktion aus 
den Eombinationsklassen der n Entfernungen 5^, ... 5|, ist, so muss 
sie sich auch in einer Reihe von Gliedern darstellen lassen, deren jedes 
ein Produkt aus den Eombinationsklassen der Elemente 



('-^)'-.(i-i) 



ist, multiplicirt mit irgend einem konstanten Eoefficienten, und zwar 
muss die Summe der Elassenzahlen in jedem Gliede m sein. Dass dies 
für den ersten Grad stattfindet, ist unmittelbar klar; denn die erste 
275 Eombinationsklasse f aus jenen Elementen ist 

('-^-) + ('-t) + - + (>-i';) 

oder 

Dies giebt, gleich Null gesetzt und mit q dividirt, die Gleichung 

^* — ^ J- ^ 4- M ^ 

Für den ersten Grad ist also die Projektivität der Gleichung (la) nach- 
gewiesen, um sie auch für den m-ten Gh^d nachzuweisen, ist zuerst 
irgend eine, zum Beispiel die r-te Eombinationsklässe jener Elemente 

(l —\ u. s. w., nach Potenzen von q zu entwickeln. Es findet sich 

[('-f)-C-i)]-^(-'W"-"""(f-t)''-- 

Denn, um bei der Entwickelung jener Eombinationsklasse den Eoeffi- 
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cienten von g* zu erhalten^ muss man ans —,•••,— die Kombinationen 

zur r-ten Elasse, und aus jeder wieder die zur Q-ten nehmen; wobei man 
die Kombinationen aus —,•••,— zur a-ten Klasse und zwar jede so oft 



«1 ' «I. 



erhalt, als es Kombinationen aus (n — q) Elementen zur (r — Q)-ten 
Klasse giebt: letzteres nämlich deshalb,' weil jede Kombination zur Q-ten 
Klasse so oft vorkommen muss, als es verschiedene Arten giebt, diese 
Kombination zu einer der r-ten Klasse zu erganzen, und dies offenbar 
auf so viele Arten geschehen kann, als es Kombinationen aus den noch 
übrigen (n — q) Elementen zu der ergänzenden, d. h. (r — a)-ten Klasse 
giebt. Dass das Zeichen durch den Faktor ( — 1)" dargestellt wird, ist 
an sich klar. Aus der soeben gef&hrten kombinatorischen Entwicke- 
lung ergiebt sich zugleich unmittelbar für die kombinatorischen Zahlen 
das Gesetz 

r a • a r—a 

n r «*= n (n — a) ; 
also ist 

r a 
n T 



(n — a) = 



•a 
n 



Substituirt man den letzteren Ausdruck in den gefundenen Aus- 
druck für die r-te Kombinationsklasse, so ergiebt sich 



r 



Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Gleichung (la), so zeigt sich 
leicht die vollkommene Uebereinstimmung, wenn man in jenen Aus- 
druck m statt r einführt und ihn gleich Null setzt. In der That: mul- 
tiplicirt man die Gleichung 

•m • .Q 



1 * t • • t Ä 

mit ;^ — , so erhält man die Gleichung (la) unmittelbar, nämlich 



in 

n 

• a 






(- 1)' '- («1 • • • s.) i'-O. 



a 
n 



Daraus folgt, dass die Gleichung (la) in der That eine projektivische 
Relation darstellt, und dass sie durch die Gleichung 



7/1 



(">) [('-3-('-i)]-» 

Grattmanny Werke. IT. 2 
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ersetzt wird, statt welcher man, indem man wieder —^ u. s. w. statt 
1 ^ u. s. w. setzt, auch schreiben kann: 



/ QS^ Q^n 



•m 



eine Gleichung, welche höchst einfach ist, und welche sich für m==l in 

M. . .e^ . ... . i^ = o 

PS, ^ FS^ ^ ^ PS^ ^ 

verwandelt. 

Noch ist zu bemerken, dass sich auch der Gleichung (Ya) eine in 
vielen Fallen bequemere Form geben lässt. Multiplicirt man dieselbe 

• m • 

• tn in. <m 

mit n , so kann man statt — — -, nach dem vorher erwiesenen kombi- 



a 
n 



natorischen Gesetz, auch (n — q) setzen und erhält dann 

(V) 2in - of" ' F. (oj', y', /) = 0, 

als die einfachste Form der Ortsgleichung für Q. Das ganze Ergebnis 
der bisherigen Untersuchung lässt sich nun in dem folgenden Satze 
aufstellen, welcher die grösste Einfachheit mit der grössten Allgemein- 
heit verbindet und den Hauptsatz unserer Theorie bildet: 

Wenn man von einem festen Punkt P durch eine feste Ober- 
fläche n-ter Ordnung eine bewegliche Gerade zieht, welche die 
Oberfläche in den Punkten Si...8n schneidet, und auf dieser 
Geraden einen Punkt Q so annimmt, dass die Summe aus 
sämmtlichen Produkten zu m Faktoren, welche sich aus den 
Quotienten der Entfernungen jedes Durchschnittspunktes von 
dem Punkte P einerseits und dem Punkte Q andrerseits bilden 
lassen, gleich Null ist, so ist der geometrische Ort des Punkts 
Q eine Oberfläche m-ter Ordnung; und zwar erhält man, wenn P 
277 zum Axendurchschnitt f gemacht ist, die Gleichung derselben aus 
der der Oberfläche dadurch, dass man jedes Glied der letztern 
mit einer Kombinationszahl multiplicirt, deren Elementenzahl 
den Grad dieses Gliedes zu n, und deren Klassenzahl denselben 
zu m ergänzt. 

Es wäre leicht gewesen, diesen Satz sogleich an die Spitze zu 
stellen und ihn unmittelbar zu beweisen. Wir hätten zu dem Ende 
nur den rück^ngigen Weg einschlagen und von der Gleichung (I), 
welche zur Definition der harmonischen Mitten m-ter Ordnung dient, auf 
(Ib) und dann auf (la) zurückgehen und vermittelst dieser Gleichung 
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den Beweis nach der in § 2 befolgten Methode führen dürfen. Wir 
haben den freilich etwas weitläuftigeren, aber, wie es scheint, frucht- 
reicheren Weg der Schritt für Schritt fortgehenden Entwickelang vor- 
gezogen, indem es ja weniger auf das einzelne Ergebniss, als auf die 
Darstellung allgemeiner und fruchtbarer Erweiterungsmethoden an- 
kommt. 

Wir gehen nun zu den Folgerungen aus diesem Satze über, und 
werden zuerst den Zusammenhang der verschiedenen Centralen, welche 
zu derselben Oberfläche und demselben Punkte P gehören, darstellen, 
und dann die besonderen Fälle ins Auge fassen. 

§5. 

Zusammenhang swisohen den Centralen eines Systems 
und swisohen Centrale und Polare. 

Nimmt man die sämmtlichen auf einen Punkt bezüglichen Cen- 
tralen einer Oberfläche n-ter Ordnung, wobei sich diese Oberfläche selbst 
als fi-te Centrale ansehen lässt*), so bilden dieselben ein System von 
Centralen, welches eine Reihe merkwürdiger und einfacher Beziehungen 
darbietet, von welchen wir die wesentlichsten hervorheben wollen. 

Nämlich, stellt man die Gleichungen zweier solcher Centralen, z. B. 
der ni-ten und r-ten, in der Form (Va) auf, so erlmlt man: 

■ * 
n 



f&r die m-te Centrale und 



a 



n 

für die r-te Centrale; f wenn nämlich der Punkt P zum Axendurchschnitt 278 
gemacht wird und die Gleichung der gegebenen Oberfläche 

ist. Vergleicht man jene beiden Gleichungen, so leuchtet sogleich ein, 
dass, wenn r kleiner ist als w, die r-te Centrale zugleich Centrale der 
durch die w-te dargestellten Oberfläche ist, und zwar in Bezug auf 



*) Setzt man nämlich in der Gleichung (Y) m = n, so erhält man, da dann 
• TO — a 
(n — o) =1 ist, die ursprüngliche Gleichung der Oberfläche wieder; auch ist 

ans der Gleichung (I) klar, wie dann die n Punkte Q mit den n Punkten S zu- 
sammenfallen. 
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•a a a 

denselben Punkt P, weil nämlich — r • — r = t ist- Nimmt man also 

m n n 

in Bezug auf einen Punkt die ni-te Centrale einer Oberfläche t»-ier 
Ordnung^ und von dieser Centrale wieder in Bezug auf denselben Punkt 
die r-te, so ist die letztere zugleich die r-te Centrale der gegebenen 
Oberfläche in Bezug auf denselben Punkt, oder: 

In jedem System von Centralen, in Beztig auf einen Punkt, ist jede 
derselben mgleicfh Centrale aller höheren Centralen, in Bezug auf den- 
selben Funkt 

Da femer ein System von Centralen in Bezug auf einen Punkt P 
von jeder durch diesen Punkt gezogenen Geraden in Punkten geschnitten 
wird, welche in demselben Sinne ein System harmonischer Mitten bil- 
den, so ergiebt sich zugleich folgender Satz: 

Nimmt man die harmonischen Mitten aller Ordnungen zwischen 
n Punkten einer Geraden, in Bezug auf einen Punkt P derselben Ge- 
raden, so sind die harmonischen Mitten irgend einer Ordnung nickt nur 
dergleichen für die gegebenen n Punkte, sondern auch für jede Reihe von 
Punkten, welche harmonische Mitten höherer Ordnung zwischen denselben 
n Punkten sind; und zwar wiederum alles in Bezug auf denselben Punkt 
genommen. 

Es entsteht nun die Aufgabe: wenn der Punkt Q fest ist, den Ort 
des Punktes P, welchen wir Pol nennen, zu finden; oder zunächst die 
Aufgabe: zwischen n Punkten S^^^.Sn einer Geraden, in Bezug auf 
einen Punkt Q derselben Geraden, den Pol mrter Ordnung P, d. h. den- 
jenigen Punkt P zu finden, in Bezug auf welchen Q eine harmonische 
Mitte w-ter Ordnung ist. 

Man hatte für die Beziehung zwischen P und Q die Gleichung 



( 






PS. 



PS PS •* '^ 

Multiplicirt man dieselbe mit 7^^ • 7^^ • • • -^^ , so erhält man un- 



mittelbar 



JPS. "-"• 



/PS^ ^\ _. 



279 Es giebt also, da diese Gleichung in Bezug auf P, oder vielmehr in 
Bezug auf QP, von der (w — m)-ten Ordnung ist, (n — m) Pole w-ter 
Ordnung zwischen S^ .., Sn in Bezug auf P; namentlich giebt es zwi- 
schen n Punkten einer Geraden (n — 1) Pole erster Ordnung in Bezug 
auf einen Punkt Q (worauf schon Poncelet hingedeutet hat*;), aber 

*) In dem mehrfach citirten Memoire. 
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nur einen Pol (n — l)-ter Ordnung. Da femer die zuletzt entwickelte 
Gleichung^ wenn man P und Q yertauscht^ die Gleichung für die har- 
monischen Mitten (n — m)-ter Ordnung ist, so hat man folgenden inter- 
essanten Satz: 

Die Pole m-ter Ordnung zwischen einer gegebenen BeiJie von n Punk- 
ten in einer Geraden, in Bezug auf einen Punkt in derselben Geraden, 
sind identisch mit den hartnonisdien Mitten (n — myter Ordnung zwischen 
denselben Punkten und in Bezug auf denselben Punkt. 

Ziehen wir nun von einem festen Punkt Q durch eine feste Ober- 
fläche M-ter Ordnung eine bewegliche Gerade, und nehmen auf derselben 
die Pole m-ter Ordnung zwischen ihren n Durchschnittspunkten mit 
jener Oberfläche, in Bezug auf den festen Punkt Q^ so soll der geo- 
metrische Ort dieser Pole die m-fe Polare der gegebenen Oberfläche in 
Bezug auf Q heissen. Wir sind demnach zu folgendem wichtigen Re- 
sultate gelangt: 

Die m-te Polare einer Oberfläche n-ter Ordnung, in Bezug 
auf einen Punkt, ist identisch mit der (n — m)-ten Centrale der- 
selben Oberfläche in Bezug auf denselben Punkt 

Ist daher die Oberfläche von der Ordnung 2n, so ist ihre n-te 
Polare mit ihrer n-ten Centrale, beide in Bezug auf denselben Punkt 
genommen, identisch; also ist für Oberflächen oder Curven zweiter Ord- 
nung die erste Polare mit der ersten Centrale, beide in Bezug auf den- 
selben Punkt genommen, oder schlechtweg die Polare mit der Centrale, 
identisch, da es für solche Oberflächen oder Curven in Bezug auf einen 
Punkt nur eine Centrale und Polare giebt*). Es stinmit also, was nach 
dem Princip der obigen Entwickelung Polare genannt wurde, in Bezug 
auf einen Kegelschnitt, mit dem üblichen Begriff der Polare überein. 

Für die erste Centrale und die erste Polare lassen sich aus dem 
letzten Satze leicht folgende Beziehungen ableiten, wenn man sich für 
das Verständniss derselben daran erinnert, dass jeder Centrale ein Pol, 
in Bezug f aufweichen sie genommen ist, und in demselben Sinne jeder 280 
Polare eine harmonische Mitte zugeordnet ist. 

1. Jede Ebene kann als erste Centrale einer gegebenen OberfläcJie 
nrter Ordnung angesefien werden und hat als soleJie (n — 1)^ ihr zuge- 
ordnete Pole. 

Denn nimmt man einen Punkt Q in derselben an, so ist der Ort 
aller Pole, in Bezug auf welche jener Punkt eine der Oberfläche ange- 
hörende harmonische Mitte erster Ordnung ist, die erste Polare der 

•) Die Curven haben wir bei den Yorhergehenden Sätzen weggelassen, da für 
sie stets dasselbe gilt, wie für die Oberflächen. 
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Oberfläche in Bezug auf Q, Nimmt man nun drei solche Punkte in 
jener Ebene an, so erhält man auch in Bezug auf sie drei erste Po- 
laren, welche sich, da jede derselben eine Oberfläche (n — l)-ter Ord- 
nung ist, in (n — 1)' Punkten schneiden. Diese Durchschnittspunkte sind 
also die einzigen, in Bezug auf welche die drei Punkte zugleich har- 
monische Mitten erster Ordnung sind-, und da zugleich der Ort dieser 
Mitten in Bezug auf jeden der genannten Durchschnittspunkte eine 
Ebene, diese aber durch drei Punkte bestimmt ist, so ist die gegebene 
Ebene erste Centrale der Oberfläche in Bezug auf jeden der erwähnten 
(w — 1)* Durchschnittspunkte; aber auch in Bezug auf keinen anderen 
Punkt. 

2. Ebenso ergiebt sich Folgendes für ebene Kurven: 

Jede Gerade in der Ebene einer Kurve nrfer Ordnung kcmn als erste 
Centrale derselben angesäten werden und hat als solche (n — 1)* zuge- 
ordnete Pole, 

3. Aus der ersten Beziehung (1.) folgt wieder unmittelbar: 

AUe ersten Polaren einer Oberfläche n-ter Ordnung schneiden sich^ 
wenn die ihnen zugeordneten liarmonischen Mitten in einer und derselben 
Ebene liegen, in denselben (n — 1)^ Punkten, welche die jener Ebene zu- 
geordneten Pole sind. 

4. Und ebenso folgt aus der zweiten Beziehung: 

Alle ersten Polaren einer Kurve n-ter Ordnung schneiden sich, wenn 
die ihnen zugex>rdneten harmonischen Mitten in einer und derselben Ge- 
raden liegen, in denselben (n — 1)^ Punlcten, welche die jener Geraden 
zugeordneten Pole sind, 

5. Aus jener ersten Beziehung lässt sich endlich noch Folgendes 
darthun: 

Alle ersten Polaren einer Oberfläche n-ter Ordnung Iwben, wenn die 
ihnen zugeordneten harmonischen Mitten in einer und derselben Geraden 
liegen, eine gemeinscIuiftUche Durchschnittskurve, welche der Ort der Pole 
ist, die den durch jene Gerade gelegten Ebenen zugeordnet sind, 
281 Man nehme in der That zwei Punkte jener Geraden. Die Durch- 
schnittskurve, in welcher sich die jenen beiden Punkten zugeordneten 
ersten Polaren der gegebenen Oberfläche schneiden, wird der Ort sein 
für alle jenen Punkten in Bezug auf die gegebene Oberfläche zugeord- 
neten Pole erster Ordnung, und wir haben also nur zu zeigen, dass 
die einem solchen Punktenpaare auf diese Weise zugeordneten Pole 
mit den jedem andern Punktenpaare derselben Geraden auf gleiche 
Weise zugeordneten Polen identisch sind, d. h. dass die ersteren Pole 
zugleich es sind in Bezug auf alle Punkte dieser Geraden. Betrachtet 
man nun in der That die sämmtlichen Pole erster Ordnung, welche 
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zweien Punkten jener Geraden zugleich zugeordnet sind^ so werden die 
ersten Centralen aller dieser Pole durch die beiden angenommenen 
Punkte gehen und werden also^ da die ersten Centralen Ebenen sind, 
jene Gerade zur gemeinschaftlichen Durchschnittsb'nie haben; d. h. alle 
jene Pole werden, als Pole erster Ordnung, allen Punkten dieser Ge- 
raden zugeordnet sein; was noch zu zeigen übrig blieb. 

Diesem Satze, welcher för Tangentialebenen einer Oberfläche, wie 
sich später zeigen wird, wichtig ist, entspricht kein Satz fiir ebene 
Kurven. 

6. Dem ersten und zweiten Satze steht in Bezug auf die erste 
Polare parallel der Satz: 

Jede einer Oberfläche oder Kurve n-ter Ordnung angeliörige erste 
Polare hat nur eine ihr zugeordnete liarmonisclie Mitte. 

Denn betrachten wir z. B. auf dieser Polare, wenn sie eine Ober- 
flache ist, drei Punkte, so wird der Ort der harmonischen Mitten erster 
Ordnung in Bezug auf jeden dieser Punkte eine Ebene sein. Der 
Durchschnittspunkt Q dieser drei Ebenen wird also der einzige Punkt 
sein, welcher in Bezug auf jene drei Punkte zugleich harmonische Mitte 
erster Ordnung ist. Ist daher die Oberfläche, auf welcher jene drei 
Punkte genommen sind, wirklich eine erste Polare der gegebenen Ober- 
fläche, so muss auch jener Punkt Q, und zwar er allein, die dieser 
Polare zugeordnete harmonische Mitte sein. 

7. Hieraus folgt femer, 

dass alle ersten Centralen einer OberfläcJie oder Kurve, tvenn die 
ihnen zugeordneten Pole in einer ersten Polare derselben Oberfläche oder 
Kurve liegen j sich in einem Punkt schneiden, welcher die jener Polare 
geordnete hamionisclie Mitte ist 

8. Auch geht daraus zugleich hervor, dass auch die erste Polare, 
^enn die Oberfläche gegeben ist, zu welcher sie gehört, durch drei 282 
Punkte vollkommen bestimmt wird; wie solches fiir die erste Centrale, 

da diese eine Ebene ist, an sich klar ist. 

Statt diese Beziehungen auf die höheren Ordnungen der Centralen 
wnd Polaren auszudehnen, wollen wir sie nur noch auf Kurven und 
Oberflächen zweiter Ordnung anwenden; wo sie das bekannte Gesetz 
der Reciprociiät darstellen. Da hier nämlich die Ausdrucke Polare und 
Centrale, Pol und harmonische Mitte, vertauscht werden können, so 
verwandeln sich hier die oben dargestellten Beziehungen in folgende 
bekannte Sätze: 

„Alle Polaren eines Kegelschnittes, deren Pole in einer Geraden 
liegen, schneiden sich in einem und demselben Punkte, dem Pole dieser 
Geraden in Bezug auf den Kegelschnitt," und 
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„Alle Polaren einer Oberfläche zweiter Ordnung, deren Pole in 
einer Ebene liegen, schneiden sich in einem und demselben Punkte, 
dem Pole jener Ebene in Bezug auf die Oberfläche.'^ 

Und endlich: 

„AUe Polaren einer Oberfläche zweiter Ordnung, deren Pole in 
einer Geraden liegen, schneiden sich in einer und derselben Geraden, 
welche wiederum zugleich der Ort der Pole für alle durch die erste 
gelegten Ebenen ist/' 

372 § 6. 

Besondere Beziehtingen, wenn der Fol im UnendUohen liegt. 

Unter den besonderen Fällen, welche daraus hervorgehen, dass von 
den Punkten P, S, Q einer in unendlicher Entfernung liegt, oder zwei 
zusammenfallen, zeichnen sich besonders drei Fälle als Quellen reich- 
haltiger Folgerungen aus; nämlich erstens wenn der Pol P in eine 
unendliche Entfernung rückt; zweitens wenn P mit einem der Punkte 
S, und drittens, wenn einer der Punkte Q mit einem der Punkte 8 
zusammenfällt. Wir behandeln in diesem Paragraphen nur den ersten 
Fall, wenn P unendlich weit entfernt ist, während wir zugleich voraus- 
setzen, dass alle Punkte S^, ,., S^ in endlicher Entfernung liegen. Dann 
verwandelt sich die Gleichung 



m 



\FS, PSj 
welche die Punkte Q bestimmt, in die Gleichung 



m 



(QS,..,QS„) =0. 

Setzt man nämlich PSg = PS^ + S^S^, so fällt /S^, Sg, als endliches 
Stück, gegen das unendliche PS^ weg; man kann also PS^ imd alle 
anderen Entfernungen PS3, ... PSn gleich PS^ setzen, und erhält dann 
durch Multiplikation mit (PS^)^ die obige Gleichung, durch welche die 
harmonischen Mitten m-ter Ordnung Q zwischen den in einer Geraden 
liegenden Punkten S^^, ,.. Sn in Bezug auf den unendlich entfernten 
Punkt dieser Geraden, oder die Mitten w^■ter Ordnung zwischen jenen 
Punkten schlechthin, bestimmt werden. Für den ersten Grad hat man 
QS^ + QS^ -|- . . . -|- QSn = 0; also ist Q dann das Centrum der mitt- 
leren Entfernungen, oder kurzweg, die Mitte zwischen den Punkten 
iSj, ... 8n, oder der Schwerpunkt derselben, wenn alle gleich an Ge- 
373 wicht gedacht werden. Da nun die aus f einem unendlich entfernten 
Punkte gezogenen Geraden alle unter sich parallel sind, so lässt sich 
der allgemeine Satz für diesen Fall wie folgt aussprechen: 
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Zieht man durch eine Oberßäche eine bewegliche Gerade 
von konstanter Richtung, welche die Oberfläche in den Punkten 
iSj, ... Sn schneidet, und setzt in ihr einen Punkt Q so, dass die 
Summe sämmtlicher Produkte zu m Faktoren, welche sich aus 
seinen Entfernungen von den n Durchschnittspunkten bilden 
lassen, gleich Null ist, so ist der Ort dieses Punktes eine Ober- 
fläche m-ter Ordnung, 

Wir nennen dieselbe die jener (konstanten) Richtung zugehörige 
»»-te Centrale der Oberfläche. Ist insbesondere der Punkt Q die Mitte 
(s. oben) zwischen den n Durchschnittspunkten ^ so ist sein Ort eine 
Ebene, und in Bezug auf Kurven eine Gerade. Diese Ebene ist die 
jener Richtung zugehörige Durchniesserebene der Oberfläche; die Gerade 
ist der ihr zugehörige Durchmesser der Kurve. Beide sind also nichts 
anderes, als die jener Richtung zugehörigen ersten Centralen der Ober- 
fläche oder Kurve. Um nun die Gleichung der zu einer Richtung ge- 
hörigen m-ten Centrale aufzustellen, lässt sich nicht unmittelbar die in 
dem allgemeinen Satz angegebene Methode anwenden^ indem der Axen- 
durchschnitt, der dort immer in P angenommen wurde, nicht füglich 
in unendlicher Entfernung angenommen werden kann. Man kann zu 
dem Ende die eine der Richtaxen, etwa die jer-Axe, der gegebenen Rich- 
tung, für welche die Centrale gesucht wird, parallel annehmen und nun 
einen zwiefachen Weg einschlagen. Entweder man wandelt zunächst 
die Gleichung der gegebenen Oberfläche n-ter Ordnung so um, dass der 
Axendurchschnitt nach dem unendlich entfernten Punkte der a?-Axe ver- 
legt wird, dass man dann nach dem allgemeinen Satze die Gleichung 
für die m-te Centrale dieses Punktes ableitet und dann wieder die so 
gefundene Gleichung so umwandelt, dass der Axendurchschnitt wieder 
nach dem ursprünglichen Punkte zurück versetzt wird: oder man ent- 
wickelt die Gleichung dieser Centrale, ganz unabhängig von dem all- 
gemeinen Satze, nach der Analogie des fdr den Beweis dieses Satzes 
selbst angewandten Verfahrens. Da das erste Verfahren, welches auf 
eine blosse Anwendung allgemein bekannter analytischer Operationen 
hinausläuft, kein weiteres Interesse darbietet, so wählen wir das zweite; 
wodurch wir zugleich den Vortheil gewinnen, eine Reihe von Schlüssen 
im f Zusammenhange verfolgen zu können, welche bei der Entwicke-374 
lung des allgemeinen Satzes nur sehr zerstreut und stückweise gegeben 
waren. 

Die Aufgabe ist hier diese. Es ist eine Oberfläche n-ter Ordnung 
^^id ein Axenkreuz gegeben: man ziehe mit der ;er-Axe desselben par- 
allel eine bewegliche Gerade, welche die Oberfläche in den Punkten 
^i)'" S^ schneidet: es soll der Ort des durch die Gleichung 
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•m 



bestimmten Punktes Q gesucht werden. 

Es seien wieder x, y, js die Richtstücke des Punktes S und x\ y\ z 
die des Punktes Q. Die Gleichung der Oberfläche sei 

pi] ^^A-.(a;,y) = 0, 

WO fn—fü eine Funktion vom (w — Q)-ten Qrade bezeichnet. 

Der Durchschnitt der beweglichen Geraden mit der a:y- Ebene sei 
B.y so ist^ da die Gerade mit der jer-Axe parallel ist; 

[HI] :Rq = z\ RS = z, y = y, x = x. 

Durch Substitution dieser Ausdrücke verwandelt sich zuerst, da 

QS^ = QR + RS, = RS, — RQ = g^ — z 

ist, die Gleichung [I] in 

• m 
\{Z, —/)•.• {Zn — /)] = . 

Dies nach Potenzen von / entwickelt, erhält man. wieder 

[la] ^{— !)''(« — <») (^1 • • • ««) '^'"■"" = *)• 

Die Gleichung [II] aber verwandelt sich in 

[IV] J'^/;-«(a=',y') = 0. 

Die hieraus sich ergebenden Wurzelwerthe z,, ... Zn, sind dann in die 
Gleichung [la] zu substituiren. Es ist aber 

( \\^( '.^_fJ^^V) 

Dies also in [IV] substituirt und dann die Gleichung mit /"©(a:', y) mul- 
tiplicirt, ergiebt sich 

m — 

[V] 2{n - a) Ux, y')z'-- = , 

als Ortsgleichung für Q, Also: 

Die Gleichung für die einer Richtung zugehörige m-te Centrale einer 
376 Oberfläche n-ter Ordnung findet man, wenn eine der Richtaxen der f ge- 
gebenen Richtung parallel angenommen mrd, aus der Gleichung der gegebe- 
nen Oberfläche dadurch^ dass man den Exponenten des mit der gegebenen 
Richtung parallelen RichtstücJces {z) überall um n — m verringert, und 
jedes Glied mit einer Kombinatianszahl midtiplicirt, deren ElementenzaJd 
dem alten und deren Klassenzahl deyn neuen Exponenten dieses Rieht- 
Stückes gleich ist. 

*) Ueber die Ableitung dieser Formel vergleiche man § 4. 



\ 
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Es ist klar, dass hierbei jedes Glied, in welchem der anfangliche 
Exponent von z kleiner ist als (n — m), wegfallt, weil dann bei der 
Erniedrigung nm (n — m) der neue Exponent von z, also auch die ihm 
gleiche Elassenzahl, negativ, die Kombinationszahl selbst also null wird. 
Somit ist die Gleichung der einer Richtung zugehörigen m-ten Centrale 
einer Oberfläche nur von den Gliedern der w + 1 höchsten Grade in 
der Gleichung dieser Oberfläche abhängig; z. B. die der ersten Centrale 
nur von den Gliedern der beiden höchsten Grade, d. h. des n-ten und 
(n — l)-ten. Daraus folgt, dass, wenn die Gleichungen zweier Ober- 
flächen in den Gliedern der m -{- 1 höchsten Grade übereinstimmen, 
dass dann auch die zu den Richtaxen gehörigen Centralen beider Ober- 
flächen vom ersten bis zum m-ten Grade identisch sind. Da nun, wenn 
die Richtaxen beliebig verändert werden, die neuen Richstücke immer 
nur lineare Funktionen der alten sind, und umgekehrt, also durch Sub- 
stitution der neuen statt der alten in irgend einem Gliede der Grad 
dieses Gliedes nie erhöht werden kann: so folgt, dass, wenn die Glei- 
chungen zweier Oberflächen för irgend ein Axenkreuz in den Gliedern 
der w -j- 1 höchsten Grade übereinstimmen, dieselbe Uebereinstimmung 
auch noch fortbestehen wird bei beliebiger Aenderung der Lage des 
Axenkreuzes; dass also dann auch die zu allen Richtungen gehörigen 
Centralen, von der ersten bis zur w-ten, in Bezug auf beide Oberflächen 
identisch sein werden. Wir nennen dann die beiden Oberflächen Tccvir 
central im m-ten Grade, und zwar in Bezug auf alle unendlich ent- 
fernten Punkte. Was den letzten Zusatz betrifft, so ist klar, dass zwei 
Oberflächen auch koncentral sein können in Bezug auf eine in end- 
licher Entfernung liegende Ebene, oder vielmehr auf alle Punkte der- 
selben, wovon man sich leicht überzeugt, wenn man zu den zwei in 
Bezug auf die unendlich entfernten Punkte koncentralen Oberflächen 
ein kollineares System bildet, von der Art, dass alle unendlich ent- 
fernten Punkte ins Endliche rücken, wobei sie bekanntlich eine Ebene 
bilden. Es werde jedoch, was jenen Zusatz betrifft, nach dem allge- 
meinen Princip unserer f* Benennung festgesetzt, dass, wenn zwei Ober- 376 
flächen schlechtweg koncentral heissen, dies sich allemal auf die un- 
endlich entfernten Punkte beziehen soll. Es lässt sich somit der Satz 
aufstellen : 

Zivei Oberflächen sind koncentral im m-ten Grade, nenn 
^'^ Glieder der m-|-l höchsten Grade in den Gleichungen bei- 
^^r Oberflächen in Bezug auf irgend ein Axenkreuz überein- 
stimmen. 

Es versteht sich von selbst, dass diese koncentrale Beziehung bis 
2^ (n — l)-ten Grade gehen kann; in welchem Fall sich beide Glei- 
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chungen nur durch das konstante Qlied unterscheiden. Wären sie 
im n-ten Grade koncentral, so würden beide Oberflächen selbst iden- 
tisch sein. 

Der Begriff von Kurven, welche im ersten Grade koncentral sind, 
stimmt überein mit dem von Kurven, welche gleiche Asymptoten haben. 
In der That ist das System der n Asymptoten als dasjenige System 
von n Geraden anzusehen, welches der gegebenen Kurve (im ersten 
Grade) koncentral ist; vne sich sogleich daraus ergiebt, dass die Glei- 
chung für das System der n Asymptoten mit der Gleichung der Kurve 
selbst die Glieder der beiden höchsten Grade identisch hat. Doch ist 
hier wiederum der Begriff allgemeiner; auch schon insofern, als er sich 
auf Oberflächen ausdehnen lässt. Für koncentrale Oberflächen haben 
wir, um eine leichte Anwendung zu geben, die Relation, dass, wenn 
irgend eine Gerade hindurchgezogen wird, welche die eine in den Punk- 
ten a,, ... a«, die andere in 6„ ... 6^ schneidet, 

e«! + Q(^2-\ \'Qan = = Qb, + Qh^-\ h QK 

ist, wo Q die Mitte zwischen den n Durchschnittspunkten bezeichnet, 
welche für beide Oberflächen identisch sein soll. Also da 

Qb, — Qa^ = aih^ 
ist, so hat man 

«1^ + %^2 H h anhn = 0, 

oder, in Worten ausgedrückt: 

Zieht man durch zwei koncentrale Oberflächen (oder Kurven) eine 
beliebige Gerade, so ist die Summe aller Abschnitte, deren Anfangspunkte 
auf der einen, und zwar dann stets auf derselben, und deren Endpunkte 
auf der andern liegen, wenn man diese Abschnitte so wählt, dass jeder 
Du/rchschnittspunkt einmal, aber auch nur einmal, vorkommt, gleich Null, 

Sind die Oberflächen in höheren Graden koncentral, so finden, 
ausser dieser Beziehung, vermöge der Identität der harmonischen Mitten 
377 höherer f Ordnungen, noch andere Beziehungen statt, welche sich aber 
nicht mehr so einfach darstellen lassen. 



§ 7. 

Besondere Beziehungen für den Fall, wo der Fol oder eine 
der harmonischen Mitten in die Oberfläohe fällt. 

Es falle zuerst der Pol P in die Oberfläche, also in einen der 
Punkte Si, ... /S„, z. B. in S^. Dann ist PS^ = 0. Die Gleichung 
der harmonischen Mitte w-ter Ordnung Q ist 
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Man mnltiplicire mit PS^, so erhält man 

Ist nun PSi == 0, so fällt der zweite Theil weg und man behält 



also ist entweder 
oder 



QS, = 0, 

Alt» "»~^ 

[PS, PSj 



d. h. einer der Punkte Q fällt zugleich in P oder in Si] die andern 
m — 1 Punkte Q sind harmonische Mitten (w — l)-ter Ordnung zwi- 
schen den n — 1 übrigen Punkten in Bezug auf P*). Man hat also 
den Satz: 

Nimmt man einen Punkt in einer Oberfläche n-ter Ord- 
nung als Pol an, so geht die zugehörige m-te Centrale durch 
denselben Punkt und hat die Eigenschaft, dass, wenn man 
durch jenen Punkt eine beliebige Gerade zieht, welche also die 
gegebene Oberfläche noch in n — 1, die Centrale noch in m — 1 
Punkten schneidet, die m — 1 letzteren harmonische Mitten 
{m — \)'ter Ordnung zwischen den n — 1 ersteren in Bezug auf 
den Pol P sind. 

Und umgekehrt: 

Wenn man von einem Punkt einer Oberfläche (oder Kurve) 
n-ter Ordnung beliebige Strahlen zieht und auf jedem derselben 
in Bezug auf jenen Punkt die harmonischen Mitten m-ter Ord- 
nung zwischen den n — 1 übrigen Durchschnittspunkten jenes 
Strahles nimmt, so liegen diese "^ harmonischen Mitten auf einer 37S 
Oberfläche (oder Kurve) {m-\-l)-ter Ordnung, der (m-\-iyten 
Centrale der gegebenen Oberfläche (oder Kurve) in Bezug auf 
jenen Punkt 

Zieht man, um eine specielle Anwendung zu geben, von einem 



^ Hieraus folgt zugleich, dass, wenn r Punkte S^,'S^ zugleich mit P zu- 
gammenfallen, dann auch r Punkte Q in denselben Punkt fallen, während die 
übrigen Punkte Q harmonische Mitten (m — r)-ter Ordnung zwischen den n — r 
übrigen Punkten S in Bezug auf denselben Pol P sind. 
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festen Punkte einer Kurve dritter Ordnung einen beweglichen Strahl 
und bestimmt auf ihm zu den drei Durchschnittspunkten desselben den 
vierten, jenem festen Punkte zugeordneten harmonischen Punkt, so liegt 
dieser jedesmal auf einem und demselben festen Kegelschnitt, 

Noch ist zu bemerken, dass, wenn man insbesondere von P eine 
Gerade zieht, welche die Oberfläche in diesem Punkte berührt, so dass 
also zwei Punkte S^ imd S^ mit P zusammenfallen, dann auch zwei 
Punkte Q in denselben Punkt fallen müssen. Die Gerade berührt also 
dann zugleich die Centrale, und da dasselbe von allen an P gezogenen 
Tangenten gilt, so haben alle zu P gehörigen Centralen mit der ge- 
gebenen Oberfläche an diesem Punkt eine gemeinschaftliche Tangential- 
ebene, und diese Tangentialebene ist die erste Centrale in Bezug auf 
ihren Berührungspunkt P Ebenso ist die erste Centrale einer Kurve 
in Bezug auf einen Punkt derselben die Tangente an diesen Punkt. 

Es falle zweitens einer der Punkte Qi; ... Qm in einen der Punkte 
Si, ... S«, z. B. in Sj, so muss P, S^ statt Q substituirt, noch der 
Gleichung 

m 



m-...2^=..o 



\PS, PS, 
genügen. Man hat also, da SiSi = ist, 

SA 



yps, psj " ' 



d. h. der Punkt S^ muss dann ein Centrum w-ter Ordnung zwischen 
den n — l übrigen Punkten sein, in Bezug auf denselben Pol P 

Nun sind die Durchschnitte der w-ten Centrale mit der gegebenen 
Oberfläche solche Punkte, und zwar die einzigen, in welchen eine har- 
monische Mitte i^i-ter Ordnung mit einem Punkte S zusammenfällt. 
Also findet sich zuerst für die Kurven, da sich zwei Kurven, von denen 
die eine m-ter, die andere t^-ter Ordnung ist, in n.m Punkten schnei- 
den, nachstehender Satz: 

Durch eine Kurve n-ter Ordnung lassen sich von einem 
Punkt in der Ebene derselben n.w Gerade ziehen^ welche die 
Beschaffenheit haben, dass einer ihrer Burchschnittspunkte 
379 mit der Kurve die harmonische Mitte f m-ter Ordnung zwischen 
den {n — 1) übrigen in Bezug auf den gegebenen Punkt ist; und 
zivar bilden diese harinonischen Mitten die Burchschnittspunkte 
der gegebenen Kurve mit ihrer auf jenen Punkt bezüglichen 
m-ten Centrale. 

Dieser Satz lässt sich wiederum für die erste Centrale und für die 
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erste Polare (die (n — l)-te Centrale) specialisiren. In Bezug auf jene 
würde er wie folgt lauten: 

Durch eine Kurve n-ter Ordnung lassen sich von einem Punkte P 
n Gerade von der Art gieJien, dass einer ihrer Durchschnittspunkte mit 
ier Kurve die liarmonische Mitte (erster Ordnung) zwischen den übrigen 
m Bezug auf P ist, und diese Mitten liegen in einer geraden Imie, der 
ersten Centrale der Kurve in Bezug auf P. 

Namentlich lassen sich an eine Kurve dritter Ordnung von einem 
Pwdcte P drei solche Stralüen zielten, deren drei Durchschnittspunkte mit 
der Kurve in Verbindung mit P vier harmonische Punkte bilden; und 
zwar liegen die jenem Punkte P zugeordneten harmonischen Punkte in 
dner geraden Linie, der Centrale u. s. w. 

Um den Satz auch ftlr die (n — l)-te Centrale aussprechen zu kön- 
nen, ist nur zu bemerken , dass^ wenn einer der Durchschnittspunkte 
liarmonische Mitte (n — l)-ter Ordnung zwischen den n — 1 übrigen 
Durchschnittspunkten sein soll, dies nichts anderes heisst^ als dass von 
diesen n — 1 Punkten noch einer in jenen ersten Punkt fallen^ dieser 
also Berührungspunkt einer Tangente sein muss*). Somit ergiebt sich 
folgender Satz: 

Aus jedem Punkt lassen sich an eine Kurve nrter Ordnung n{n — 1) 
Tangenten zielien, und zwar büden die Berührungspunkte derselben die 
DitrcJischnittspunkte der gegebenen Kurve mit ihrer auf jenen Punkt be- 
züglichen ersten Polare. 

Für die Oberflächen würde der allgemeine Satz also lauten: 
Wenn man aus einem Punkte P durch eine Oberfläche n-ter Ord- 
nung die sämmüichen Geraden zielit, welche in der Art mögliclh sind, dass 
jedesmal einer der DurcJischnittspunkte harmonische Mitte m-ter Ordnung 
zwischen den übrigen in Bezug auf P ist, so liegen diese Mitten zugleich 
in einer Oberfläche m-ter Ordnung, der m-ten Centrale der f Oberfläche in 880 
Bemg auf P und bilden also die DurcJischnittslinie der Oberfläche mit 
ihrer m-ten Centrale. 

Insbesondere liegen die Berührungspunkte der Tangenten, welche 
von einem Punkt P an eine Oberfläche nrter Ordnung gezogen sind, zu- 
gleich in einer Oberfläche (n — Vyter Ordnung, der ersten Polare der gegebenen 
Oherfläche in Bezug auf jenen Punkt, und bilden also die Durchschnitts- 
linie der Oberfläche mit ihrer ersten zu jenem Punkte gehörigen Polare, 

Nimmt man in Bezug auf zwei Pimkte P und P' die ersten Po- 
laren einer Oberfläche n-ter Ordnung, so werden sich diese drei Ober- 



*) Weil nämlich die harmonischen Mitten r-ter Ordnung zwischen r Punkten 
init diesen zusammenfallen. 
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flächen in n(n — 1)^ Punkten schneiden^ und jeder dieser Punkte, aber 
auch kein anderer, wird Berührungspunkt einer von P und zugleich 
einer von P' an die Oberfläche gezogenen Tangente, d. h. also auch 
einer durch die Gerade PP' an die Oberfläche gelegten Tangentialebene 
sein. Somit hat man folgenden Satz: 

Durch eine Geregte lassen sich cm eine Oberfläche n-ter Ordnung 
n-(w — 1)^ Tangentialehenen legen; und zwar bilden die Berührungs- 
punkte die Durclisdmittsjyunlie der Oberfläche mit ihren auf die Punkte 
jener Geraden bezügliclien ersten Polaren*), 

Es liessen sich noch manche interessante Beziehungen hier ab- 
leiten, deren Aufsuchung ich aber, um nicht zu weitläufig zu sein, dem 
Leser überlasse. Vorläufig mögen die gewonnenen Resultate genügen, 
um die Fruchtbarkeit und Wichtigkeit des oben aufgestellten allge- 
meinen Satzes anzudeuten, welchen wir nun noch auf zwei reciproke 
Systeme übertragen wollen. 

67 § 8. 

Uebertrasung des Hauptsatzes und seiner Folgerungen 

auf Linien- und Ebenensysteme. 

Es ist bekannt, dass sich aus jedem geometrischen Satze* ein zwei- 
ter, ihm paralleler Satz dadurch ableiten lässt, dass man statt der Ebe- 
nen Punkte und statt der Punkte Ebenen setzt, während die geraden 
Linien bleiben was sie sind. Enthält dabei der Satz noch bestimmte 
Abhängigkeiten, so lassen sich auch diese stets nach einer allgemeinen 
Regel umgestalten. Diese gegenseitige Beziehung, welche man bekannt- 
lich Reciprocität nennt, lässt sich auch auf den allgemeinen Lehrsatz 
(§ 4) und auf die daraus abgeleiteten Folgerungen anwenden. Doch 
können wir uns hierbei nicht auf das Princip der Reciprocität als auf 
ein schon bekanntes berufen, indem dieses Princip, so weit mir bekannt 
geworden, in Bezug auf den Raum noch nicht umfassend und genügend 
dargestellt wurde. Es giebt nämlich im Räume ausser jenen beiden 
reciproken Systemen noch ein drittes von nicht geringerer Wichtigkeit, 
was aber bisher noch übersehen zu sein scheint, indem nämlich den 
Punkten des einen und den Ebenen des andern Systems in dem letztem 
gerade Linien entsprechen, so dass in Bezug auf den Raum jeder Satz 
dreifach erscheint (in Bezug auf die Ebene zweifach). Diese reciproken 



*) Um diesen Satz richtig aufzufassen, erinnere man sich, dass die auf die 
Punkte einer Geraden bezüglichen ersten Polaren stets eine gemeinschaftliche 
Durchschnittskun-e haben. (S § 5.) 
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Beziehungen werde ich hier zugleich in der Art ableiten^ wie sie sich 
für die beabsichtigte Umwandlung des obigen Satzes von selbst er- 
geben^ und so werden vermöge dieser speciellen Abzweckung auch die 
schon bekannten reciproken Beziehungen in einer neuen, vielleicht auch 
an sich nicht uninteressanten Form auftreten. 

In der bisherigen Entwickelung wurde jede Oberfläche als geome- 
trischer Ort eines Punktes (S) betrachtet, zwischen dessen veränder- 
lichen Richtstücken x, y, B eine Gleichung vom >}-ten Grade stattfand, 
und wir nannten eine solche Oberfläche eine Fläche n-ter Ordnung. 
Man kann nun zweitens jede Oberfläche als die von einem System von 
Ebenen Umhüllte ansehen, indem wieder zwischen den veränderlichen 
Bestimmungsstücken f der Ebene eine Gleichung stattfindet; und wenn 58 
man unter dem geometrischen Ort einer in ihrer Lage nach einem be- 
stimmten Gesetz veränderlichen Ebene wiederum die von sämmtlichen 
Ebenen, welche vermöge des Gesetzes dieser Veränderlichkeit möglich 
sind, Umhüllten versteht, so erscheint in diesem zweiten Falle die Ober- 
fläche al^ geometrischer Ort einer Ebene. Jedes Element einer Ober- 
fläche wird im ersten Falle durch den Punkt, welchen es einnimmt, im 
zweiten durch die Tangentialebene an dieses Element dargestellt. Im 
dritten Falle endlich soll die Oberfläche als von lauter Geraden um- 
hüllt, also als geometrischer Ort dieser Geraden (in dem vorhergegebe- 
nen weiteren Sinne) angesehen werden; das Element der Oberfläche 
wird also dann durch eine Tangente an dieses Element repräsentirt. 
Da es aber unzählig viele Tangenten an ein Element einer Oberfläche 
giebt, welche eben in ihrer Gesammtheit die Tangentialebene bilden, 
so muss man, um jedes Element durch eine Tangente zu repräsentiren, 
noch eine Bestimmung hinzufügen. Es giebt keine einfachere, als die, 
eine Axe im Räume anzunehmen, welche wir Hauptaxe nennen und 
von welcher aus jedesmal die Tangenten gezogen sein sollen. So ent- 
spricht dann jedem Elemente der Oberfläche nur eine Tangente, und 
alles ist jetzt dem Früheren analog. 

Um nun den allgemeinen Satz für diese beiden neuen Systeme, 
welche wir Ebenen- und Liniensysteme nennen wollen, umzuwandeln, 
kommt es nur darauf an, diejenigen Beziehungen, aus welchen wir dort 
J€nen Satz ableiteten, auch hier festzuhalten. Es waren diese Be- 
ziehungen dargestellt durch die Gleichungen (1, 2, 3, 4, 5) in § 2, von 
denen (1) und (5) hernach noch eine individuelle Gestaltung annahmen, 
ßie Gleichung (1) (späterhin I) bestimmte den Punkt Qy die Gleichung 
(2) die Oberfläche, als Ort des Punktes 5, zwischen dessen Richtstücken 
eben die Gleichung stattfand, wobei ein fester Punkt P als der Ur- 
sprung der Richtstücke, d. h. als der Punkt angenommen wurde, dessen 

GraMmftnn, Werke. H. 3 
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Richtstücke null waren. Die Gleichungen (3) stellten die Bedingung 
dar, dass P, Q, S in einer Geraden lagen, und aus diesen drei Glei- 
chungen wurden dann die Gleichungen (4) und (5) abgeleitet. Lassen 
wir also die Gleichungen (1) und (2), welche immer an sich noch will- 
kürlich sind, auch für die beiden letzten Systeme bestehen, so kommt 
es nur noch darauf an, dass auch die Gleichungen (3), nämlich 

X y z s 

X y z g ' 

59 hier gelten, und es müssen also die Richtstücke der Ebene oder der 
Geraden (deren Ort die Oberfläche darstellen soll) so gewählt werden, 
dass die Gleichungen noch fortbestehen. Bei dem Ebenensysteme, wo 
also die Oberfläche als Ort einer Ebene angesehen wird, wird man 
unter S, also auch unter P und Q^ Ebenen verstehen müssen. Die 
Bedingung, dass die Punkte P, 5, Q in einer Geraden liegen mussten, 
wird also hier durch die Bedingung vertreten, dass die Ebenen P, 5, Q 
sich in einer Geraden schneiden sollen. Man nehme nun P zur Ebene 
zweier Richtaxen (X, 1"^ und nehme von dem Durchschnittspunkte der- 
selben aus eine dritte, nicht in der Ebene liegende Axe (Z). Nun 
seien die Stücke, welche die Ebene S von diesen drei Richtaxen ab- 
schneidet, X, y, ZI alsdann schneidet Q, da P, S, Q sich in mner Ge- 
raden schneiden sollen, von den beiden in P liegenden Richtaxen X 
und Y dieselben Stücke x und y ab; hingegen schneidet Q von der 
dritten Axe Z das Stück / ab. Wollte man nun die Stücke x, y, Zy 
durch welche die Ebene 8 bestimmt ist, als Richtstücke derselben an- 
nehmen, so würden die Gleichungen (3) nicht mehr gelten; dagegen 
werden sie bestehen bleiben, wenn man zu Richtstücken einer Ebene 
S die Grössen 9?, ^, z nimmt, von denen 

sp= ^ ; ^ = 75 (^ = ^) 

ist. Denn nennt man nun 9?', ^', z die Richtstücke der Ebene Q in 
demselben Sinne genommen, wo also 

I z , f z 

ist, so hat man unmittelbar 

(p ^If z 

(p 'Ij} z 

Um noch das Analogon von ä und q zu erhalten, ist nur zu erwägen, 
dass s und q nur von der gegenseitigen Lage von P und S einerseits 
und von P und Q andrerseits abhängig waren, und zwar so, dass man 



8 



jene drei gleichgesetzten Ausdrücke gleich — setzen konnte. Dasselbe 
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erreicht man hier auf eine sehr einfache Weise, wenn man die dritte 

Axe Z gegen P senkrecht annimmt. Alsdann ist offenbar 

z tang FS 

z —ia,ngPQ' 

sobald man unter PS und PQ die Neigungswinkel der Ebenen ver- 
steht; wobei zu merken ist, dass PQ und QP wieder entgegengesetzte 
Winkel sind. Bezeichnen wir also tang Pä durch s und tang P^ 
durch 9, so ist auch 











z s 






wie 


oben 


(§2), 


und 


wir können also wie 


oben 


substituiren: 


13] 






9> = 




z — 
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welche den Gleichungen (3) in § 2 entsprechen. 

Wir wollen, ehe wir in der Entwickelung weiter gehen, hier einen 
Augenblick verweilen, um die Bedeutung der gefundenen Richtstücke 
festzuhalten. Wir nennen die Ebene P, in welcher die Richtaxen X 
und Y angenommen waren, die Hauptebene, die darauf senkrechte Axe 
Z die Hauptaxe, die übrigen Axen (X und Y) Nebenaxen, und die 
beiden Ebenen, welche durch die Hauptaxe einerseits und die beiden 
Nebenaxen andrerseits gelegt sind, Nebenebenen. Die Richtstücke der 
veränderlichen Ebene S sind nun erstens das Stück, welches sie von 
der Hauptaxe abschneidet, zweitens und drittens die Tangenten des 
Winkels, . welchen die von der veränderlichen Ebene und der einen oder 
der andern Nebenebene gebildete Durchschnittslinie mit der Hauptaxe 
niacht. Auch hier ist zu bemerken, dass P der Ursprung der Richt- 
stücke, d. h. diejenige Ebene ist, deren Richtstücke null sind. 

Nimmt man nun eine Gleichung vom n-ten Grade 

zwischen diesen variabeln Richtstücken der Ebene S an, so ist der 
geometrische Ort derselben eine Oberfläche, welche wir nach Analogie 
des von Gergonne för ebene Kurven eingeführten Sprachgebrauches 
eme Oberfläche n-ter Klasse nennen. Durch Substitution von [3J in 
[2] erhalten wir, wie oben, 

W 2«"— Ar'— = <>; 

welche Gleichung also in Bezug auf .<? von demselben (n-ten) Grade ist, 
^^ die Gleichung [2], und welche also lehrt, dass an eine Oberfläche 
»ter Klasse von einer gegebenen Geraden aus n Tangentialebenen mög- 
lich sind. Sobald man nun zur Bestimmung von q dieselbe Gleichung (I) 

8* 
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festhält, so muss auch dieselbe Gleichung (V) daraus hervorgehen, also 
derselbe Satz hier gelten. Die Gleichung (l) hatten wir in § 4 auf die 
Form (Ib), nämlich auf 

• m 

p"i [C-v)-0-i)] =« 

gebracht. Im gegenwärtigen Falle bedeuten q und s^ u. s. w. die Tan- 
genten der Winkel PQ und PS^ u. s. w. 

Es lässt sich, dem Obigen analog, hieraus eine noch einfachere 
Gleichung von der Form [Ic] ableiten, indem man 

^ q^ ^ tang PQ ^ sin PQ cos PS^ 

~s^ ~ tang PS^ ~ ~cÖ8PQ sin PS^ "" 

_ cos PQ sin PS^ —ainP Q c os PS^ _ sin {PS^ - PQ) _ sin QS ^ 
~ cos PQ sin PSy^ ~ cos PQ sin PS, ~ sin PS, coh PQ 

setzt und dann, nachdem auf entsprechende Weise auch statt der übri- 
gen Grössen in obiger Gleichung (Ib) substituirt worden ist, dieselbe 
mit (cos PQy^ multiplicirt, woraus sich 



m 



[Ic] (!|^J4...«H_J'J)=0 

L -" \«inP5i sin PSn/ 

als Gleichung der harmonischen Mitten ((J>) w^ter Ordnung zwischen 
den sich in einer und derselben Geraden schneidenden Ebenen S^, ... S^ 
in Bezug auf die durch dieselbe Gerade gelegte Ebene P, ergiebt. 
Demnach lässt sich der Hauptsatz für Ebenensysteme wie folgt aus- 
sprechen : 

Wenn man durch eine in einer festen Ebene P liegende be- 
wegliche Gerade an eine feste Oberfläche n-ter Klasse die n 
Tangentialebenen 5^, ... ä« legt und eine durch dieselbe Gerade 
gelegte Ebene Q so anyiimmt, dass die Summe sämmtlicher Pro- 
dukte z\i m Faktoren, tvelche sich aus Brüchen bilden lassen, 
deren Zähler die Sinus der Neigungswinkel zwischen einer der 
Tangentialebenen und der Ebene Q, und deren Nenner die 
Sinus der Neigungswinkel zwischen derselben Tangentialebene 
und der Ebene P sind, gleich Null wird: so ist der geometrische 
Ort der Ebene Q (d, L die von den sämmtlichen Ebenen Q Umhüllte) 
eine Oberfläche m-ter Klasse; und zwar erhält man, wenn P 
zum Ursprung der Bichtstücke gemacht wird, die Ortsgleichung 
für Q aus der Gleichung der gegebenen Oberfläche dadurch, 
dass man jedes Glied der letzteren mit einer Kombinationszahl 
multiplicirt, deren Elementenzahl die Ordnung dieses Gliedes 
zu n und deren Klassenzahl dieselbe zu m ergänzt 
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Wir nennen hier wiederum die Ebenen Q die zu der gegebenen 
Oberfläche und der Polarebene P gehörigen harmonischen Mitten m-ter 
Ordnimg und ihren geometrischen Ort die m-te Centrale der gegebenen 
Oberfläche in Bezug auf die Ebene P. Femer ist zu bemerken, dass 
die Oberfläche oder vielmehr das Gebilde erster Klasse ein Punkt ist, 
80 dass also auch der Ebene eines Punktsysteme ein Punkt des Ebenen- 
systems entspricht. Nämlich die Gleichung ersten Grades würde sein: 

a<p -\- bilf -\- c = z. 

Setzt man hier wiederum statt % ^ ihre Werthe — > -7 indem a;, y, z 62 

X y 

die durch die veränderliche Ebene von den drei Axen abgeschnittenen 
Stücke (die Axenabschnitte derselben) bezeichnen, so erhält man nach 
Dinsion mit z die Gleichung 

a . b . c ^ 

welche bekanntlich die Relation zwischen den Richtstücken a,h, c eines 
Punktes und den Axenabschnitten x, y, z einer durch diesen Punkt 
gelegten Ebene ausdrückt. Also ist jene Gleichung ersten Grades die 
Gleicliung eines Punktes, dessen Richtstücke a, 6, c sind. Die erste 
Centr^e ist somit ein Punkt, welchen man daher den harmonischen 
Mittelpunkt der Oberfläche in Bezug auf die Ebene P nennen kann. 
Ebenso wird ein System von n Punkten als Gebilde w-ter Klasse an- 
gesehen und die erste Centrale desselben wieder der harmonische Mittel- 
punkt zwischen den n Punkten in Bezug auf eine Ebene P genannt 
werden können. Liegt P in unendlicher Entfernung, so wird dieser 
Punkt, wie leicht zu sehen ist, zu dem Schwerpunkte zwischen jenen 
n Punkten (alle als gleich schwer betrachtet). 

Es bedarf kaum einer Erwähnung, dass bei ebenen Kurven die 
Tangentialebene S durch eine Tangente S vertreten wird, dass hier die 
Richtstücke dieser veränderlichen Geraden, wenn dieselbe von den Axen 

(X und Y) die Stücke x und y abschneidet, x und ^ = — sind, und 

dass für ebene Kurven bei Beobachtung dieser Bestimmimgen ganz das- 
selbe gilt, was für die Oberflächen bewiesen wurde. 



Wir gehen nun zu dem Liniensysteme im Raum über, bei wel- 
chem eine in einer festen Hauptaxe bewegliche Gerade als erzeugendes 
Element betrachtet wird. Man bezeichne wieder die Hauptaxe durch 
P, die veränderliche Gerade durch S, irgend eine andere durch P 
gehende Gerade, deren Lage später bestimmt werden soll, durch Q. 
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Die Gleichung, welche zwischen den veränderlichen Bestimmungsstücken 
der Geraden stattfindet^ bestimmt wiederum die Oberfläche. Die Richt- 
stücke dieser Geraden sind so zu wählen, dass wieder die Gleichungen 
(3) fortbestehen, für den Fall, dass die Geraden P, Ä, Q in der ein-* 
fachsten Beziehung stehen. Als einfachste Beziehung nehmen wir die 
an, dass P, S und Q von demselben Punkt ausgehen und in derselben 
Ebene liegen. Nimmt man nun in einer gegen die Hauptaxe senk- 
63 rechten Ebene, welche Hauptebene heissen f soll, zwei beliebige in der 
Hauptaxe Z zusammenlaufende Axen X und F an, so lässt sich die 
Gerade S durch folgende drei Stücke bestimmen: erstens durch das 
Stück Zj welches sie von der Hauptaxe abschneidet, und femer durch 
die Richtstücke {x, y) des Punktes, in welchem sie die Hauptebene 
schneidet: diese Richtstücke nämlich in Bezug auf die Axen X und Y 
genommen. Die Gerade Q soll nach der angenommenen Bedingung 
die Hauptaxe in demselben Punkte schneiden, wie 5, also auch das 
Stück z abschneiden; hingegen sollen die Richtstücke des Punktes, in 
welchem Q die Hauptebene schneidet, x und y sein. Da nun P, S, Q 
in einer Ebene liegen sollten, so wird x sich zu y wie x zw y ver- 
halten oder , = 'h sein. Hingegen werden diese beiden Quotienten 

. 

nicht gleich -, sein; man wird also z nicht als drittes Richtstück der 

Geraden S annehmen können, wenn die Gleichung (3) noch fortbestehen 
soll. Vielmehr wird dann als drittes Richtstück 

— = <p oder - - = tlf 

z z 

anzunehmen sein; denn bezeichnet man dann die entsprechenden Stücke 
für Q mit q)' und ^', so ergiebt sich 

op'= -7 , also -r = — , und ebenso -^ = -4 
^ X ' €p X ' V^ y 

und man erhält 

5 _ IL _ _^., _ ^'_ . 
X y (p ip 

Nimmt man. nun s wiederum als Tangente des Winkels PS und setzt 
ebenso q = tang P(>, so sind wiederum jene vier gleichgesetzten Aus- 
drücke gleich — und es ist 

Es ist klar, dass man, da hier die Gleichungen [3] sich auf vier Ver- 
änderliche Xj y, 9?, ^ beziehen (welche übrigens das Verhältniss haben, 
dass x:y = q):il}\ auch die Gleichung [2] der Überfläche als Gleichung 
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vom n-ten Grade zwischen diesen vier Veränderlichen wird annehmen 
können; also die Gleichung 

[2] 2F,(x. y, q>, t) = 0. 

Durch Substitution von [3] in [2] erhält man dann 

Dann erhält man aus Gleichung (I), zu welcher wir die Form (Ib) 64 
wählen und aus [4] wiederum, da die Anzahl der Veränderlichen keinen 
Unterschied machen kann, dieselbe Gleichung (V), welche also lauten 
würde: 

,_, tn — a 

[5] 2{n - a) Fa (x, y' , q>- , t') = 0. 

Die Gleichung (Ib) gestaltet sich, wie bei dem Ebenensystem, leicht 
in die Form (Ic) um, da auch hier q und s die Tangenten der Winkel 
fQ und PS bedeuten, und man hat auch hier: 



( 



m 



sin QS, B in QSn \ _ ^ 

sin PS; *" sin PSn) ~ ' 



als Gleichung der harmonischen Mitten m-ter Ordnung Q zwischen den 
von einetn Punkte ausgehenden und in einer Ebene liegenden Geraden 
^Si, . . . iS^ in Bezug auf die durch denselben Punkt gehende und in 
derselben Ebene liegende Gerade P. Demnach wird der Hauptsatz für 
Liniensjsteme im Räume folgendermassen lauten, wenn man nämlich 
die Oberfläche, welche durch eine Gleichung vom n-ten Grade zwischen 
J^j Vj % ^ bestimmt ist, eine Oberfläche nrter Beilie nennt: 

Wenn man von einem in einer festen Geraden P liegenden 
betceglichen Punkt in einer um dieselbe Gerade beweglichen 
Ebene die n Tangenten S^, ... Sn an eine Oberfläche n-ter Reihe 
zieht und eine durch denselben Punkt gehende und in derselben 
Ebene liegende Gerade Q so annimmt, dass die Summe sämmt- 
licher Produkte zu m Faktoren, welche sich aus den Quotienten 
der Sinusabstände jeder Tangente von der Geraden Q einer- 
seits und der Geraden P andrerseits bilden lassen, gleich Null 
ist, d. h. also, dass 

■ m 

/s in Q S^ sin Q Sn\ r. 

\smPS, '" Bin PSn) ~ 

ist: so ist der geometrische Ort der Geraden Q eine Oberfläche 
m-ter Reihe; und zwar erhält man, tvenn P zum Ursprung der 
liichtstücke*) gemacht ist, w. s. w. 

*) Nämlich die llauptaxe heisst hier wieder Ursprung der Richtstücke, weil 
die vier Richtstücke derselben alle gleich Null sind. 
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Die Benennungen sind hier dieselben, wie früher, nur dass wir P 
die Polaraj?ß nennen wollen. 

Es wurden hier vier Veränderliche zu Grunde gelegt, welche unter 
sich eine Propoi-tion bilden. Man kann natürlich vermittelst dieser 
65 Proportion sogleich eine der vier Veränderlichen herausschaflfen ; doch 
verschwindet dann die eigenthümliche Symmetrie in den Gleichungen. 
Um diese etwas abnorm scheinende Coordinatenbestimmung näher zu 
rücken und ihre Wichtigkeit vor die Augen zu stellen, wollen wir noch 
folgende Beziehungen für dieselbe aufstellen: 

1. Jede Oberfläehe n-ter Beihe wird von einer dureh die Hauptaxe 
gdegten Ebene in einer Kurve n-ter Klasse gesehnitten. 

Es sei in der That die Gleichung der Oberfläche w-ter Reihe 

wo «0,6, c,b d^i^ 35U den Exponenten a, b, c, b gehörigen Koefßcienten 
andeutet, der, wenn die Gleichung vom w-ten Grade sein soll, null ist, 
sobald a + b -j- C + J) grösser als n ist. Man nehme an, dass die durch 
die Hauptaxe (Z) gelegte Durchschnittsebene gegen die Ebene der 
beiden Axen Z und X den Winkel « bildet, nenne die Strecke vom 
Durchschnittspunkte der drei Axen bis zu dem Punkt, in welchem eine 
in der Durchschnittsebene liegende, an die Oberfläche gezogene Tan- 
gente S die Hauptebene schneidet, p, und bezeichne — in dem obigen 
Sinne durch ^, so hat man für S: 

X = p cos «; y = P sin «, 

imd hieraus durch Division mit z: 

y = oT cos a; ^ = a» sin a. 

Substituirt man diese Ausdrücke in der gegebenen Gleichung, so er- 
hält man 

^öa,b,c.b(co8 a)«+c(sin «)*+»> 2;«+ i^w^+b = O; 

welches eine Gleichung vom M-ten Grade zwischen p und 73* ist. Also 
ist die dadurch dargestellte Durchschnittskurve eine Kurve >i^ter IQasse. 

2. Zieht man von einem Punkte der Hauptaxe an eine Oherflädie 
nrter Iteihe die sämmtliefiefi Taiigenten, so bilden die Dtirehschnittspmikte 
derselben mit der Hauptebene eine Kurve n-ter Ordnung, 

Denn dann ist z konstant und kann gleich e gesetzt werden. Man 

substituire 9 = — , ilf = -^ in der obigen Gleichung, so erhält man 
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eine Gleichung^ welche in Bezug auf x und y vom w-ten Grade ist, 
wenn die ursprüngliche Gleichung von diesem Grade war; es bilden 
also die Punkte, deren Richtstücke x und y sind, eine ebene Kurve 
n-ter Ordnung. 

Die weitere Diskussion übergehen wir und bemerken nur noch, 66 
dass das Gebilde erster Reihe, welches in der Form 

dargestellt werden kann, eine Gerade ist. Dies folgt unmittelbar dar- 
aus, dass, wenn man aus jedem beliebigen Punkte der Hauptaxe die 
sammtlichen tangirenden Geraden an das Gebilde erster Reihe zieht, 
die dadurch entstehende Projektion desselben auf die Hauptebene nach 
dem vorher ausgesprochenen Satze jedesmal eine Linie erster Ordnung, 
also eine Gerade ist. Auch ergiebt sich, da jene lineare Gleichung vier 
Konstanten hat, dass jede Gerade im Räume in Bezug auf jedes Axen- 
system als Gebilde erster Reihe betrachtet werden kann. Auch ist 
klar, dass sich jedes System von n Geraden im Räume als Gebilde n-ter 
Reihe zeigt: alles Resultate, welche den für die beiden andern Richt- 
sjsteme aufgestellten ganz analog sind'^). 

Die Folgerungen aus dem Hauptsatze, welche in § 5, 6 imd 7 für 
Punktsysteme entwickelt wurden, können leicht in die beiden andern 
Richtsysteme übertragen werden; doch wollen wir diese Uebertragung 
nur da andeuten, wo sie bedeutendere Abweichungen darbietet, nicht 
da, wo sie nur eine nach dem im Hauptsatze dargestellten Princip 
leicht ausführbare Uebersetzung aus der Sprache des einen Systems in 
die des andern enthält. Eigenthümlich gestaltet sich für Ebenensysteme 
insbesondere der Fall, wo die Ebene P ins Unendliche rückt, indem 
^ nur eine unendlich entfernte Ebene giebt, während der Punkt P, 
wenn er in unendliche Entfernung rückt, unendlich viele verschiedene 
Richtungen darstellen kann. 

Es liege also die Ebene P in unendlicher Entfernung, die Ebenen 
^1,... Sn in endlicher. Da nun S^, ... S„ imd Q die Ebene P alle in 
derselben Geraden schneiden sollen, welche also hier unendlich ent- 
fernt ist, so werden sie alle unter sich parallel sein. Die Bedingungs- 
gleichung 



(BJnQS, sin QSn\ _ ^ 

V sin PÄ * " sin PSn ) ~ 



*) Man sieht übrigens leicht, dass die Kurven doppelter Krümmung, als Ge- 
wlde n-ter Reihe, durch eine einzige Gleichung dargestellt werden; was diesem 
»ichteyBteme ein besonderes Interesse giebt. 
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ist hier nicht mehr anwendbar^ da alle diese Sinus vermöge des Par- 
allelismus der Ebene verschwinden, ihr Quotient also unbestimmt wird. 
67 Um f die Gleichung so zu gestalten, dass die Uebertragung für den Fall, 
wo P ins Unendliche rückt, ausführbar wird, denke man sich von irgend 
einem Pimkte der Ebene S^ zwei Lothe gefällt: eins auf die Ebene P 
und eins auf die Ebene Q, und bezeichne für den Augenblick diese 
Lothe durch PS^ und QS^^. Dann ist offenbar 

s in QS^ _ Q^^ 
sin P5, ~ PS^ ' 

und indem man ebenso mit den übrigen Ebenen Sa ••• S« verfährt, 
erhält man 

\PS, PSn) ^' 

welches sich für den Fall, dass P ins Unendliche rückt, in 



m 



(QS,-' QSn) =0 

verwandelt; wie es sich schon oben (§ 6) zeigte. Für diesen Fall wer- 
den aber die Lothe QS^, ... QSn alle einander parallel sein und können 
also als Abschnitte einer Geraden angesehen werden, und da jede andere 
durch die parallelen Ebenen gelegte Grade mit jener ähnlich getheilt 
sein wird, so wird die Gleichung (Ic) hier durch die Gleichung 



m 



{QS,'" QSn) =0 

vertreten, wo QS^ u. s. w. die gegenseitigen Abstände der Ebenen Q und 
und Si VL s. w. oder auch die Stücke bezeichnen, welche die Ebenen Q 
und Si u. s. w. aus einer beliebig hindurchgelegten Geraden herausschnei- 
den. Hiemach würde denn für diesen Fall der allgemeine Satz fol- 
gende Gestalt annehmen: 

Legt man an eine Oberfläche n-ter Klasse n unter sich par- 
allele Tangentialebenen S^, ... S« von veränderlicher Richtung, 
und nimmt mit ihney% parallel eine Ebene Q so an, dass die 
Summe sämmflicher Produkte von m Faktoren, welche sich aus 
den Abständen der Ebene Q von den n Tangentialebenen bilden 
lassen, gleich Null ist, so umhüllt die Ebene Q eine Oberfläche 
m-ter Klasse, 

Es heisse dieser Ort der Ebene Q, dem Princip unserer Benennung 
gemäss, die m-te Centrale der Oberfläche schlechthin, d. h. ohne Be- 
ziehung auf eine noch zu bestimmende Ebene. Ist insbesondere m = 1, 
also Q die Mitte zwischen S^, -•- Sny so ist der UmhüUimgsort ein 
Punkt, welcher schlechthin Mittelpunkt der gegebenen Oberfläche heissen 
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soll. Es ist dieser Mittelpunkt in Bezug auf ebene Kurven identisch 
mit dem, was Steiner sehr passend Krämmungsschwerpunkt derselben 
nennt*); wie es f sich sehr leicht ergiebt, wenn man die Tangenten an 68 
zwei unendlich nahe aneinander liegende Punkte der Kurve nimmt. 
Zieht man nämlich die mit einer Richtung parallelen Tangenten 
S^, ... S^ und die ihre Mitte bildende Linie Q, und dann die Tangen- 
ten Sj', . . . Sn, welche mit einer von der vorigen unendlich wenig ab- 
weichenden Richtung parallel sind, und die ihre Mitte bildende Linie 
Q'j so schneiden sich Q und Q' in einem Punkt, welcher die Mitte 
zwischen den n Punkten ist, in welchen sich die Tangenten S^ imd S/, 
iSg und S2 u. s. w. schneiden, d. h. welcher der Schwerpunkt jener n 
Punkte ist; alle als gleich schwer betrachtet. Es schliessen aber diese 
Tangenten S^ und S/, S^ und S^ u. s. w. vermöge des angenommenen 
Parallelismus gleiche Winkel ein, d. h. es werden hier solche Elemente, 
welche gleiche Krümmung haben, gleich schwer angenommen. Da nun 
alle Geraden Q dieser Art sich in demselben Punkt schneiden, so ist 
derselbe der Schwerpunkt der Kurve unter der Voraussetzung, dass alle 
Elemente derselben, welche gleiche Krümmung haben, als gleich schwer 
betrachtet werden; d. h. er ist der Krümmungsschwerpunkt derselben. 
Ebenso verhält es sich bei Oberflächen, bei denen man nur statt der 
zwei Systeme paralleler Tangenten drei unendlich nahe aneinander lie- 
gende Systeme paralleler Tangentialebenen zu setzen hat, während die 
übrigen Schlüsse ganz dieselben bleiben. 

Will man hier für die m-te Centrale einer Oberfläche w-ter Klasse 
(in Bezug auf die imendlich entfernte Ebene) die Gleichung suchen, so 
ergiebt sich eine merkwürdige Analogie mit der entsprechenden Auf- 
gabe bei Punktsystemen. Wenn man nämlich dort den unendlich ent- 
fernten Punkt, wie es oben geschah, in der z-Axe annimmt, so hat 
man nur statt x und y überall <p und ^ zu setzen; alle Formeln bei 
dem Gange des Beweises bleiben dieselben. Die Gründe, aus welchen 
sich die verschiedenen Formeln ergeben, sind zwar hier andere, aber 
so einfach, dass es nicht nöthig ist, sie besonders zu entwickeln. Nur 
das Resultat möge noch einmal ausgesprochen werden: dass nämlich, 
wenn ,v^ 

<Me Gleichung der Oberfläche ist, die ihrer m-ten Centrale (in Bezug 
arf die unendlich entfernte Ebene) 

*) Vgl- dessen Abhandlung über den Krümtnungsschwerpunkt ebener Kurven 
i*n 1. und 2. Hefte des 21. Bandes dieses Journals. [Steiners Ges. Werke, Bd. IT 
^''•12, S. 97.] Dass dieser Punkt hier schlechtweg Mittelpunkt heissen soll, ist 
^^ai willkürlich, sondern nach dem Prineip unserer Benennung nothwendig. 
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m — a 



69 sein wird. Ist z. B. m = 1, und es sind die Glieder der beiden ersten 
Grade in der Gleichung für die gegebene Oberfläche 

z"" + (^9^ + 6^ + c)-8f«-^, 
so hat man als Gleichung für die erste Centrale derselben, also für 
ihren Mittelpunkt oder ihren Krümmungsschwerpunkt, die Gleichung 

nz -{' a<p -{- hip -{- c = 0] 
d. h. die Richtstücke des Krümmungsschwerpunktes sind , , 

Wenn also in jener Gleichung die Glieder vom (n — l)-ten 

Grade wegfallen, so ist der Durchschnittspunkt der drei Richtaxen der 
Krümmungsschwerpunkt der Kurve. 

Die Uebertragung der in § 5 und § 7 entwickelten Folgerungen in 
die beiden andern Richtsysteme bleibt dem Leser überlassen. Ich will 
nur noch diejenigen Folgerungen verbunden darstellen, welche dazu dienen 
können, den Zusammenhang der verschiedenen Richtsysteme zu übersehen. 

Es wurde oben (§ 7) folgender Satz abgeleitet: Von einem Punkt 
in der Ebene einer Kurve w-ter Klasse lassen sich an dieselbe n(n — 1) 
Tangenten ziehen. Hier haben wir folgenden entsprechenden Satz: 
Eine ebene Kurve {w-ter Klasse} wird von einer durch sie gelegten Ge 
raden in n(n — 1) Punkten geschnitten; und hieraus folgt der bekannte 
Satz: Eine Kurve n-ter Ordnung lässt sich im Allgemeinen als Kurve 
n{n — l)-ter Klasse und eine Kurve ti^ter Klasse als Kurve n(n — l)-ter 
Ordnung betrachten. Für Oberflächen n-ter Ordnung fand sich, dass 
sich aus einer Geraden an dieselbe n(n — 1)^ Tangentialebenen legen 
lassen: also entsteht hier der entsprechende Satz, dass eine Oberfläche 
w-ter Klasse von einer Geraden in n(n — 1)^ Punkten geschnitten wird. 
Demnach ist auch im Allgemeinen eine Oberfläche w-ter Klasse von der 
Ordnung n(n — 1)*, und eine Oberfläche w-ter Ordnung von der Klasse 
w(w — 1)^ Eine Oberfläche zweiter Ordnung z. B. wird also auch von 
der zweiten Klasse sein und umgekehrt; wie dieselbe auch von zweiter 
Reihe ist, da ihr Durchschnitt mit jeder Ebene, wie auch ihre Tangen- 
tialprojektion auf jede Ebene, ein Kegelschnitt, d. h. eine Kurve zweiter 
Klasse und zugleich zweiter Ordnung ist. Im Uebrigen ist jedoch der 
Gegenstand für Liniensysteme im Räume nicht so einfach, wie für die 
beiden anderen Systeme. Wir können hier nicht die weitere Erörte- 
rung dieses Gegenstandes geben, weil dazu eine selbstständige Erörte- 
rung der Liniensysteme erforderlich sein würde, welche zu einer eigenen 
Abhandlung von nicht geringerem Umfange, als die gegenwärtige, an 

70 wachsen würde, f Wir begnügen uns also damit, die Idee dieses Rieht- 
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Systems aufgestellt, den Hauptsatz für dasselbe abgeleitet und die dar- 
aus fliessenden Folgerungen angedeutet zu haben. 

Um noch schliesslich die drei Formen, in welchen der Hauptsatz 
vermöge der drei Richtsysteme sich zeigte, in einen Wortausdruck zu- 
sammenfassen zu können, sind noch folgende Benennungen nöthig. 
Der Punkt, die Gerade, die Ebene sollen einfache Gebilde oder Elemente 
heissen; die Gerade zwischen zwei Punkten deren Kombination; ebenso 
die Durchschnittskante zweier Ebenen; zwei Geraden endlich, welche 
derselben Ebene angehören, haben zu ihrer Kombination diese Ebene 
und ihren gegenseitigen Durchschnittspunkt, beides in eins zusammen 
angeschaut. Ueberhaupt verstehe man unter Kombination zweier Ele- 
mente das Element, welches durch die beiden vollkommen bestimmt 
ist. Was unter Richtstücken eines Punktes, einer Ebene, einer Geraden 
verstanden wird, ist im Vorigen erörtert. Es ist nur zu erinnern? 
dass, dem Obigen gemäss, das Element, dessen Richtstücke alle null 
waren, das Ursprungsdement heisst. Wenn nun zwischen den Richt- 
stücken eines variabeln Elements eine Gleichung n-ten Grades statt- 
findet, so heisst der geometrische Ort dieses Elements Ort n-ten Grades. 
Dieser ist also, wenn das Element ein Punkt ist, ein Gebilde w-ter 
Ordnung; wenn eine Ebene, ein Gebilde n-ter Klasse; wenn eine Ge- 
rade, ein Gebilde w-ter Reihe. Endlich unter Entfermingsquotient eines 
Mementes S von zwei andern Q und P, deren Kombinationen mit S 
einander decken, wird, wenn Q und P Punkte sind, der Quotient der 
beiden Entfernungen QS und PS verstanden*); wenn hingegen Q und 
P Gerade oder Ebenen sind, der Quotient der Entfernungen irgend 
eines Punktes in S von den Elementen Q und P, oder, was dasselbe 
ist, der Quotient der beiden Sinus des Winkels QS und des Winkels 
P/S; wobei jedesmal die erstgenannte Grösse als Dividendus zu be- 
trachten ist. Diesen Benennungen gemäss ist nun folgender Satz die 
Zusammenfassung aller früheren Sätze: 

Wenn ein festes Element P und ein Ort n-ten Grades eines 
mit P gleichartigen Elementes S gegeben sind, und man hom- 
binirt P mit dem beweglichen Element S^ und zugleich mit 
allen übrigen Elementen S, f deren Kombinationen mit P jene 71 
Kombination PS^ decken, S^, ... Sn, und bestimmt dann ein 
dieser Kombination gleichfalls angehöriges Element Q so, dass 
die Summe aus sämmiiichen Produkten von m Faktoren, welche 



•) D. b. also, wenn es Punkte sind, müssen alle drei, P, S, Q, in einer Ge- 
raden liegen; wenn Ebenen, müssen sie sich in einer Geraden schneiden; wenn 
Gherade, müssen sie in ein^r Ebene liegen und durch denselben Punkt gehen 
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sich aus den Entfernungsquotienten eines jeden der Elemente 
/Sj, . . . Sn von den beiden Elementen Q und P bilden lassen, 
gleich Null ist: so ist der Ort des Elementes Q ein Ort m-ten 
Grades, welcher die auf das Element P bezügliche m-te Cen- 
trale des gegebenen Gebildes heisst; und zwar findet man, wenn 
P zum Ursprungselement gemacht ist, die Gleichung dieses 
Ortes aus der des gegebenen, tvenn man jedes Glied des letzte- 
ren mit einer Kombinationszahl multiplicirt, deren Elementen- 
zahl den Grad dieses Gliedes zu n, und deren Klassenzahl den- 
selben zu m ergänzt 



Schlussbeinerkung. 

Als ich den in § 2 angedeuteten Weg einer noch grösseren Ver- 
allgemeinerung verfolgte, gelangte ich zu folgendem Satze, welcher eben 
so einfach als allgemein und von welchem der in der vorhergehenden 
Abhandlung vorgelegte Hauptsatz wiederum nur ein specieller Fall ist. 
Da vielleicht dieser Satz einiges Interesse haben möchte, so will ich 
ihn hier wenigstens aufstellen und seinen Beweis geben, ohne auf die 
daraus etwa hervorgehenden Folgerungen einzugehen. Nämlich: 

Zieht man aus einem festen Punkt P an eine feste Ober- 
fläche n-ter Ordnung eine bewegliche Gerade, welche die Ober- 
fläche in den Punkten Si,.,.S„ schneidet, und bestimmt auf 
ihr einen Punkt Q so, dass der Gleichung 

^ >' J^ \PS, PSj \PS, PSn) ' 

unter der Bedingung, dass die Summe der Werthe a, 6, . . . kon- 
stant und gleich m ist, genügt wird: so ist der geometrische Ort 
des Punktes Q eine Oberßäche m-ter Ordnung; und zwar erhält 
man, wenn für den Axendurchschnittspunkt P die Gleichung 
der gegebenen Oberfläche 

(B) 2Fa{x,y,z) = 

ist, als Ortsgleichung des Punktes Q 



III ~x 



(C) ^(rn — rj Fa{x, y, z)F^(x, y,z)'" = 0, 

wo a -{- h -{- •" der Kürze wegen mit r bezeichnet ist und wo r 
72 die -^ Anzahl der Faktoren, dJi, also auch die Anzahl der Grössen 
0, b, ... sowohl in dieser als in der ersten Gleichung (A) be- 
zeichnet. 
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Man kann nämlich die Gleichung (A) zunächst nach § 4 dadurch 
umwandeln, dass man (1 — --) statt ^^* setzt u. s. w., und dann statt 
irgend einer, z. B. der r-ten Kombinationsklasse aus den Elementen 
f 1 — — j • • • ( 1 —\ , den oben (§ 4) gefundenen Werth, nämlich 



r — a 



oder 



n — tt 
-r—a (s, • • • 8 ) 

(«I • • • O 

substituirt. Nun entwickelt man aus (B), dem Früheren ganz analog, 
die Gleichung 

deren n Wurzeln eben die vorher durch s^, ••• s^ bezeichneten Grössen 
sind und deren EoefGcienten man statt der Kombinationsklassen dieser 
Wnrzehi einfahren kann, nämlich 

Dies in den obigen Ausdruck für die r-te Kombinationsklasse gesetzt, 
giebt für dieselbe 

^ (n — o) -J-, r • 

Wenn man diesen Ausdruck für die Kombinationsklassen in (A) sub- 
stituirt und dabei nur alle die deutschen Buchstaben, welche Verschie- 
denes ausdrücken, auch verschieden bezeichnet, so erhält man, nach 
Multiplikation mit F^ix, y, jß?)'", die Gleichung 

o'-tt b'-b 

2(n — a) (n — b) • • • Fa(x, y. z) Ff,(x, y, ^) . . . = 0, 

Dut der Bedingungsgleichung 

a'+ 6' + ••• = w, 
oder auch 

^Aa,^^...Fa(x,y,z)Ff,(x,y,z)'-' = 0, 

^0 nämlich der Koefficient Aa^t (indem man für o, b, ••• irgend eine 
B«ihe bestimmter Werthe a, h, ••• gesetzt hat) folgende Summe 

'•) Da keine Verwechselung zu befürchten ist, so sind die ünterscheidungs- 
■triche über x, y, z weggelassen. 
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a'—a r— ö 

A,ö,... =^(w — a) (n — h) •••, 

73 mit der Bedingungsgleichung a' + b' + • • • = w darstellt. Um diese 
Summe zu finden, wende man folgendes Summationsgesetz an: 

^a ./J ... = (a + /JH ) [a + b+- ••=»»], 

welches Gültigkeit hat, sowohl wenn a, /3, ... Zahlen, also a , /3 , . . . 
Kombinationszahlen, als auch, wenn «; /3, ... verschiedene Elementen- 

ah 

reihen, also a , ß , .., wirkliche Kombinationsklassen sind, das Produkt 
derselben aber die Verbindungen von jeder Kombination der einen 
Klasse mit jeder der andern darstellt. Denkt man sich das Letztere, 
so zeigt sich sogleich die Richtigkeit des Gesetzes aus dem Begriff der 
Kombination; folglich gilt es auch für die Kombi nationszahlen. Hier- 
nach ist nun: 

^^ -Ol' — OL b' — b m — a — 6 

Aa,f>,-.. oder ^(n — a) (n — h) ... = (rw — a — b ) 

[a' + b' + • • • = fw] 

Substituirt man diesen Ausdruck für -4a, b, in die obige Gleichung, so 
erhält man 

rn—a—f) 

^{rn — a — b ) Fa{x, y, z) • Ff,{Xy y, z) •-. ; 

was die zu erweisende Gleichung (C) ist. 

Es ist klar, dass sich dieser Satz für r = 1 in den oben darge- 
stellten Hauptsatz verwandelt. Die Gleichung (A) wird nämlich dann 



m . . . SS^ - 0, 



und die Gleichung (C) wird: 

welche Gleichungen mit den früher entwickelten (Ic und V) iden- 
tisch sind. 






n. 

Glnmdzfige zu einer rein geometrischen Theorie derm 
Knrven, mit Anwendung einer rein geometrischen 

Analyse. 



Von 

H. Grassmann, 

L«hr«r der Hathematik sa Stettin. 



Grelles Journal Bd. 81, Heft II, S. 111—182 (18i6). 



§ 1- 
HauptsatB über die Bneugang algebraischer Punktgebilde. 

Durch Anwendung einer neuen Analyse, welche ich in einem un- 
längst erschienenen Werke*) in ihren Grundzügen dargestellt habe, 
bin ich zu einer neuen Theorie der algebraischen Kurven und Ober- 
flachen gelangt, welche sich von allen bisherigen Theorien über diesen 
Gegenstand dadurch unterscheidet, dass sie alle algebraischen |f[urven 
^d Oberflächen auf rein geometrische Weise behandelt, in demselben 
Umfange, wie solche Behandlung den Kegelschnitten zu Theil geworden 
ist Versucht man das Princip der projectivischen Erzeugung, welches^ 
Steiner mit so glänzendem Erfolge auf die Behandlung der Kegel- 
schnitte angewandt hat, auch auf Kurven höherer Ordnungen auszu- 
dehnen, so gelfmgt man nur zu besondem Kurvengattungen, nämlich 
zn denjenigen, welche Mob ins in seinem barycentrischen Calcul be- 
handelt hat und welche, wenn sie von w-ter Ordnung sind, im Allge- 
meinen durch 3n — 1 Punkte bestimmt werden, während die allge- 
meinen Kurven w-ter Ordnung bekanntlich ^ n(n -{- 3) Punkte zu ihrer 



•) Die Ausdehnungslehre, erster Theil; enthaltend die lineale Ausdehniings- 
letre. Leipzig 1844. {Ges. Werke I, 1. ) 

Oraismann, Werke. U. 4 
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Bestimmung erfordern*). Jene Kurven haben das Eigenthümliche, 
dass sie sich durch blosses Ziehen von geraden Linien konstruiren 
lassen**). Da nun diese konstruirbaren Kurven, wenn sie von dritter 
Ordnung sind, durch 3.3 — 1, das heisst durch 8, hingegen die all- 
gemeinen Kurven dritter Ordnung durch 9 Punkte bestimmt werden, 
während die Kurven zweiter Ordnung beiderseits durch 5 Punkte 
bestimmt sind, so sieht man, wie die projektivische Erzeugung zwar 
112 zur allgemeinen Behandlung der Kurven zweiter f Ordnung, aber keines- 
weges zu der allgemeinen Behandlung der Kurven höherer Ordnungen 
ausreicht. Diesem Mangel soll die neue Theorie abhelfen, indem sie 
auch diejenigen algebraischen Kurven einer rein geometrischen Behand- 
lung zugänglich macht, welche sich nicht durch blosses Ziehen von 
geraden Linien erzeugen lassen. Der Hauptsatz, auf welchen ich die 
Theorie gründe, findet sich schon in meiner Ausdehnungslehre (§ 145 
bis 148, {Ges. Werke I, 1. S. 245— 249}), ohne dass ich jedoch dort 
hätte Raum finden können, um über die Fruchtbarkeit dieses Satzes 
mehr als blosse Andeutungen zu geben. Um indess nicht zu weit- 
läuftig zu werden, will ich mich hier nur auf Kurven in der Ebene 
beschränken. 

Der Satz, dessen Beweis ich weiter unten geben werde, ist 
folgender: 

Hauptsatz: Wenn die Lage eines beweglichen Punktes x in der 
Ebene dadurch beschränkt ist, dass ein Punkt und eine Gerade, welche 
durch Konstruktionen vermittels des Lineals aus jenem Punkte x und 
einer Beihe fester Punkte und Geraden hervorgehen, zusammenliegen 
sollen (das heisst der Punkt in der Geraden liegen soll)y so beschreibt der 
Punkt X ein algebraisches Purüctgebüde, und zwar vom n-ten Grade, 
wenn bei jenen Konstruktionen der bewegliche Punkt nrmal angewandt 
ist***). 
^ Wenn man nämlich den Punkt x mit einem festen Punkte durch 
eine Gerade verbindet, so wird man sagen müssen, dass der Punkt x 
zur Konstruktion dieser Geraden einmal angewandt sei; wenn femer 



*) Ich werde in dieser Abhandlung auf diese besondem Kurven, auf ihre 
projektivische Erzeugung oder ihre Erzeugung durch Ziehen von geraden Linien, 
zurückkommen. 

•*) Vergl. Möbius barycentr. Calcul § 69 und 70. 

♦**) Ich nenne ein Punktgebilde n-ten Grades ein solches, welches durch eine 
Gleichung n-ten Grades zwischen den Koordinaten des veränderlichen Punktes 
dargestellt ist. Die Ausdrücke Kurve oder Linie n-ter Ordnung, und selbst der 
Ausdruck geometrischer Ort n-ten Grades, lassen nicht diese allgemeine Auf- 
fassung zu. 
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ein Punkt als Durchschnitt zweier Geraden erzeugt ist^ zu deren Kon- 
struktion der Punkt x beziehlich a-mal und /3-mal angewandt ist, so 
wird man sagen müssen ^ dass zur Konstruktion dieses Punktes der 
Punkt X (a -f- /J)-mal angewandt sei; ebenso wenn ein Punkt, zu 
dessen Konstruktion der Punkt x a-mal, und ein Punkt, zu dessen 
Konstruktion er /3-mal angewandt ist, durch eine Gerade verbunden 
sind, so wird zu der Konstruktion dieser Geraden der Punkt x 
(a + /3)-mal angewandt sein; und endlich, wenn die Bedingung, durch 
welche nach dem angeführten Satze die Lage von x beschrankt wird, 
von der Art ist, dass ein Punkt, zu 
dessen Konstruktion x a-mal angewandt 

ist, in einer Geraden liegen soll, zu deren 

Konstruktion x /3-mal angewandt ist, ' 

80 wird man sagen müssen, dass der 

Punkt X im Ganzen (a -^ /3)-mal an- 
gewandt sei, und der Satz sagt aus, 

dass dann x ein Gebilde (a -f- /3)-ten 

Grades konstruire. Es seien zum Bei- 

Fig 1 

spiel (Fig. 1) f a, c, e feste Punkte, B iis 

und D feste Gerade; man verbinde den Durchschnittspunkt der beiden 
Geraden xa und B mit dem Durchschnittspunkte der beiden Geraden 
xe und D durch eine gerade Linie und setze die Bedingung fest, dass 
diese gerade Linie durch den Punkt c gehen soll, so sieht man, dass 
bei diesen Konstruktionen x zweimal angewandt wird, also dass nach 
dem Satze x ein Gebilde zweiten Grades, das heisst einen Kegelschnitt, 
konstruiren müsste, oder mit andern Worten, dass eine Ecke (x) eines 
Dreiecks, dessen zwei andere Ecken in festen Geraden £ und D und 
dessen Seiten um feste Punkte a, c, e sich bewegen, einen Kegelschnitt 
beschreiben müsste, was bekanntlich der Fall ist. 



§2. 
Multiplikationsbegriff. 

Ich werde den allgemeinen Satz, dessen reciproke Umwandlung 
sich übrigens leicht von selbst ergiebt, ableiten, ohne eine Keimtniss 
der in meiner Ausdehnungslehre niedergelegten B>esultate vorauszu- 
setzen. Da derselbe jedoch durch die in jener Schrift entwickelte neue 
^alyse aufgefunden ist und sich eng an sie anschliesst, so werde ich 
diejenigen Verknüpfungsweisen aus jener Analyse, welche für die Auf- 
fassung und Anwendung des Satzes noth wendig scheinen, hier auf- 

fÖiren. Dadurch erreiche ich zugleich den Zweck, die Fruchtbarkeit 

4* 
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der Analyse, welche, wie ich hoffen darf, eine durchgängige Umgestal- 
tung der Oeometrie und aller auf sie gestützten Wissenschafben (Statik, 
Mechanik, Optik etc.) herbeifOhren wird, an einem einzelnen Beispiele 
zur Anschauung zu bringen. Das Eigenthümliche jener Analyse ist, 
dass die räumlichen Gegenstände (Punkte, Linien, Ebenen etc.) nicht 
bloss vermittels irgend eines Maasses in Zahlen ausgedrückt und ihrer 
Lage nach durch Koordinaten bestimmt werden, sondern dass die räum- 
lichen Gegenstände selbst zugleich ihrem metrischen Werthe und ihrer 
Lage nach aufgefasst und so als räumliche Grössen analytischen Ver- 
knüpfungen unterworfen werden*). 

An jeder räumlichen Grösse erscheint dabei ein Zwiefaches: erstens 
der metrische Werth derselben (die Länge einer Linie, der Flachen- 
ii4raum einer Figur etc.) und zweitens die f Stellung derselben im BAume 
(die Lage der Linie oder Ebene, die Richtung der Linie etc.). Der 
metrische Werth ist zu dem Begriff der Grösse ebenso unumgänglich 
nöthig wie der der Stellung im Räume zu dem Begriffe der räum- 
liehen Grösse. Daher erscheinen die Punkte nur dann als Grössen, 
wenn an ihnen zugleich gewisse fCoefficienten haften, welche den me- 
trischen Werth darstellen. Diese Koefficienten, die natürlich auch der 
Einheit gleich werden können, aind auch für Anwendungen auf die 
Natur (indem sie Gewichte oder andere Intensitäten darstellen) von 
wesentlicher Bedeutung. Die Verknüpfungen dieser räumlichen Grössen, 
wie sie in der neuen Analyse hervortreten, entsprechen nun den alge- 
braischen Verknüpfungen (der Addition, Multiplikation, dem Potenziren 
und den zugehörigen aufhebenden Verknüpfungsweisen) und unterliegen 
denselben allgemeinen Verknüpfungsgesetzen; zugleich aber gehen sie 
den geometrischen Konstruktionen in der Art zur Seite, dass jede geo- 



*) Der Erste, welcher eine ähnliche Idee aufgefasst hat, scheint Leibniz ge- 
wesen zu sein, welcher (s. Hugenii aliorumque excercitationes math. et phü. ed. 
Uylenhroek fasc. IL p. 6) die Wichtigkeit einer rein geometrischen Analyse (wie 
er sie auch nennt) vollkommen erkannte {vgl. Ges. Werke 1,1. S. 416}; aber die 
geometrisch analytische Methode, welche er befolgt;, besteht nur darin, dass er 
unbekannte Punkte als solche bezeichnet, ohne die analytischen Verknüpfungen, 
welchen diese Punkte unterworfen sind, auszudrücken. Der Erste, welcher wirklich 
rilumliche Grössen analytischen Verknüpfungen unterwarf, war Möbius, indem er 
in seinem barycentrischen Calcul Punkte addiren lehrte. Späterhin hat Möbius 
in seiner Mechanik des Himmels (Leipzig 1843) und in einer Abhandlung in 
gegenwärtigem Journal (Band XXVIII) auch die Addition gerader Linien und 
Ebepen behandelt. Ganz unabhängig von ihm ist die Analyse entstanden, welche 
ich in meiner Ausdehnungslehre dargelegt habe und von welcher ich hier Proben 
mittheile, obgleich mich der Gang meiner Untersuchungen zu denselben Additions- 
weisen geführt hatte. 
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metrische Konstruktion durch eine analytische Verknüpfung ausgedrückt 
und diese durch jene dargestellt wird. 

Zu dem hier vorliegenden Zwecke genügt es^ den Multiplikations- 
begriff aufzustellen y und auch dieser braucht hier nur theilweise und 
nur ohne Rücksicht auf den besondem metrischen Werth der ver- 
knüpften Faktoren und des entstehenden Produkts aufgefasst zu werden. 
Denn ich werde hier nur solche Gleichungen betrachten ^ in welchen 
ein Produkt räumlicher Grössen gleich Null gesetzt wird; wobei offenbar 
die besondem metrischen Werthe der einzelnen Faktoren und ihrer 
Produkte gleichgültig sind^ wenn nur feststeht, ob sie Null sind 
oder nicht. Wollte ich jene Beschränkung nicht machen , so würden 
sich bald die festzustellenden Begriffe so häufen, dass das vorgesteckte 
Ziel verfehlt werden würde. Ich verstehe, abgesehen von den besondem 
metrischen Werthen und vorausgesetzt, dass Alles in derselben Ebene liege, 
(Definition 1.) 1. unter dem Produkte ab zweier verschiedener 
Punkte a und b die durch sie hindurchgelegte gerade Linie ab] 

(Definition 2.) 2. unter dem Produkte AB zweier verschiedener 
gerader Linien Ä und B ihren Durchschnittspunkt*); 

(Definition 3.) 3. unter dem Produkte Ab oder bA einer Linie A 
in einen Punkt 6, der nicht in ihr liegt, verstehe ich einen Flächen- 
ranm, welcher, f mit einer andern Grösse multiplicirt, nur dann Nulliis 
giebt, wenn diese andere Grösse selbst Null ist**); 

und ich setze diese Produkte dann und nur dann Null, wenn die 
Faktoren zusammenliegen, das heisst: 

(Definition 1.) 1. wenn die Punkte a und b zusammenfallen; 
(Definition 2.) 2. wenn die geraden Linien A und B (als unend- 
liche gedacht) zusammenfaUen, 

(Definition 3.) 3. wenn der Punkt b in die Gerade A (diese als 
nnendlich gedacht) fällt; und indem ich diese Produkte Null setze, will 
ich damit zugleich ausdrücken, dass sie, mit irgend einer beliebigen 
Grösse multiplicirt, das so entstehende Produkt gleich Null machen***). 

*) Ich werde in dieser Abhandlung die Punkte mit kleinen lateinischen, die 
Linien mit grossen lateinischen und die Zahlgrössen im Allgemeinen mit griechi- 
schen oder kleinen deutschen Buchstaben bezeichnen; nur die Buchstaben m und 
n werde ich auch für Zahlgrössen gebrauchen. 

**) Es stellt nämlich ein solches Produkt bloss einen metrischen Werth dar; 
die Besonderheit dieses Werthes ist hier gleichgültig; es kommt nur darauf an, 
wann ein Produkt, welches diesen Werth als Faktor enthält, Null wird; und in 
dieser Beziehung verhält sich jener metrische Werth wie eine Zahlgrösse, die 
nicht Null ist; worin dann die im Texte angegebene Bestimmung liegt. 

***) Hierbei ist festzuhalten, dass der Ausdruck ^ nie als Grösse verstanden 
werden darf, sondern als blosse Grenzform. Hält man dies nicht fest, so ver- 
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Die genauere Bestimmung dieser drei Multiplikationsarten ^ in 
welcher auch die metrischen Werthe berücksichtigt sind, habe ich in 
meiner oben angeführten Schrift gegeben und dort zugleich diese Yer- 
knüpfungsarten auf streng wissenschaftlichem Wege als Multiplikations- 
arten nachgewiesen. Doch ho£fe ich auch, dass die in dieser Abhand- 
lung sich ergebenden Resultate schon hinreichen werden, um die 
Auffassung jener Verknüpfungsweisen, als multiplikativer, wenigstens 
zweckmassig erscheinen zu lassen. 

Da bei den hier zu betrachtenden Produkten aus mehreren Fak- 
toren, wie ich hernach zeigen werde, die Ordnung der Faktoren und 
die Art, wie sie zu besondem Produkten verbunden sind, nicht gleich- 
gültig ist^ so halte ich stets fest, dass, wenn die Faktoren eines Pro- 
duktes durch keine Klammem zusammengefasst sind, die Multiplikation 
stets von der Linken zur Rechten fortschreiten soll, d. h. also der 
erste (am weitesten links stehende) Faktor mit dem zweiten multiplicirt 

werden soll, das so gewonnene Pro- 
dukt mit dem dritten und so fort 
bis zum letzten (am weitesten rechts 
stehenden) Faktor hin. Man betrachte 
beispielsweise das Produkt abCdEf^ 
so drückt dasselbe eine Linie aus, 
welche dadurch konstruirt wird, dass 
(Fig. 2) der Punkt a mit b gerad- 
linig verbunden wird; der Durch- 
Fig. 2. schnitt dieser Verbindungslinie und 

der Linie C mit dem Punkte d und 
116 der Durchschnitt dieser Verbindungslinie f und der Linie E mit dem 
Punkte f verbunden wird; dann wird die zuletzt gezogene Verbindungs- 
linie durch das Produkt abCdEf dargestellt. Es leuchtet ein, dass 
man zwar die zu einer geraden Linie verbundenen Punkte (hier a 
und b) oder die in einem Punkte sich schneidenden Linien als Fak- 
toren vertauschen kann, ohne das resultirende Gebilde (abgesehen von 
seinem metrischen Werthe) zu ändern, aber dass man sonst im All- 
gemeinen keine Vertauschungen vornehmen darf, ohne Aenderung des 
Ergebnisses: denn wird z. B. C und E vertauscht, so liefert die Kon- 
struktion eine ganz andere Linie, wie man sogleich aus der Figur 
sieht, in welcher die Konstruktion, durch welche das Produkt abEdCf 
erfolgt, durch punktirte Linien angedeutet ist. 

schwindet die Allgemeingültigkeit der meisten algebraischen Sätze. Hingegen 
kann das Imaginäre allerdings als Grösse genommen werden, indem es denselben 
Yerknüpfungsgesetzen unterliegt wie alle Grössen. 
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§3. 
BeweiB des Hauptsalses. 

Bezeichnet x einen beweglichen Punkt^ X eine bewegliche Gerade, 
so ist 

(1) Äx = oder ahx = 

die Gleichung einer geraden Linie, indem sie nach der Definition 3 
ausdrückt, dass der Punkt x in der geraden Linie A oder ah liegt; 

(2) aX = oder ABX = 0, 

ist die Gleichung eines Punktes als eines von der beweglichen Geraden 
X umhüllten Gebildes, indem sie nach derselben Definition ausdrückt, 
dass die Gerade X durch den Punkt a oder durch den Durchschnitt 
der geraden Linien A und B geht. Hiemach wird also sowohl das 
Punktgebilde ersten Grades als auch das Liniengebilde ersten Grades 
durch eine geometrische Gleichung ersten Grades ausgedrückt. 

Für die Gebilde, die ein Punkt beschreibt, dessen Bewegung auf 
die in dem oben aufgestellten Satze angegebene Weise beschränkt ist, 
lasst sich gleichfalls in jedem besondem Falle die Gleichung leicht 
aufstellen. Denn es sei ^^ irgend eine gerade Linie, welche durch 
lineale Konstruktionen (d. h. durch Konstruktionen vermittels des 
Lineals) aus x und gewissen festen Punkten und Geraden hervorgeht, 
und es sei x bei diesen Konstruktionen a-mal angewandt, so wird Ax 
als ein geometrisches Produkt erscheinen, in welchem x a-mal als 
Faktor vorkonunt; und ebenso, wenn 6, ein Punkt ist> welcher gleich- 
&lls durch lineale Konstruktionen aus x und gewissen festen Punkten 
und Geraden hervorgeht, und x dabei /3-mal angewandt ist, so wird h^ 
als geometrisches Produkt erscheinen, in welchem x /3-mal als Faktor 
erscheint. Die Bedingung, dass der Punkt &, in der Geraden Ax liegen 
soll, wird dann dargestellt durch die Gleichung 

(3) Ax.bx = 0, 

auf deren linker Seite x {a -\- /3)-mal als Faktor vorkommt. Der Satz 
sagt dann aus, dass das von x konstruirte Gebilde vom Grade « + /3 ist. 

Es bleibt uns somit nur zu beweisen, dass, wenn eine geometrischen" 
Gleichung von der Form (3), als geometrische, vom n-ten Grade ist, 
das heisst x n-mal als Faktor darin vorkonunt, dann das von ihm kon- 
struirte Gebilde gleichfajls vom n-ten Grade ist, das heisst, dass dann die 
(ilgebraisdie Gleichung zwischen den Koordinaten von x gleichfalls vom 
w-ten Grade sei. 

Um dies zu beweisen, nehme ich zwei feste Richtaxen (Koordinaten- 
axen) A und B an, gleichviel, ob rechtwinklige oder schiefwinklige, 
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und ein Maass, durch welches die Koordinaten gemessen werden*). 
Wenn man nun nach diesem Richtsysteme (Koordinatensysteme) die 
Koordinaten eines Punktes bestimmt und durch das angenommene 
Maass misst, so nenne ich die Quotienten dieser Messung, nebst der 
Zahl Eins, oder irgend drei Zahlen, welche diesen dreien proportional 
sind, die drei Zeiger des Punktes**). Sind nun gj', ^', 1 in diesem 
Sinne die Zeiger eines Punktes, so müssen, wenn der Punkt in einer 
festen Geraden liegen soll, die Zeiger, wie bekannt, einer Gleichung 
von der Form 

(4) aq>' + ßi>' + y = Q 

genügen. Wir nennen hier a, /J, y die Zeiger der durch diese Glei- 
chung dargestellten geraden Linie. Ueberhaupt wird, wenn zwischen 
g)' und i) eine Gleichung w-ten Grades stattfindet, der Ort des Punkts, 
dessen Zeiger q>\ ^', 1 sind, ein Gebilde w-ten Grades sein. Wird 
^' = ^'% und ^' = ^ : ;|r gesetzt und die Gleichung mit jiJ^ multiplicirt, 
so erhält man eine homogene Gleichung n-ten Grades zwischen den 
veränderlichen Zeigern ^,'^j % (welche mit g)', ^', 1 proportional sind), 
das heisst eine Gleichung, deren Glieder in Bezug auf diese drei Ver- 
änderlichen alle vom n-ten Grade sind, und wir können somit und 
wollen das Punktgebilde w-ten Grades als ein solches definiren, für 
welches die Zeiger des konstruirenden Punkts einer homogenen Glei- 
chung n-ten Grades genügen. Die Gleichung (4) geht dann über in 

(5) a9> + /5^ + n = 0, 

welche ausdrückt, dass der Punkt, dessen Zeiger 9>,/^, % sind, in der 
iisGeraden f liege, deren Zeiger a, /J, y sind. 

Ebenso können wir als Liniengebilde w-ten Grades solche Gebilde 
definiren, für welche die Zeiger der umhüllenden geraden Linie einer 
homogenen Gleichung w-ten Grades genügen. So zum Beispiel wird 
die Gleichung (5), wenn 9?, ^, % konstant und a, ß, y variabel sind, 
ein Liniengebilde ersten Grades darstellen, und man sieht, dass dasselbe. 



*) Man kann auf jeder Richtaxe ein eignes Maass annehmen, durch welches 
die ihr angehörigen Koordinaten gemessen werden; und die den beiden Rieht- 
axen angehörigen Maasse können verschieden sein (s. meine Ausdehnungslehre 
§ 87 und 89 { Ges. Werke 1, 1, S. 161—162 ) ). Der Einfachheit wegen nehme ich 
jedoch beide Maasse als gleich an, wie es gewöhnlich geschieht. 

**) Wenn man unter Koordinaten bald Linien, bald Zahlen (die Quotienten 
der im Texte angegebenen Messungen) versteht, so kann dies nur Verwirrung 
hervorbringen, weshalb ich mich gezwungen sah, hier einen neuen Namen (Zeiger) 
einzuführen; weshalb ich aber drei Zeiger eines Punktes annehme, dafür ist der 
Grund in meiner Ausdehnungslehre § 116 und 117 { a. a. 0. 1, 1, S. 191— 193 } zu finden. 
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wie gehörig, einen von der veränderlichen Linie umhüllten festen 
Punkt darstellt; nämlich den Punkt, dessen Zeiger q>j '^^ % sind. 

Um nun zu dem Beweise des obigen Satzes zu gelangen, kommt es 
zunächst darauf an, zwei Aufgaben zu lösen, nämlich die Aufgaben: „aus 
den Zeigern zweier Punkte diejenigen der hindurchgelegten geraden 
Linie" und „aus denen zweier gerader Linien diejenigen ihres Durch- 
schnittspunktes zu finden^^ Die Zeiger der beiden Punkte in der 
ersten Aufgabe seien a, b, c und a', b', c', die gesuchten Zeiger der 
VerbindungsUnie seien a, /J, y: so erhält man aus der Gleichung (5) 
die beiden Gleichungen 

/gs I aa + b/J + cy = und 

la'a + b'/J + C>=0, 

durch welche die Verhältnisse der Zeiger a, /J, y bestimmt sind; 
namUch es findet sich 

(!) a:ß:y = (bc' — b'c): (ca' — c'a):(ab' - a'b). 

Hiermit ist zugleich die andere Aufgabe gelöset, nämlich: wenn 
ö, b, c und o', b', c' die Zeiger zweier gerader Linien und a, ß, y die 
ihres Durchschnittspunkts sind, so findet man genau auf dieselbe Weise 
für a, /J, y dieselben Ausdrücke (7). Sind nun a, b, C homogene 
Punktionen m-ten Grades von drei Veränderlichen 9>, ^, x und a', b', c' 
homogene Funktionen w-ten Grades von denselben Veränderlichen, so 
sieht man, dass die Ausdrücke für «, /3, y in (7) homogene Funk- 
tionen {m + w)-ten Grades von denselben Veränderlichen sind. Daraus 
folgt, dass, wenn in einem Produkte räumlicher Grössen, in welchem 
nur die beiden ersten Multiplikationsarten vorkommen, nämlich die 
Multiplikation zweier Punkte und die zweier Linien, die Zeiger einer 
jeden veränderlichen Grösse homogene Funktionen dreier Veränder- 
lichen fpy ifff X sind, das entstehende Produkt gleichfalls zu Zeigern 
homogene Funktionen derselben Veränderlichen hat, und dass der Grad 
dieser Funktionen die Summe aus den Graden der einzelnen Funk- 
tionen ist, welche die Zeiger der in dem Produkte vorkommenden Fak- 
toren ausmachen. Wenn namentlich nur eine Veränderliche x vorkommt, 
deren drei Zeiger % ^, jr selbst sind, so wird ein räumliches Produkt 
^Xf welches x a-mal als Faktor und ausserdem nur konstante Faktoren 
enthalt, homogene Funktionen a-ten Grades von <Pf t, % ^^ Zeigern 
haben; und f ebenso wird bx in der Formel (3) homogene Funktionen iio 
^ten Grades von fp, ^. x ^^ Zeigern haben. Dasselbe würde auch 
gelten, wenn statt des Punktes x eine Gerade X gesetzt würde. Die 
^ingung mm, dass der Punkt bx in der Geraden Ax liegen soll. 
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wird, wenn o, b, c die Zeiger von 6, sind und o', b', c' die von Ax, nach 
der Gleichung (5) durch die Gleichung 

(8) oa' + hV + cc' = 

dargestellt, und es ist klar, dass, wenn o, b, C homogene Funk- 
tionen vom Grade a und a', V, c' homogene vom Grade ß sind, wie 
wir gezeigt haben, dann die Gleichung (8) eine homogene Gleichung 
vom Grade (a + ß) ist, also das dadurch dargestellte Gebilde ein Ge- 
bilde vom (a + ßyten Grade. Der Grad der Gleichung könnte sich 
nur dadurch vermindern, dass sämtliche Koefficienten Null würden; 
dann würde derselben durch beliebige Werthe von tp, ^, jj- das heisst 
durch jeden Punkt genügt und somit die Bewegung des Punktes durch die 
hinzugefügte Bedingung gar nicht beschränkt; was der in dem Satze 
gemachten Voraussetzung entgegen ist. 

Damit ist denn der obige Satz bewiesen. Auch sieht man, dass, 
wenn man statt des Punktes x eine Linie X setzt, in dem Beweise 
nichts geändert wird; und somit ist der Satz zugleich in seiner reci- 
proken Form bewiesen, in welcher wir ihn hier noch einmal aufstellen 
wollen; nämlich: 

Wenn die Lage einer beweglichen Geraden X in der Ebene dadurch 
beschränkt isty dass ein Punkt und eine Gerade, welche durch Konstruk- 
tionen vermittels des Lineals aus jener Geraden X und einer Reihe 
fester Punkte und Geraden liervorgehefiy zusammenliegen sollen (d, h. der 
Punkt in der Geraden liegen soll), so umhüllt die Gerade X ein alge- 
braisches Liniengebilde, und zwar n-ten Grades, wenn bei jenen Kon- 
struktionen die beweglicJie Gerade n-mal angewandt ist, 

Dass diese Sätze hier in so bestimmter Form ausgesprochen werden 
durften, ohne zu solchen, in der Mathematik viel zu häufig angewandten 
Zugaben wie „im Allgemeinen" u. s. w. seine Zuflucht zu nehmen, liegt 
in der allgemeinen Auffassung eines Gebildes n^ten Grades. Wir hätten 
jener, alle Wahrheiten ins Unbestimmte zerstreuenden Zugabe bedurft, 
wenn wir uns der gewöhnlichen Ausdrücke Kurve oder Linie »-ter 
Ordnung oder Klasse, und selbst auch, wenn wir uns des allgemeineren 
Ausdrucks geometrischer Ort w-ten Grades hätten bedienen wollen. 
Unter diesen Ausdrücken ist der der Kurve der engste, weil er nicht 
einmal die gerade Linie umfasst; weiter schon ist der der Linie n-ter 
Ordnung, doch umfasst dieser wiederum nicht einzelne Punkte; der 
I20letzte Ausdruck geometrischer Ort umfasst zwar beides, auch f wird der 
Verein zweier Linien m-ter und n-ter Ordnung (wenn sie nicht ganz 
oder theilweise zusammenfallen) als geometrischer Ort (m -f- w)-ter 
Ordnung aufgefasst werden, können, aber dennoch giebt es Gebilde 
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n-ten Grades, welche als geometrische Oerter von niederen Graden sind. 
Dies wird nämlich dann der Fall sein, wenn die gleich Null gesetzte 
Fnnktion n-ten Grades, durch welche das Gebilde n-ten Grades dar- 
gestellt ist, sich in Faktoren zerlegen lässt, welche wieder ganze rationale 
Funktionen sind, und von welchen zwei oder mehrere einander gleich sind. 
Setzt man dann diese einander gleichen Faktoren gleich Null, so wird 
dadurch ofiPenbar der gegebenen Gleichung genügt, und von den Partial- 
gebilden, in welche das ganze Gebilde zerfällt, fallen also zwei oder 
mehrere zusammen. Will man nun aber nur den geometrischen Ort 
des veränderlichen Punktes haben, so hat man jenes Partialgebilde nur 
einmal zu setzen, wodurch sich der Grad des geometrischen Ortes 
Terringert. 

§4. 
Anwendung auf EegelBOhnitte. 

Ich will nun einige specielle Fälle des allgemeinen Satzes hervor- 
heben, um ihn der Anschauung näher zu bringen und um zugleich 
bestimmter darauf hinweisen zu können, wie auf ihm eine allgemeine 
Konrentheorie aufgebaut werden kann. Doch will ich mich nur auf 
Punktgebilde beschranken, indem die Uebertragung auf Liniengebilde 
zu sehr auf der Hand liegt, als dass ich sie hier auszuführen 
nöthig hätte. , 

Ich habe schon oben gezeigt, wie aus jenem Satze hervorgeht 
dass, wenn die Seiten eines Dreiecks um drei feste Punkte a, c, e sich 
dreben und zwei Ecken desselben sich in festen Geraden B, D be- 
wegen, dann die dritte x einen Kegelschnitt konstruirt (Fig. 1). Die 
Bedingung, durch welche hier die Bewegung beschränkt ist, kann auch 
so ausgedrückt werden, dass die Gerade axBcDx durch den Punkt e 
gehen soll; die Gleichung des Kegelschnittes ist daher 

(^) axBcDxe = oder auch exDcBxä = 0. 

Man überzeugt sich leicht (davon), dass in diesem Kegelschnitte 
folgende fünf Punkte liegen: a, e, BD^ acD, ecB-^ denn fällt x in a, 
80 wird ax Null (Definition 1), also auch das ganze Produkt Null, 
also wird der Gleichung genügt, das heisst a ist ein Punkt des Kegel- 
schnittes, und aus demselben Grunde e, femer auch BD, das heisst (Def.2) 
der Durchschnitt der Geraden B und D; denn es sei k dieser Durch- 
schnittspunkt, so fällt aJcBcD wieder in k zurück, und da kk Null 
^ so wird, wenn in (9) k statt x gesetzt wird, akBcDk gleich Null, 
also auch das ganze Produkt Null, mithin ist k ein Punkt des Kegel- 
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Schnitts. Femer ist auch acDy was gleich d gesetzt werde (Fig. 3), 

ein Punkt des Kegelschnitts; denn es fällt adBcB zurück in d, also 

121 ist adBcDd Null^ folglich auch adBcDde, f das heisst d ist ein Punkt 

des Kegelschnitts^ und endlich aus dem- 
selben Grunde auch ecB, was gleich b 
gesetzt werde; denn es fallt wieder 
ebDcB in 6, also ist ebDcBb Null, 
also auch ebDcBba Null, das heisst b 
ist ein Punkt des Kegelschnitts. Da 
nun durch diese fünf Punkte (Fig. 3) 
leicht die fünf in der Gleichung (9) 
vorkommenden Konstanten ausgedrückt 
werden können, indem B durch bk, 
D durch dk, c durch (ad){be) aus- 
gedrückt werden kann, so hat man zugleich die Gleichung eines Kegel- 
schnitts, welcher durch füuf gegebene Punkte gehen soll, nämlich 




Fig. 3. 



(10) 



ax{bk)[{ad)(be)]{dk)xe = 0. 



Wir können den obigen Satz für Kegelschnitte noch erweitem, 
indem wir sagen: 

Wenn die sämüicheii Seiten eines n-Ecks um feste Punkte sidi 
drehen und n — 1 Edceti in festen Geraden sich bewegefi, so beschreibt 
die n-te Ecke x einen Kegelschnitt. 

Denn stellt man sich die festen Punkte imd Geraden gegeben vor, und 
den Punkt x in irgend einer Lage, so ergeben sich dadurch nicht «rar 
die Seiten und Ecken des n-Ecks der Reihe nach durch blosses Ziehen 
von geraden Linien, sondern es tritt auch, wenn x in der That eine 

Ecke desselben sein soll, die Bedingung hinzu, 
dass die letzte, durch jene Konstruktion er- 
folgende Seite des w-Ecks wieder durch x 
gehen muss; und da bei diesen Konstruk- 
tionen X zweimal angewandt ist, so folgt, 
das X ein Gebilde zweiten Grades, das heisst 
einen Kegelschnitt konstruirt. Es seien, um 
dies noch mehr zu veranschaulichen, a^, a2,...an 
die festen Punkte, um welche sich der 
Reihe nach von der Ecke x aus, etwa nach rechts herum ge- 
rechnet, die Seiten des n-Ecks drehen (Fig. 4, wo n = 4 an- 
genommen ist), und Biy B^y . . . Bn-i seien die festen Geraden, in 
welchen sich ebenfalls von x aus in derselben Reihenfolge ge- 




Fig. 4. 
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nommen die übrigen Ecken ausser x bewegen: so wird die Gleichung 
des Kegelschnitts 

(11) xa^B^a^B^ . . . a«_iJB^_ia„a; = 0, 

zum Beispiel, wenn n = 4 ist, zu 

(12) xa^B^a^B^a^B^a^x = 0. 

§5. 
Anwendung auf die Kurven dritten Grades. 

Um die folgenden Specialsätze noch unmittelbarer aus dem Haupt- 
satze ableiten zu können, will ich denselben noch zuvor in einer etwas 
andern Form darstellen, nämlich wie folgt: 

Wenn in einem gleich NuU gesetzten Produkte räumlicher Grössen 
dmdben Ebene nur eine veränderliche Grösse als Faktor vorkommt, und 
gtcar diese n-mal, und wenn aUe übrigen multiplikativen Verknüpfungen, 
wfkhe in dem f Produkte vorkommen, ausser der letzten*), zu den beideni22 
ersten Arten (Bef. 1 und 2) gehören, die letzte aber zu der dritten 
Art (Bef. 3) gekört, so beschreibt die veränderliche Grösse (wenn sie 
nickt etwa in jeder Lage das Produkt zu Null machen sollte**) , ein 
hesHmnUes Gebäde n-ten Grades. 



*) Es muss nämlich nach der Art, wie wir das Produkt schreiben, stets eine 
bestimmte multiplikatiye Verknüpfung als die letzte, das ganze Produkt bildende 
erscheinen. 

^ Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn ein Punkt x mit den drei Ecken a, b, c 
eines Dreiecks verbunden wird 
and die Punkte, worin diese 
drei Verbindungslinien die 
g^nüberliegenden Seiten Ä, 
B, C schneiden, paarweise 
verbünden werden, und wenn 
dann die Bedingung hinzu- 
gefügt wird, dass die drei 
Punkte, in welchen diese drei 
leisten Verbindungslinien die 

jedesmalige dritte Seite 
schneiden, in gerader Linie **' 

liegen sollen; denn dieser Bedingung wird bekanntlich für jeden Punkt x genügt 
(%. 5). Die Gleichung würde dann 

[xaÄ(xbB)C][xbB{xcC)Ä][xcC(xaÄ)B] = 

sein, welche den Punkt x somit ganz unbestimmt lässt, obgleich sie beim ersten 
Anblick ein bestimmtes Gebilde sechsten Grades zu liefern scheint. Bei einer aus- 
geführten Eurventheorie würden solche Fälle eine besondere Beachtung verdienen. 
Um jedoch durch solche Fälle nicht beschränkt zu werden, wollen wir dann das 
Gebilde ein unbestimmtes Gebilde w-ten Grades nennen. 
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Ich gehe nun zu den Gebilden vom dritten Grade über. Wenn 
ein Punkt x der Gleichung 



(13) 



axBcDxD^c^B^xa^ = 




Fig. 6. 



unterliegt, so beschreibt er nach dem angeführten Satze ein Gebilde 
dritten Grades, das heisst (Fig. 6): 

Wenn die Winkel an der Spitze zweier Dreiecke steHg an einem 
Punkte X [ mit einem Schenkel zusammen } liegen und die Grundseiten wie 

auch die äussersten Schenkel um 
feste Punkte c, q, a, a^ sich 
drehen, die Endpunkte der Grund- 
Seiten aber in festen Geraden 
Bj D, B^j Dj sich bewegen, so 
beschreibt die gemeinschafÜiche 
Spitze X ein Gebilde vom dritten 
Grade. 

Man kann, wie leicht zu 

sehen, den Satz zu folgendem 

Satze verallgemeinem: 

Wenn zwei veränderliche Vielecke eine Ecke x und eine an dieser 

Ecke liegende Seite*) gemeinschaftlich belialten, während die übrigen Ecken 

in festen Geraden und die übrigen Seiten um feste Punkte sich bewegen, 

so beschreibt die gemeinschuftliclie Ecke ein Punktgebüde dritten Grades 

und die gemeinschaflliche Seite ein Liniengebüde dritten Grades, 

Der Anblick von Figur 7 genügt, um diesen Satz auf den all- 
gemeinen zurückführen zu können. Es ist hier für die Theorie der 

Kurven dritten Grades von der grossten 
Wichtigkeit, zu zeigen, dass schon durch 
123 ^^ \ ^Vw. die in der f Formel (13) gegebene Glei- 

chung und dui'ch die darauf gegründete 
Konstruktion vermittels der gemein- 
schaftlichen Spitze zweier stetig zu-^ 
sammenliegender Dreiecke jedes Punkt- 
Fig. 7. gebilde dritten Grades erzeugt werden 

kann; auch dann noch, wenn man in 

(13) B und Bi zusammenfallen lässt; was ich nun beweisen will. Die 

in Fig. 6 dargestellte Konstruktion geht dann über in die von Fig. 8. 

Noch ist, ehe wir zur Diskussion übergehen, zu bemerken, dass 




*) Wir sagen, dass zwei Figuren eine Seite gemeinschaftlich haben, wenn 
eine Seite der einen mit einer Seite der andern in derselben geraden Linie liegt. 
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mui die Formel (13) nmkeliren kann, ohne ihre Bedeutung zu ändern, 
ine man sogleich aus der Figur (Fig. 6 oder 8) ersieht; sie ist also 
(13) axScDxD^CiBiXai = oder 

(13*) aixBjCiDiXDcBxa = 0, 

To man dann auch B statt £, setzen kann, da wir annehmen (Fig. 8), 
dass beide zusammenfallen. Es 
laasen sich nun leicht neun Funkte 
der erzeugten Knrre finden. 

Erstens sind a und Oj Punkte 
der Kurre, weil, wenn x gleich a 
oder Oj wird, nach Formel (13) 
oder (13*) schon die erste Multi- 
pliltatioD Null giebt. Zweitens sind 
BD nnd B^D^ Punkte der Kurv^ 
die wir mit Je und ^ bezeichnen; 
denn setzt man in (13) statt x 

den Punkt k, so giebt, wie man sogleich durch die ausgeführte Kon- 
stroktion sieht, akB wieder den Punkt k und kcD giebt gleichfalls 
den Punkt k; also ist aJcBcDk Null, folglich wird auch der ganze links- 
stehende Ausdruck in 
(13) zu Null, wenn 
man k statt x setzt, das 
hetsst, k genflgt, statt 
z gesetzt, jener Glei- 
chung (13) oder ist 
ein Punkt der Kurre. 
Ebenso eigiebt sich 
aua (13*) ;t,aU Punkt 
der Kurve. 

Drittens sindacD 
and OiCji), Punkte 
der Kurve, die wir 
mit d und dj bezeich- 
nen. Denn setzt man 
iii(13)d8tatta:(Fig.9), 
») fält adBcD wieder in d znrOck, also ist adBcDä schon Null, 
•nidrf wird somit ein Punkt der Kurve sein; ebenso d, vermöge (13*). 

Viertens sind nun in D und Z>, noch leicht die dritten Punkte 
^ finden, in welchen sie die Kurve si^hneiden {und} die wir e und r, 
nennen wollen. Es sei x ein Punkt [der Kun'ej in D, aber weder k 
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noch dy so wird^ da axBcD stets ein Punkt in D ist und zugleich 
X in D liegt; axBcDx wieder die Linie D darstellen^ und die Glei- 
chung (13) sagt dann aus, dass der Ausdruck DD^c^B^xa^^ Null sein, 
d. h. DD^c^B^ mit x und a^ in gerader Linie liegen muss, also wird 
X in der Linie DD^c^B^a^, aber nach der Voraussetzung auch in D 
liegen: es ist also a;, was wir in diesem Falle durch e bezeichneten, 
' gleich DD^c^B^a^D, und aus demselben Grunde wird D^DcBaD^ 
ein Punkt e^ der Kurve sein. 

Endlich lässt sich zu den beiden Punkten h und k^ der dritte 
124 Punkt { der Kurve } in B oder JB^, vorausgesetzt, dass diese f beiden Linien 
zusammenfallen, leicht finden. Nämlich, liegt x in B, ohne in k oder 
\ zu fallen, so fällt axB wieder in x zurück, xcDx ist die Gerade ex. 
Es bleibt zu fordern: cxD^c^Bxa^ = oder, umgekehrt geschrieben: 
a^xBc^D^xc = 0. Nun fällt a^xB in x zurück; ferner ist xc^D^x die 
Gerade x(\, also bleibt: xc^c = 0, was, da ^ in £ liögt, nur möglich 
ist, wenn x in cc^B fällt*); wir bezeichnen diesen Punkt cc^B mit f^ 
Es liesse sich nun schon leicht zeigen, dass man in jeder Kurve 
dritten Grades neun solche Punkte annehmen kann, wie sie sich durch 

obige Konstruktionen ergeben haben; 
doch der grossem Einfachheit w^en 
will ich noch annehmen, dass die Punkte 
Ä; und c, und ebenso k^ und e^ (Fig. 9), 
zusammenfallen, wodurch also die Linien 
D und Dl Tangenten werden, welche 
die Kurve in e und e^ berühren. Fällt 
nun zuerst e in A:, so sieht man aus 
Fig. 10. Fig. 9 sogleich, dass auch gleichzeitig 

Cj in 2) fällt, und ebenso wird c in Dj 
fallen, wenn e^ in \ fällt. Fig. 9 geht somit in Fig. 10 über. Hier- 
aus folgt nun sogleich, dass jede Kurve dritter Ordnung durch eine 
Gleichung von der Form (13) dargestellt werden kann. 

Denn es sei eine Kurve dritter Ordnung oder überhaupt ein Punkt- 
gebilde dritten Grades gegeben. Man ziehe an zwei Punkten e und e^ 
der Kurve die Tangenten D und D^, welche die Kurve noch jede in 
einem Punkte schneiden müssen; diese Punkte seien d und df^; sodann 
verbinde man die Berührungspunkte e und e^ durch eine Gerade B, 
welche die Kurve noch in einem Punkte schneiden muss; dieser sei /*. 
Dann ziehe man von f eine willkürliche gerade Linie, welche die 

•) Vorausgesetzt nämlich, dass a nicht in B (oder J5,) liegt; in diesem Falle 
wäre X unbestimmt, die Linie B wäre dann selbst ein Theil des Gebildes dritten 
Grades. 
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Tangenten D und D^ in den Punkten c und c^ schneide, ziehe dann 
die Geraden c^d^ und cd, deren jede die Kurve im Allgemeinen noch 
in zwei Punkten schneiden wird; einen der Punkte, worin (\d^ 
sie schneidet, nenne man a^, einen der Pimkte, worin cd sie 
schneidet^ nenne man a. So hat man nun neun Punkte (in e und e^ 
fallen jedesmal zwei zusammen), durch welche die Kurve dritten Grades 
im Allgemeinen bestimmt ist. Die Kurve dritten Grades kann be- 
kanntlich durch neun Punkte, von denen sechs auf zwei geraden Linien 
liegen, nur dann nicht bestimmt sein, wenn die übrigen drei Pimkte, hier 
a, Oj, ^ in gerader Linie liegen. Nun kann man aber von jenen vier neuen 
Punkten, in welchen die beiden zuletzt gezogenen geraden Linien die 
Kurve schneiden, da sie doch nicht alle vier in gerader Linie liegen können, 
stets wenigstens zwei, a und a^ , so auswählen, dass sie mit f nicht in 
gerader Linie liegen; dann hat man also stets neun Punkte, durch f welche 125 
die Kurve vollkommen bestimmt ist. Da nun das Gebilde dritten Grades 

(13) axBcDxD^c^Bxa^ = 

jene neun Punkte mit der gegebenen Kurve gemeinschaftlich hat, so 
fallen beide zusammen. Also kann jede Kurve dritter Ordnung durch 
eine Gleichung von der Form (13) dargestellt oder durch die gemein- 
schaftliche Ecke zweier Dreiecke erzeugt werden, welche ausserdem 
noch eine an dieser Ecke lie- 
gende Seite (als unendliche Linie 
gedacht) gemeinschaftlich haben 
ua4 deren andere Ecken in 
festen Geraden und deren andere 
Seiten um feste Punkte sich 
hew^n. Geht man also von 
dieser allgemeinen Eigenschaft 
der Punktgebilde dritten Grades 
aus, welche auch als Definition 
der Gebilde dritten Grades ge- 
braucht werden kann, so sieht man, wie diese Gebilde sich einer rein geo- 
metrischen Behandlung fügen; ja man sieht, wie sich leicht mechanische 
Vorrichtungen ersinnen lassen, durch welche ein Punkt gezwungen wird, 
irgend ein beliebiges Punktgebilde dritten Grades zu beschreiben. 

Um zunächst noch bei den Gebilden dritten Graden stehen zu 
Weihen, will ich einige andere Erzeugungsarten derselben aus dem 
Hauptsatze ableiten. Da die Gleichung 

(14) {xaÄ){xhB){xcC) = 
ein aebilde dritten Grades liefert, so folgt (Fig. 11): 

Örasgmann, Werke. IL 5 
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Wenn drei von einem beweglichen Punkte x ausgehende Strahlen 
sich um drei feste Punkte a, 6, c dreJien und die Punkte, in toelchen 
diese Strahlen van einer beweglichen geraden Linie (X) getroffen werden, 
in drei Geraden A, B, C sicfi bewegen, so besctireibt der Punkt x ein 
Punktgebilde dritten Grades und die gerade Linie X ein Liniengdnlde 
dritten Grades. 

Das letztere folgt aus der Gleichung 

(14*) {XAa){XBb){XCc) = 0. 

Es ergeben sich leicht folgende neun Punkte als Punkte jenes 
Punktgebildes dritten Grades: a, b, c; AB, BC, CA'^ abC, bcA, caB, 
wovon man sich leicht durch Konstruktion überzeugt. Fügt man in 

(14) oder (14*) den beiden ersten in Klammer 
-^ y\^ ^ geschlossenen Faktoren noch paarweise beliebige 

Punkte und Gerade abwechselnd als Faktoren 
hinzu, so dass z.B. aus xaA wird xaAaiAi.,.a^Amf 
so gelangt man zu folgendem allgemeineren Satze: 
Zieht man von irgend einer EcJce x eines ver- 
änderlichen n-Ecks eine Linie nach irgend einer 
Seite X desselben, und nimmt an, dass aMe übrigen 
Ecken in festen Geraden und aMe übrigen Seiten 
Fig. 12. desselben um feste Punkte sich bewegen, während 

zugleich die von der Ecke x nach der Seite X 

i^^ezogene f Gerade um einen festen Punkt sich dreht und der Punkt, worin 

sie die Seite X trifft, in einer festen Geraden sich bewegt, so beschreibt 

der Punkt x ein Punkt-, die Linie X ein Liniengebilde dritten Grades. 

Femer, da die Gleichung 

(15) {xaAa^){xbBb^)xc = 

ein Gebilde dritten Grades liefert, so folgt (Fig. 12): 

Wenn die vier Seiten und eine Diagonale eines Vierecks sich um 
feste Punkte drehen und die beiden Ecken, welche nicht von der Diagonale 
getroffen werden, in festen Geraden sich bewegen, so beschreiben die von 
der Diagonale getroffenen Ecken jede ein Punktgebilde dritten Grades, 

Fügt man in (15) den beiden ersten Faktoren noch paarweise be- 
liebige Gerade und Punkte abwechselnd als Faktoren hinzu, sodass 
z. B. aus xaAoi wird xaAa^A^a^ . . . ^„»_ia,n, so gelangt man zu dem 
allgemeineren Satze: 

Wenn die n Seiten und eine Diagonale eines veränderliclien n-Ecks 
sich um feste Punkte drehen und die von der Diagonale nicht getroffenen 
Ecken in festen Geraden sich bewegen, so beschreibt jede von den 
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beiden Ecken y die von der Dicyonale getroffen werden, ein Punktgebilde 
dritten Grades. 

Da endlich die Gleichung 

(16) xaAhCd{xa)\C^d^x = 

ein Gebilde dritten Grades liefert, so folgt (Fig. 13): 

Wenn die Grundseiten zweier veränderlichen Dreiecke fortdauernd 

in gerader Linie stetig aneinander liegen, d. h, so liegen, dass, wo die 

eine aufhört y die andere anfängt, 

und wenn zugleich die Seiten um 

feste Punkte a, b, d, ftj, d^ sich 

drehen, die Spitzen aber und der 

nicht gemeinschaftliche Endpunkt 

einer Grundseite in festen Geraden 

C, Cj, A sich bewegen, so be- Fig n. 

schreibt der nicht gemeinschafUiche 

Endpunkt der andern Ghrundseite ein Punktgdnlde dritten Grades, welches 

in demjenigen festen Punkte a, um welchen sieh die gemeinschaftliche 

Grundlinie dreht, einen Doppelpunkt hat. 

Letzteres folgt leicht, wenn man durch a eine beliebige Gerade D 

zieht und in ihr einen Punkt a^ setzt, den man in (16) statt des 

zweiten Faktors a einführt, wodurch dann (16) übergeht in 

(16*) xaÄbCd{xa^)b^C^d^x = 0. 

Denn nimmt man nun an, dass der Punkt a^ sich dem Punkte a 
nähert, während er immer in der Geraden D bleibt, so nähert sich 
das durch (16*) dargestellte Gebilde f dem durch (16) dargestellten 
während a und a^ stets Durchschnittspunkte dieses Gebildes mit der 
Geraden D bleiben. In dem f Augenblicke, wo a^ in a fällt, fallen 127 
somit zwei der Durchschnittspunkte der Geraden D und der Kurve (16) 
in a zusammen, und zwar geschieht dies, welche Richtung auch D 
Ilaben mag, was die Idee des Doppelpunktes ist. Es leuchtet ein, dass 
man diesen Satz durch Hinzufügen von Faktoren zu (16) verallgemeinern 
kann, wodurch dann die Dreiecke in Vielecke übergehen. 

§6. 
Anwendung auf Kurven n-ten Grades. 

Für die Gebilde höherer Grade will ich nur noch ein Paar Sätze 

Mnzufiigen, indem ich durch die Behandlung der Gebilde dritten 

Grades schon glaube den Weg der Behandlung bezeichnet zu haben, 

5* 
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welcher die Gebilde höherer Grade zu unterwerfen sein mochten. Da 
die Gleichung 

(17) axBcDxB^c^D^xB^c^D^ . . , ex = 0, 

wenn x darin (n + l)-mal vorkommt, ein Punktgebilde (« + l)-ten 
Grades darstellt, so folgt der Satz (vergl. Fig. 6 {S. 62}): 

Wenn n veränderliche Dreiecke fortdauernd eine gemeinschaftliche 
Spitze X hohen, und ihre Winkd an der Spitze stetig aneinanderliegend 
während die übrigen Ecken in geraden Linien fortschreiten, die Chrund- 
Seiten aber und diejenigen zwei Schenkel der Winkd an der Spitze, 
welche nicht zweien dieser Winkel gemeinschaftlich sind, um feste Punkte 
sich drehen, so beschreibt die Spitze x ein Punktgebilde {n -f- 1)-^ 
Grades, 

Man kann den Satz noch allgemeiner fassen, indem man statt der 
n Dreiecke n Vielecke setzt, welche eine gemeinschaftliche Ecke haben 
und deren an dieser Ecke befindliche Polygonwinkel stetig aneinander- 
liegen, während alle übrigen Ecken in geraden Linien fortschreiten 
und alle Seiten ausser denen, welche in den gemeinschaftlichen Schenkeln 
der stetigen Winkel liegen, um feste Punkte sich drehen; denn auch 
dann wird jene gemeinschaftliche Ecke ein Punktgebilde (n -|~ l)-ten 
Grades beschreiben. Da femer die Gleichung 

(18) xaAbCd{xa)b^C^d^{xa)b^C^d^ . . .ex = 0, 

wenn x darin (n + l)-mal vorkommt, ein Punktgebilde (n + l)-ten 
Grades liefert und der Punkt a darin n-mal als Punkt dieses Gebildes 
erscheint, so ergiebt sich (vergl. Fig. 13) der Satz: 

Wenn die Chrundseiten von n veränderlichen Dreiecken fortdoMemd 
in gerader Linie, [die durch einen festen Punkt a geht,] stetig anein- 
anderliegen, während die sämtlichen Seiten um feste Punkte sich drehen, 
die Spitzen aber und eine von denjenigen zwei in der Grundlinie liegenden 
Ecken, welche nicht zwei Dreiecken gemeinschaftlich sind, in festen geraden 
Linien sich bewegen, so beschreibt die andere dieser Ecken ein Punkt- 
gebUde (w + lyten Grades, welches in dem festen Punkte a, um welchen 
sich die Grundlinie dreht, einen n-fadien Punkt hat, 
128 Dass der Punkt a ein n-facher ist, folgt leicht. Dann zieht man 
durch a eine beliebige gerade Linie E und setzt in ihr ausser a noch 
(n — 1) feste Punkte a^ . . . a»— i, welche man nach der Reihe in (18) 
statt der n Faktoren a setzt, sodass man also erhält 

(18*) xaAbCd{xa^b^C^d^{xa^b^C^d^ , . ,ex = 0, 

so werden die n Punkte a, a^, , . , an^i Punkte des durch die Glei- 
chung (18*) dargestellten Gebildes (n + l)-ten Grades, und da sie zu- 
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gleich in der Geraden E liegen, so bilden sie n Durchschnittspunkte 
dieser Geraden und jenes Gebildes. Rücken nun in (18*) die Punkte 
a...a«__i, ohne die Gerade E zu verlassen, in einen Punkt a zu- 
sammen, so geht (18*) in (18) über, und in der Geraden E fallen 
n Durchschnittspunkte derselben mit der Kurve in einen Punkt a zu- 
sammen, und zwar geschieht dies, wie auch die Gerade E angenommen 
werden mag, das heisst, der Punkt a ist ein n-facher Punkt. 

Die Gleichung (18) ist zugleich dadurch interessant, dass sie un- 
mittelbar die projektivische Erzeugung der Punktgebilde fi-ten Grades, 
welche einen (n — l)-fachen Punkt haben, vor Augen stellt. Denn 
denkt man sich den Punkt x in vei-schiedenen Lagen, so erscheinen 
überall um die festen Punkte Strahlenbüschel und in den festen Ge- 
raden Punkte, und setzt man diejenigen Strahlen dieser Büschel und 
diejenigen Punkte dieser Geraden, welche aus derselben Lage des 
Punktes x hervorgehen, als entsprechende, so erscheint jeder Punkt x 
der Kurve als Durchschnitt zweier entsprechender Strahlen (z. B. 
Fig. 13), und die ganze Kurve erscheint also als Durchschnitt zweier 
Strahlenbüschel, und es erhellt unmittelbar aus der Figur, wie man zu 
jedem Strahle (ax), welcher dem um den (n — l)-fachen Punkte (a) 
liegenden Strahlenbüschel angehört, den entsprechenden Punkt (x) der 
Kurve durch das Ziehen von wenigen [2(n — 1)] geraden Linien findet. 
Hingegen tritt in dem allgemeinen Falle nicht mehr die pro- 
jektivische Erzeugung hervor, indem im Allgemeinen in x mehr als 
zwei Strahlen zusammenlaufen. Jedoch giebt es ausser den Kurven 
w-ten Grades mit (n — l)-fachem Punkte noch andere, welche sich 
durch blosse Konstruktionen vermittelst des Lineals oder, was dasselbe 
ist, durch projektivische Erzeugung darstellen lassen. Um dies voll- 
standiger darzulegen, will ich hier den allgemeinen Satz fiir die pro- 
jektivische Erzeugung der Kurven ableiten. Jede Konstruktion eines 
Punktgebildes*) vermittelst des Lineals allein kann nur, wie man leicht 
sieht, auf die Weise erfolgen, dass man entweder in einer Geraden 129 
eiuen beweglichen Punkt oder um einen Punkt eine bewegliche Gerade 
annimmt, und aus jenem beweglichen Punkt oder dieser beweglichen 
Geraden und aus festen Punkten und Geraden durch lineale Kon- 
struktionen den Punkt herleitet, welcher die Kurve erzeugt. In dem 
obigen Falle zum Beispiel der projektivischen Erzeugung von Punkt- 
gebilden w-ten Grades mit (n — l)-fachem Punkte war es die um den 



*) Ich werde mich hier nur auf Punktgebilde beschränken, indem die Sätze 
^r Liniengebilde aus den entsprechenden für Punktgebilde unmittelbar abgelesen 
werden können. 
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(n — l)-fachen Punkt a sich drehende Gerade ax, welche der pro- 
jektivischen Erzeugung der Kurve zu Grunde lag. Lege ich nun über- 
haupt zunächst eine um einen festen Punkt a sich drehende Gerade 
(P) der Erzeugung zu Grunde und nehme diesen Punkt als Durch- 
schnitt der Eoordinatenaxen an, so wird, wenn g>' und ^' die durch 
irgend ein Maass gemessenen Koordinaten eines Punktes jener Geraden P 
sind, die Gleichung dieser Geraden von der Form £C(p' + ßi/ = sein, 
und es sind somit nach der an Formel (4) sich anschliessenden Er- 
klärung a, /) die Zeiger der Geraden, indem der dritte Zeiger Null 
ist. Diese Zeiger a, ß sind aber, wenn die Gerade P beweglich ist, 
als Veränderliche zu setzen; wir wollen ß:a mit v bezeichnen. Nun 
haben wir gezeigt, dass jeder Punkt a;, welcher durch lineale Kon- 
struktionen aus der beweglichen Geraden P und aus festen Punkten 
und Geraden hervorgeht, wenn bei diesen Konstruktionen P tr-mal an- 
gewandt ist, zu Zeigern homogene Funktionen n-ten Grades von den 
Zeigern der Geraden P hat, also hier von a und /), oder, indem man 
mit a* dividirt, Funktionen von v, welche im Allgemeinen vom t^-ten 
Grade sind imd nur dann von einem anderen und zwar niederem 
Grade sind, wenn a in allen Gliedern jener Funktionen enthalten ist. 
Ebenso verhält es sich, wenn wir einen Punkt zu Grunde legen, 
welcher sich in einer der Koordinatenaxen bewegt, indem auch fQr ihn 
der dritte Zeiger Null ist; nennen wir dann a und ß die Zeiger des- 
selben und setzen ß:a = v, so gelangen wir auf dieselbe Weise und 
aus denselben Gründen zu demselben Resultate wie vorher. Nun hat 
Möbius in seinem barycentrischen Calcul (§ 136 und § 137) dargethan, 
dass, wenn die drei Zeiger eines veränderlichen Punktes sich als ganze 
rationale Funktionen n-ten Grades einer Hülfsgrösse v darstellen lassen, 
dann der Punkt eine algebraische Kurve beschreibt, deren Ordnungs- 
zahl im Allgemeinen n ist und nie diese Zahl n übersteigt, dass aber 
(§ 138) diese Kurven nicht die allgemeinen Kurven n-ter Ordnung 
180 sind, sondern vielmehr (§ 70) schon durch 3n — 1 f Punkte bestimmt 
sind, also von der dritten Ordnung an (s. o. {S. 50}) von einer ge- 
ringeren Anzahl von Punkten als die allgemeinen Kurven derselben 
Ordnung. Nehmen wir diese Resultate hier auf, so gelangen wir zu 
dem Satze: 

Wenn ein Punkt (p) sich in einer festen Geraden bewegt oder eine 
Gerade P sich um einen festen Punkt dreht , und nmn durch lineale 
Konstnüctionen aus diesem PunJcte oder dieser Geraden und einer Reihe 
fester Punkte und Geraden einen (gleichfalls beweglichen) Punkt x kon- 
struirt, so beschreibt der Punkt x ein algd)raisrhes Punktgebilde, welches, 
wenn p oder P hei jenen Konstruktionen n-mal angewandt ist, im Ali- 
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ffcfneinen vom n-ten und nie von einem höheren Grade ist; und zwar sind 
die so Jconstruirharen Gebilde n-ten Grades, vom dritten Grade an, be- 
sondere Gati^ingen der Gebilde n-ten Grades, indem sie im Allgemeinen 
durch (3n — 1) Funkte bestimmt sind. 

Setzt man die aus demselben Punkte p konstruirten Strahlen und 
Punkte bis zu x hin als entsprechende^ so erhält man Strahlenbüschel 
und mit Punkten besetzte Gerade, welche sich einander entsprechen 
nnd von denen immer zwei nach einander entstehende so liegen, dass 
die Punkte in den entsprechenden Strahlen liegen, und welche also als 
perspektivische Gebilde aufgefasst werden können. Das Gebilde n-ten 
Grades wird dann schliesslich durch das gegenseitige Durchschneiden 
der entsprechenden Strahlen zweier Strahlenbüschel erzeugt (vergl. 
z.B.Fig. 13{S. 67}). Somit drückt zugleich dieser Satz die allgemeine 
projektivische Erzeugbarkeit der Kurven aus. 

Ich will hier noch zum Schlüsse zwei Bemerkungen hinzufügen, 
nämlich erstens, dass es ausser der hier angeregten geometrischen Be- 
handlungsweise der Kurven, bei welcher nur auf das Ziehen von ge- 
raden Linien zurückgegangen ist, noch eine andere giebt, welche zu- 
gleich auf den Kreis zurückgeht. Schon bei den Kegelschnitten tritt 
diese verschiedene Behandlungsweise hervor, indem die Eigenschaft des 
mystischen Sechseckes oder, was dasselbe ist, die Konstruktion eines 
Kegelschnittes durch eine Ecke eines Dreiecks, dessen beide anderen 
Ecken in festen Geraden und dessen Seiten um feste Punkte sich be- 
wegen, die rein lineale Behandlung der Kegelschnitte bedingt, während 
die Erzeugung eines Kegelschnittes als Durchschnittes einer Ebene und 
eines Kegels auf den Kreis zurückführt. Diese zweite Behandlungs- 
weise der Kurven will ich jedoch bis zum Erscheinen des zweiten 
Theiles meiner Ausdehnungslehre verschieben, indem in dem ersten 
Theile, welcher die lineale f Ausdehnungslehre enthält, die Principienisi 
nur für die lineale Behandlungsweise der Kurven sich vorfinden. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf eine neue Stufe der Ver- 
allgemeinerung, indem man nämlich statt der festen Punkte und Ge- 
raden Gebilde höherer Grade setzt und zwar statt der festen Punkte 
Liniengebilde und statt der festen Geraden Punktgebilde und dann 
statt des Durchschnitts einer durch Konstruktion gewonnenen (beweg- 
lichen) Geraden mit einer gegebenen festen Geraden die Durchschnitts- 
punkte der ersteren mit dem statt der letzteren eingeführten Punkt- 
gebilde setzt und statt der Verbindungslinie zwischen einem durch 
Konstruktion gewonnenen (beweglichen) Punkte und einem gegebenen 
festen Punkte die Tangenten setzt, welche von dem ersteren an das 
statt des letzteren eingeführte Liniengebilde gezogen werden können. 
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Führt man statt einer solchen festen Geraden, welche nur einmal bei 
der Konstruktion angewandt wird, (oder statt eines solchen festen 
Punktes) ein Punktgebilde (oder ein Liniengebilde) m-ten Grades ein, 
so lasst sich leicht beweisen, dass dadurch der Grad des nach dem 
Hauptsatze erzeugten Gebildes ver-w-facht wird, d. h. wenn der Grad 
des erzeugten Gebildes ursprünglich n betrug, so beträgt derselbe, 
nachdem statt einer festen Geraden, welche einmal bei der Konstruktion 
angewandt wurde, (oder statt eines solchen festen Punktes) ein Punkt- 
gebilde (oder ein Liniengebilde) i»-ten Grades eingeführt wird, nach 
dieser Einführung n . m. 

Doch will ich den Gang des Beweises nur andeuten. Es lasst 
sich jede den Hauptsatz auf besondere Weise darstellende Gleichung, 
wenn die feste Gerade A darin einmal vorkommt, stets sehr leicht auf 
die Form bringen, 

welche ausdrückt, dass der Punkt px in der Geraden A liegt, und 
welche, wenn p^ vom n-ten Grade ist, ein Punktgebilde w-ten Grades 
darstellt. Wird nun statt A ein Punktgebilde w-ten Grades gesetzt, 
so heisst das, es soll der Punkt px in diesem Punktgebilde liegen. Es 
sei nun dies Punktgebilde m-ten Grades, welches statt A gesetzt werden 
soll, ausgedrückt durch eine geometrische Gleichung von der Form, 
wie sie dem Hauptsatze genügt, in welcher also der dies Gebilde kon- 
struirende Punkt y i^mal als Faktor vorkommt; setzt man dann statt 
y den Punkt px, so ist dadurch der Bedingung genügt, dass p^ in 
diesem Gebilde m-ten Grades liegen soll. Da dann px m-mal als 
Faktor erscheint, p^c selbst aber x n-mal als Faktor enthält, so wird 
in der resultirenden Gleichimg x im Ganzen (n . w)-mal als Faktor er- 
I32scheinen, f also der Punkt x ein Punktgebilde (n . m)-ten Grades be- 
schreiben. Es liegt am Tage, wie man auf diese Weise statt beliebig 
vieler fester Geraden nach und nach solche Punktgebilde und statt 
der festen Punkte nach und nach solche Liniengebilde einführen und 
dadurch den Satz in seiner allgemeinsten Form darstellen kann. Da 
jedoch die zuletzt hervorgehende Gleichung immer in einer Form er- 
scheint, welche dem zuerst aufgestellten Hauptsatze genügt, so bleibt 
dieser der eigentliche Mittelpunkt der neuen Theorie. 

Stettin, den 15. April 1845. 
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lieber die Erzeugung der Kurven dritter Ordnungi^? 
durch gerade Linien und über geometrisclie 
Definitionen dieser Kurven. 



Von 

Prof. Dr. H. Orassmann, 

Oberlehrer an der Friedrich-Wilhelm-Schale zu Stettin. 



Grelles Journal Bd. 36, Heft ü, S. 177—184 (1848). 



In einem Aufsätze über Kurven dritter Ordnung^ im 34. Bande 
des Crelle'schen Journals, behauptet Herr Professor Plücker, es gebe 
noch keine allgemeine geometrische Definition einer Kurve dritter Ord- 
nungy und schliesst daraus, dass eine rein geometrische Behandlung 
dieser Kurven, und also um so mehr der höheren Kurven, gegenwärtig 
noch unmög^ch sei. Nun habe ich im 31. Bande desselben Journals 
die Grundzüge einer rein geometrischen Behandlimg der höheren 
Kurven zu geben versucht und habe dort, namentlich für die Kurven 
dritter Ordnung, eine geometrische Definition aufgestellt, deren Allge- 
meinheit ich dort nachgewiesen habe (S. 123 — 125 {hier S.63 — 65)); ich 
könnte daher den Gegenstand als abgemacht ansehen und mich damit be- 
ruhigen, dass Herrn Plücker jener Band des Journals nicht zu Gesichte 
gekommen sei, wenn ich nicht befürchten müsste, dass durch die so 
entschieden ausgesprochene Behauptung mancher Leser irre geführt 
werden möchte. Ich werde daher den Gegenstand hier noch einmal, 
und zwar von einem umfassenderen Gesichtspunkte aus, aufnehmen. 

Die einfachsten geometrischen Defiinitionen der Kurven dritter 
Ordnung, deren jede diese Kurven in ihrer ganzen Allgemeinheit dar- 
stellt, würden folgende drei sein, zwischen denen man, um eine 
^methodische Behandlung darauf zu gründen, wählen kann: 
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No, 1. Der geometrische Ort der gemeinschaftlichen Spitze zweier 
Dreiecke y deren Winket an der Spitze einen gemeinschafUichen Schenkel 
haben, während von den beiden nicht gemeinschaftlichen Schenkeln der- 
seihen jeder durch einen gegebenen Punkt geht und von den vier End- 
punkten der Grundseiten jeder in einer gegebenen geraden Linie liegt, ist 
eine Kurve dritter Ordnung. 

No, 2. Wenn die Seiten eines veränderlidien Vierecks und eine 
Diagonale desselben um feste Punkte sich dreien und die von der Diago- 
nale nicht getroffenen Ecken in festen Geraden liegen j so ist der geo- 
nsmetrische f Ort jeder von der Diagonale getroffenen Ecke des Vierecks 
eine Kurve dritter Ordnung, 

No. 3. Der geometrische Ort eines Punktes, dessen Verbindungslinien 
mit drei gegebenen Punkten drei gegebene Gerade so schneiden, dass die 
drei Durchschnittspunkte in gerader Linie liegen, ist eine Kurve dritter 
Ordnung.*) 

Von diesen drei Definitionen habe ich die erste in dem oben an- 
geführten Aufsatze als eine alle Kurven dritter Ordnung umfassende 

nachgewiesen^und 
^ ich habe dem Be- 

weise nichts wei- 
ter hinzuzuf&gen. 
Dass der geome- 
trische Ort, wel- 
cher in der zwei- 
ten und dritten 
Definition genannt 
ist, gleichfalls eine 
Kurve dritter Ord- 
nung sei, ist dort 
ebenfalls bewie- 
sen. Es bleibt nur 
übrig, zu zeigen^ 
dass auch jede die- 
ser beiden letzten 
Definitionen alle 
Kurven dritter Ordnung umfa^st. Für die zweite Definition will ich 
hier den Nachweis vollständig liefern, während ich für die dritte nur 
den Gang des Beweises angeben werde. 

Es sei xuyui (Fig. 14) das yeränderliche Viereck, dessen Seiten 

*) Ich verstehe hier unter Kurve dritter Ordnung (algebraisch gefasst) die 
Gesamtheit der Punkte, deren Koordinaten einer algebraischen Gleichung ge- 




Fig. 14. 



Drei geometarische Definitionen. Nachweis der zweiten. 
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^^j wy, yui, u^x und dessen Diagonale xy sich beziehlich um die 
festen Punkte a, b, b^y a^ und d drehen und dessen Ecken u und u^ 
sich beziehlich in den festen Geraden C und C^ bewegen. Der Kürze 
wegen bezeichne ich, wie im ersten Aufsatze, die Verbindungslinie 
zweier verschiedener Punkte a und b durch ab und den Durchschnitt 
zweier Verschiedener Geraden Ä und B durch AB] wenn mehrere 
solche Ausdrücke ohne Klammem neben einander geschrieben sind, 
so soll die Konstruktion in der 
Ordnung fortschreiten, wie diese 
Ausdrücke von links nach rechts 
hin folgen. Dann lässt sich nach- 
weisen, dass die von dem Punkte 
X konstruirte Kurve dritter Ord- 
nung die neun Punkte 

a, Ol, d, CC^, (öft)(fl4^); 
dhC, db^C^, abC^y a^b^G 




Fig. 16. 



enthalt, die ich nach der Reihe 
beziehlich mit 

a, Ol, rf, e, /', g, g^y h, \ 

bezeichnen will. In der That: 
liegt X in einem der Pimkte a, 
Cj oder d, so kann die Verbin- 
dungslinie zwischen x und die- 
sem Punkte jede Richtung f an- 
nehmen, und es lässt sich daher 
dann leicht ein Viereck von der verlangten Art zeichnen. Liegt zum 
Beispiel (Fig. 15) x in a, so giebt xa^C^ den Punkt ttj, {^b^(xd) den 
Punkt y, ybC den Punkt u; und verbindet man nun noch u mit a, so hat 
das so konstruirte Viereck xu^yu die verlangte Eigenschaft, das heisst, 
a ist ein Punkt der von x konstruirten Kurve. Liegt x nicht in einem 
dieser drei Punkte, so haben die drei von x ausgehenden Geraden xa, 
xd, xa^ bestimmte Richtungen, und es werden alle diejenigen Punkte 
z-Punkte der Kurve sein, für welche die drei Geraden 

xaCb, xa^C^b^, xd 
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nügen, welche in Bezug auf diese Koordinaten vom dritten Grade ist; und zwar 
auch dann noch, wenn beliebig viele der Konstanten Null werden. Ich würde 
hiefflr den Ausdruck Punktgebilde dritten Grades vorziehen, wenn ich nicht be- 
förchtete, dadurch undeutlicher zu werden. 
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durch denselben Punkt (y) gehen. Liegt nun x in C oder in «6, so 
wird die erste jener drei Geraden gleich xb] liegt x in C^ oder in 
a^ij, so wird die zweite jener Geraden gleich xb^. Liegt also x in 
dem Durchschnitt von C und Cj oder von ab und a^b^^ oder von C 
und a^b^ oder von 6\ und a6, so gehen jene drei Geraden durch den- 
selben Punkt X] das heisst, es sind diese Durchschnitte Punkte der von 
X konstruirten Kurve, das heisst, es liegen e, f, h, \ in dieser Kurve. 
Endlich: liegt x im Durchschnitt von db und C, so wird die erste 
jener drei Geraden gleich xb, während die dritte, xd^ mit xb zusam- 
menfäUt: also gehen dann wieder die drei Geraden durch denselben 
Punkt; das heisst, g ist ein Punkt der Kurve, und aus demselben Grunde 
auch g^. Es sind daher alle neun oben genannten Punkte als Punkte 
der durch die Ecke x beschriebenen Kurve dritter Ordnung nach- 
gewiesen. 

Nach diesen Vorbereitungen hat es nun keine Schwierigkeit mehr, 
die in No. 2 angegebene Erzeugung als eine allgemeine, das heisst als 
eine solche nachzuweisen, durch welche jede beliebige Kurve dritter 
Ordnung erzeugt werden kann. In der That: ist irgend eine Kurve 
dritter Ordnung gegeben, so schreibe man ihr irgend ein Viereck 
fhe\ ein, dessen Seiten fh, he, e\y h^f die Kurve zum dritten Male 
beziehlich in den Punkten a, g^ g^ (^ treflfen mögen, und ziehe von 
irgend einem andern Punkte d der Kurve, der aber nicht in dem 
Durchschnitt der beiden Linien ag und a^g^ liegt, nach zwei auf ein- 
ander folgenden der letztgenannten Punkte, zum Beispiel nach g^ und 
g, die Geraden, welche die gegenüberstehenden Seiten des Vierecks 
beziehlich in b^ und b schneiden mögen; dann sind die neun so ge- 
wonnenen Punkte der Kurve zufolge der vorher gegebenen Entwickelung 
zugleich Punkte derjenigen Kurve dritter Ordnung, welche durch eine 
Ecke X eines Vierecks xuyu^ beschrieben wird, dessen Ecken u und 
üj sich beziehlich in den Geraden eh^ und eh bewegen, während die 
ISO Seiten xUj uy, yu^, u^x und die Diagonale xy f beziehlich um die 
Punkte a, bj \j a^, d sich drehen. Diese so erzeugte Kurve hat mit 
der gegebenen neun Punkte gemein; und zwar, da d nicht in dem 
durch die übrigen acht Punkt schon bedingten Punkte (nämlich in dem 
Durchschnittspunkte der Geraden ag und a^g^ liegt, neun solche 
Punkte, durch welche eine Kurve dritter Ordnung bestimmt ist. Somit 
fallt die durch die Ecke x erzeugte Kurve mit der gegebenen zu- 
sammen, und die Definition No. 2 ist als allgemein nachgewiesen. 
Hiermit ist zugleich gelegentlich der nachstehende Satz bewiesen: 

Wenn man einer Kurve dritter Ordnung ein Viereck (fheh^) ein- 
schreibt, dessen vier Seiten (fh, he, eh^, h^f) die Kurve bezieklieh in 



Nachweis der zweiten und dritten Definition. 
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vier neuen Punkten (a, g^, g, a^) treffen, wnd man zieht von zweien 

dieser letztgenannten vier Punkte, die in gegenüberliegenden Seiten jenes 

Vierecks liegen (zum Beispiel von g und a oder von g^ und a^), die 

Geraden bezieMich nach einem neunten und einem zehnten Punkte der 

Kurve (d wnd x), was auf vier Arten möglich ist, so geht jedesmal 

dk Verbindungslinie derjenigen Punkte (b uyid u oder b^ und u^), worin 

diese Geraden beziehlich die gegenüberliegenden Seiten des Vierecks treffen, 

dmch einen und denselben Punkt (y) der Verbindungslinie des neunten 

und zehnten Punkts, welche jener vier möglichen Arten der Verbindung 

man auch wählen nuig. 

Den Beweis davon, dass auch die dritte Definition allgemein sei, 
will ich hier nur mehr andeuten als ausfahren. Es sei x (Fig. 16) 
der veränderliche Punkt, dessen Verbindungslinien mit den festen Punkten 
üj h, c beziehlich die festen Geraden A, B, C so schneiden, dass die 
drei Durchschnittspunkte u, v, w in. gerader Linie liegen. In dem ange- 
fflirten Aufisatze (S. 125 { hier S.65f. } )habe ich gezeigt, dass daim der geo- 
metrische Ort von 

X eine Kurve drit- ^^ 

ter Ordnung ist, 
welche durch fol- 
gendeneun Punkte 
geht: 

0, b, c, BC, CA, 
AB, bcA, caB, 
abC, 

die ich beziehlich 

mit 

c, 6, c, Ol, 6i, q, 

bezeichnen will. 
Nun lässt sich 

leicht zeigen, dass man jeder Kurve dritter Ordnung Dreiecke ein- 
schreiben kann, deren entsprechende Seiten sich auf der Kurve schneiden. 
Es seien abc und a^b^c^^ zwei solche, einer gegebenen Kurve dritter 
Ordnung eingeschriebene Dreiecke, deren entsprechende Seiten sich be- 
ziehlich in den Kurvenpunkten y, cc, ß schneiden. Dann sind diese 
neun Punkte zugleich Punkte der Kurve dritter Ordnung, welche durch 
einen Punkt x beschrieben wird, dessen Verbindungslinien mit a, b, c 
die Geraden fb^c^, qa^, a^b^ beziehlich in dreien in gerader Linien lie-i8i 
genden Punkten schneiden; und zwar sind es neun solche Punkte, durch 




Fiff. 16. 
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welche die Kurve dritter Ordnung bestimmt ist; folglich fallt die durch 
X erzeugte Kurve mit der gegebenen zusammen , und die Definition 
No. 3 ist als allgemein nachgewiesen. 

Um den Gegenstand endlich noch von einem allgemeineren Ge- 
sichtspunkte aus zu betrachten^ werde ich den allgemeinen Satz über 
die Art, wie Kurven dritter Ordnung und Kurven dritter Klasse durch 
Bewegung von geraden Linien erzeugt werden können, au&tellen, aus 
welchem man dann beliebig viele rein geometrische Definitionen der 
Kurven dritten Grades ableiten kann. 

Um diesen Satz in leicht fasslicher Form aussprechen zu können, 
will ich mich des Begriffs der offenen (nicht geschlossenen) Figur be- 
dienen. Die offene Figur besteht aus einer Reihe von Punkten und 
geraden Linien, in der Art, dass auf jeden Punkt eine durch ihn 
gehende Gerade und auf jede Gerade ein in ihr liegender Punkt folgt, 
bis endlich die Reihe entweder mit einem Punkte oder einer Geraden 
schliesst; wie sie denn auch entweder mit einem Punkte oder mit 
einer Geraden beginnt. Punkt und Gerade will ich zusammen Elemente 
nennen; das Element, mit welchem jene Reihe beginnt, will ich 
Anfangselement, das, womit sie schliesst, Endelement, beide zusammen 
Grenzelemente der offenen Figur nennen; alle Punkte der Reihe, die 
nicht Grenzelemente sind, nenne ich Ecken, alle Geraden der Reihe, 
die nicht Grenzelemente sind, Seitenlinien oder kurzweg Seiten der 
offenen Figur. Es sind hiemach also drei Fälle möglich: entweder 
beide Grenzelemente sind PNmkte; dann hat die Figur eine Seite mehr 
als sie Ecken hat; oder beide Grenzelemeni^e sind Gerade; dann hat 
sie eine Ecke mehr, als sie Seiten hat; oder endlich: Ein Grenzelement 
ist ein Punkt, das andere eine Gerade; dann hat sie ebenso viele 
Ecken als Seiten und verwandelt sich, wenn der Grenzpunkt in der 
Grenzlinie liegt, in eine geschlossene Figur. Wenn die offene Figur 
sich stetig verändert, so können bei dieser Veränderung in besonderen 
Uebergangsfällen zwei aufeinander folgende Gerade der Reihe oder 
zwei aufeinander folgende Punkte derselben zusammenfallen; alsdann 
kann man dort jeden Punkt der zusammenfallenden Geraden als zwischen- 
liegende Ecke, hier jede durch die zusammenfallenden Punkte gelegte 
Gerade als zwischenliegende Seitenlinie der offenen Figur auffassen. 
Der Satz von Erzeugung der Kurven dritten Grades wird sich nun in 
folgender Gestalt darstellen lassen: 

Wenn in einem Verein dreier offerier Figuren j deren A^ifangs- 

demente und deren Endelemente zusammenfallen ^ alle Seiten der- 

IS2 sdben um f feste Punkte und alle Ecken der sähen in festen Geraden 

sich bewegen^ so beschreibt jedes Grenzelement ein Gebilde dritten 
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Grades*); und ausser dieser giebt es Jceine durdi blosse gerade Linien 
bedingte Erzeugung der Gebilde dritten Grades, 

Der Beweis des ersten Theils dieses Satzes ist in dem oben an- 
geführten Aufsatze gegeben , in welchem der Satz für höhere Kurven 
aufgestellt ist. Dass es ausserdem keine andere lineale Erzeugungs- 
weise der Gebilde dritten örades giebt , folgt leicht aus demselben 
allgemeinen Satze für höhere Kurven^ indem sich leicht zeigen lässt, 
dass alle andern Erzeugungsarten entweder höhere oder niedere Gebilde 
liefern. Der Satz, den ich hier aufgestellt habe, bietet drei wesentlich 
verschiedene Falle dar, nämlich: erstens, wenn die drei offenen Figuren 
Punkte zu Grenzelementen haben, so beschreiben beide Punkte, jeder eine 
Kurve dritter Ordnung; oder zweitens, wenn die Grenzelemente gerade 
Linien sind, dann umhüllen diese Geraden jede eine Kurve dritter Klasse; 
oder endlich, wenn von den Grenzelementen eins ein Punkt, das andere 
eine Gerade ist, so wird von jenem eine Kurve dritter Ordnung be- 
schrieben, von dieser eine Kurve dritter Klasse umhüllt. Ich will 
hierbei noch bemerken, dass von den drei oben zu einer Definition 
aufgestellten Erzeugungsarten No. 2 zu dem ersten dieser drei Falle, 
und No. 1 und No. 3 zu dem letzten derselben gehören. 

Stettin, den 28. November 1847. 



*) Ich sage, ein Punkt beschreibe ein Gebilde n-ten Grades, wenn er eine 
Kurve i»-ter Ordnung (ein Punktgebilde n-ten Grades) durchlftufb, und eine Gerade 
beschreibe ein Gebilde n-ten Grades, wenn sie eine Kurve n-ter Klasse (ein 
Liniengebilde n-ten Grades) umhüllt. • 
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187 Der allgemeine Satz über die Erzengnng aller alge- 
braischer Kurven durch Bewegung gerader Linien. 



Von 

Prof. Dr. H. Grassmann, 

Oberlehrer an der Friedrich-Wilhelm-Schule za Stettin. 



Grelles Journal Bd. 42, Hefk m, S. 187—192 (1851). 



Vor längerer Zeit habe ich in dem ersten Theile meiner Aus- 
dehnungslehre (§ 145 — 148)*) einen allgemeinen Satz mitgetheilt über 
die Erzeugung der Kurven höherer Ordnungen sowie der algebraischen 
Oberflächen durch Bewegung gerader Linien oder Ebenen; und im 
CreUe^schen Journal (Band 31 und 36) habe ich besondere Anwen- 
dungen desselben, besonders auf Kurven dritter Ordnung, gegeben. Die 
Bearbeitung des zweiten Theils jenes Werks, den ich jetzt unter der 
Feder habe, hat mich wieder auf den Gegenstand zurückgef&hrt, und 
ich bin dabei zu einer Reihe neuer Resultate gelangt, von denen ich 
diejenigen, welche sich an die in den erwähnten Abhandlungen darge- 
stellte Analyse anschliessen, den Lesern des Creife'schen Journals in 
einer Reihe von Aufsätzen mitzutheilen beabsichtige. 

Der oben erwähnte Satz, dem ich hier eine wesentliche Ergänzung 
hinzufägen will, findet sich im 31. Bande des CreUe'achen Journals 
(hier S. 50} in folgender Form ausgesprochen: 

Wenn die Luge ehies beweglichen Punktes x in der Ebene dadurch 
beschränkt ist, dass ein Punkt und eine Gerade^ welche durch KonstruJc- 
tianen vermittels des Lineals au^s jenem Punkte x und einer Beihe fester 
Punkte und Geraden hervorgehen ^ zusammenliefen sollen (das lieisst der 
Punkt in der Geraden liegen soll), so beschreibt der Punkt x ein alge- 
braisches Pufiktgebilde und zwar ein Punktgebilde n-ten Grades (eine 

*) { Gea. Werke I, 1, S. 246—249. } 
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Kurve nrter Ordnung)^ wenn hei den Konstruktionen der bewegliche Punkt 
n-mai angewandt ist. 

Den Beweis dieses Satzes^ der eine Erweiterung des PascaVachen 
Satzes über das mystische Sechseck ist^ habe ich in der Ausdehnungs- 
lehre aus den f Principien dieser Wissenschaft und im 31. Bapdeiss 
des Oelfe'schen Journals aus der gewöhnlichen Analyse hergeleitet^ 
und habe diesem Beweise hier nichts hinzuzufügen. Um jedoch den 
Satz einer allgemeinen Behandlung algebraischer Kurven zu Gründe 
legen zu können, bedarf derselbe noch einer Ergänzung, indem nämlich 
gezeigt werden muss, dass auch umgekehrt jede algebraische Kurve auf 
ik in dem Saize angegebene Weise erzeugt werden kann. Und dies 
nachzuweisen ist der Hauptzweck des gegenwärtigen Aufsatzes. 

Ist f{Xj y) = die Gleichung einer algebraischen Kurve, bezogen 
auf ii^end ein Axenkreuz, also f{x, y) eine ganze rationale Funktion 
von X und y, so geht diese Funktion aus x^ y und den Konstanten 
durch Addition und Multiplikation her- 
vor. Es kommt also nur darauf an, 
die Addition und Multiplikation zweier 
Zahlgrössen durch lineale Konstruktion 
darzustellen. Unter linealer Konstruk- 
tion verstehe, ich nicht nur die Verbin- 
dung zweier endlich entfernter Punkte 
durdi eine gerade Linie, sondern auch ^** ^^' 

das Ziehen der Parallele oder, anders ausgedrückt, die Verbindung eines 
endlich und eines unendlich entfernten Punktes durch eine Gerade, 
also überhaupt das Verbinden zweier Punkte durch eine Gerade. Um 
nun die Addition und Multiplikation durch geometrische Konstruktionen 
darzustellen, kommt es darauf an, jede der zu verknüpfenden Zahl- 
grössen durch geometrische Grössen zu ersetzen. 

Ich nehme zwei Koordinatenaxen an, die sich in c durchschneiden, 
und auf jeder derselben ein bestimmtes Stück als Maass; es sei dies 
ca auf der a?-Axe (Fig. 17) und cb auf der y-Axe; wobei es ganz gleich- 
gültig ist, ob diese beiden Maasse gleich lang sind oder nicht. Durch 
das Maass ca seien die Abscissen, durch das Maass cb die Ordinaten 
gemessen, und die Quotienten dieser Messungen seien eben x und y. 
Der Endpunkt der Abscisse sei x\ von dem Endpunkte der Ordinate 
sei, um alle Grössen auf derselben Linie, der Abscissenaxe, zu haben, 
die Parallele zu ba gezogen, welche die Abscissenaxe iu y schneide. 

Dann ist 

ex' cy 

x= — y = -^. 
1 ca^ ^ ca 

Graaamann, Werke. II. 6 
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Auch ist klar^ wie sowohl x als y aus dem die Kurve konstruirenden 
Punkte, den wir 'p nennen wollen, durch lineale Konstruktionen er- 
folgen (Fig. 17). Femer nehmen wir an, dass auch jede Eonstante in 

der Fimktion f{x^ y) durch einen 
»4 Punkt der Geraden ca m der Art 
dargestellt sei, dass die Entfernung 
dieses Punktes von dem Anfangs- 
punkt e, gemessen durch das Maass 
ca, jener Konstanten gleich sei. Auf 
„, ,„ diese Weise sind dann alle in der 

xlg. 18. 

189 Funktion f vorkommenden Grossen 

durch Punkte der Abscissenaxe dargestellt, und es kommt nur darauf 
an, auch die Summe und das Produkt zwei solcher Grossen auf gleiche 
Weise durch Punkte dieser Linie vermittels linearer Konstruktionen 
darzustellen. 

Es seien (Fig. 18) zuerst f und g zwei solche Punkte und h der 
gesuchte, also im ersten Falle 

f / «L ?^ — = c^ 

ca ~^ ca ca , 

oder 

cf -^ cg = ch. 

Die einfachste lineale Konstruktion der Punktes h ist die, dass man 
einen Punkt d ausserhalb der Geraden cf zu Hülfe nimmt, von f die 
Parallele zu crf, von d die zu cf zieht und von dem Durchschnitt e 
dieser beiden Linien die Parallele zu dg zieht, welche die Gerade cf 
in dem gesuchten Punkte h schneidet. 
Für die Multiplikation hat man 

cf cg ^^ch 

ca ca ca 

oder ^ , 

cf .cg = ch . ca. 

Aus der Proportion caicf = cg : ch ergiebt sich dann die lineale Kon- 
struktion von h unmittelbar. Hieraus folgt also, dass f{x, y) aus dem 
die Kurve konstruirenden Punkte p und konstanten Punkten und Ge- 
raden sich lineal konstruiren lässt. Soll nun f{x, y) gleich Null sein, so 
muss der zu f{x, y) gehörige Punkt in c fallen, also die Gerade, deren 
Durchschnitt mit ca den zu f(x, y) gehörigen Punkt liefert, muss durch 
c gehen: das heisst, es findet die in dem Hauptsatze ausgesprochene 
Bedingung statt, dass ein Punkt und eine Gerade, welche aus linealen 
Konstruktionen hervorgehen, zusammenliegen sollen; also ist die gegebene 
Kurve durch die in dem Hauptsatz angegebene Konstruktion er- 
zeugbar. Q. d. e. 
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Um den Hauptsatz für die Anwendung bequemer 2u machen, will 
ich den Begriff der offenen Figur und der Verkettung von geraden Linien 
einführen. Die offene Figur (s. CreOes Journal Bi 36 { hier S. 78 ) ) 
besteht aus einer Reihe von Punkten und geraden Linien in der Art, 
dass auf jeden Punkt eine durch ihn gehende Gerade und auf jede 
Gerade ein in ihr liegender Punkt folgt, bis endlich die Reihe ent- 
weder mit einem Punkte oder mit einer Geraden schliesst; wie sie 
denn auch entweder mit einem Punkte oder mit einer Geraden beginnt. 
Punkt und Gerade nenne ich zusammen Elemente; das Element, mit 
welchem jene Reihe beginnt oder schliesst, nenne ich Anfangs- oder 
Enddementy beide zusammen Grenzelemente; .alle Punkte oder Geraden 
jener Reihe, die f nickt Grenzelemente sind, nenne ich Ecken oderi90 
Seiten der offenen Figur. Wenn man nun (Fig. 19) ein Element x 
zum Anfangselement mehrerer offenen Figuren macht, dann unter den 
so gewonnenen offenen Figuren zwei 
beliebige so zusammenschliesst, dass 
sie ein gemeinschaftliches Endelement 
erhalten, welches zugleich Anfangs- 
element einer neuen offenen Figur 
wird, und beliebig fortfahrt, die jedes- 
mal noch übrigen offenen Figuren auf 
die angegebene Weise paarweise zu- 
sammenzuschliessen, so will ich die so 
hervorgehende Figur eine Verkettung 

gerader Linien nennen; das Element x soll das Anfangselement dieser 
Verkettung, die samtlichen übrigen Grenzelemente der offenen Figuren 
sollen die TJebergangsdeinenie der Verkettung heissen, während ich die 
Ecken und Seiten der offenen Figuren zugleich als Ecken und Seiten 
der Verkettung setze. Wenn insbesondere zuletzt nur Eine offene 
Figur übrig bleibt, deren Endelement mit dem Anfangselement x der 
Verkettung zusammenfällt, so nenne ich die Verkettung eine geschlossene^ 
und zwar vom n-ten Grade, wenn von dem Anfangselement {pc) n offene 
Figuren ausgehen (die letzte mit eingerechnet, welche x zum Elemente 
hat). Dann lautet der Satz wie folgt: 

Wenn sich eine Verkettung n-ten Grades lineal, das heisst so he- 
7€egtj dass alle Seiten durch feste Punkte gehen und alle Ecken in festen 
Geraden Ueibenj so beschreibt das Anfangsdement der Verkettung ein 
Gebilde n-ten Grades. 

Wendet man diesen Satz zum Beispiel auf die Kurven zweiter, 
dritter und vierter Ordnung an, so erhält man folgende abgeleiteten 
Sätze: 

6* 
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1) Wenn in einer geschlossenen Figur alle Ecken und Seiten, mit 
Ausnahme einer Ecke, sich lineal bewegen (das heisst die Ecken in festen 
Geraden, die Seiten um feste Punkte), so beschreibt diese letzte Ecke einen 
Kegelschnitt 

2) Wenn drei offene Figuren, mit gemeinschaftlichen Gremde-^ 
menten, sich lineal bewegen (das heisst so, dass die Ecken in festen Geraden 
bleiben, die Seiten durch feste Punkte gehen), so beschreibt jedes der 
Grenzdeinente ein Gebilde dritten Grades (siehe Crelles Journal 
Band 36 [hier S.78f.]). 

3) Wenn fünf offene Figuren sich lineal bewegen, von denen vier 
alle dasselbe Änfangsdemewt (x) und paarweise dieselben Endelemente 
(y, z) haben, während die GrenzdemenJte der fünften mit diesen End- 
dementen (y, z) zusammenfallen, so beschreibt das Änfangsdement (x) 
ein Gdnlde vierten Grades (sidie Fig. 19). 

191 Ich füge hier noch zwei Bemerkungen hinzu, welche zur Erläu- 
terung und richtigen Anwendung des Hauptsatzes dienen werden. Zu- 
erst ist es klar, dass yon den ofiPenen Figuren einige zusammenfallen 
können, und zwar in der Art, dass sie auch gleiche Grenzelemente 
haben. Dies Zusammenfallen wird sich dann in der Verkettung selbst 
nur dadurch zu erkennen geben, dass ein folgendes Uebergangselement 
mehr als drei Grenzelemente in sich vereinigt. Der Grad der Ver- 
kettung, und also auch des erzeugten Gebildes, wird sich auch in diesem 
Falle leicht angeben lassen. Es werde zum Beispiel in Fig. 19 der 
Weg gesucht, den y beschreibt, also y als Anfangspunkt der Verkettung 
gesetzt. Alsdann gehen von dem Uebergangselement x, ausser den 
beiden offenen Figuren, die von y direct nach x gehen, noch zwei 
offene Figuren aus: mithin müssen jene ersteren beiden doppelt ge- 
rechnet werden, und es ist die Verkettung vom fünften Grade; y be- 
schreibt also eine Kurve fünften Grades, und .dasselbe gilt von z. Es 
würde sich leicht nachweisen lassen, dass in solchen F^en jedesmal 
Kurven mit Doppelpunkten erzeugt werden (vergl. darüber die Abband- 
lung in dem 31. Bande des OeHeschen Journals, Seite 128 {hier S.69}). 
Doch möge dieser Nachweis dem Leser überlassen bleiben. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf die Uebergangsfälle, in 
welchen der Grad des Gebildes scheinbar niedriger wird. Dies kann 
auf zweifache Art geschehen, indem entweder die ganze Funktion n-ten 
Grades f{x, y), welche, gleich NuU gesetzt, die Kurve bestimmt, in 
Faktoren sich zerfallen lässt, von denen zwei oder mehrere einander 
gleich sind, oder wenn Koefficienten Null werden und dadurch die 
Glieder höherer Grade wegfallen; ja es könnten alle Koefficienten Null 
und dadurch die Kurve ganz unbestimmt werden. In allen diesen 
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Fallen wird man jedoch du^ch Variation der Eonstanten sogleich die Kurve 
n-ter Ordnung wieder in Evidenz bringen können; und insofern wir 
also jene besondem Fälle nur als Uebergangsfälle betrachten^ in denen 
die allgemeinen Eonstanten gewisse besondere Werthe annehmen, 
werden wir auch diese Uebergangsgebilde als Gebilde n-ten Grades 
setzen müssen. Nur unter dieser Voraussetzung hat der aufgestellte 
Satz seine vollkommen allgemeine Bedeutung, wie denn auch alle 
allgemeinen Sätze über algebraische Kurven nur unter dieser Voraus- 
setzung gelten. Schliesst man das unbestimmte Gebilde n-ten Grades 
aus und nimmt an, dass die sämtlichen Koef&cienten der Glieder der 
m höchsten Grade verschwinden, so bleibt die Kurve vom (n — m)-ten 
Grade; und um f sie als Kurve n-ten Grades aufzufassen, hat man mi92 
gerade Linien, welche ins Unendliche fallen, mit der Kurve (n — m)-ter 
Ordnung zusammenzufassen. Obgleich das soeben Gesagte hinlänglich 
bekannt ist, so glaubte ich es doch hier noch einmal in Erinnerung 
bringen zu müssen, da die Art, wie wir aus einer Gleichung n-ten 
Grades die lineale Erzeugung der betreffenden Kurve ableiteten, stets, 
wenn die Gleichung mehr als ein variables Glied enthält, auf ein Ge- 
bilde von höherem als dem n-ten Grade hinführt, welches sich aber in 
ein Gebilde n-ten Grades und in eine Reihe von geraden Linien, die 
ins Unendliche fallen, zerfallen lässt. Ich denke, auf diese besonderen 
Verhältnisse in einer späteren Abhandlung zurückzukommen. 

Stettin, im Juli 1851. 



\ 
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193 Die höhere Projektivität und Perspektivität in der 
Ebene; dargestellt durch geometrische Analyse. 



Von 

Prof. Dr. H. Grassmsnn, 

Oberlehrer an der Friedrich- Wilhelm-Schule lu ätettiu. 



Grelles Journal Bd. 42, Heft III, S. 193—203 (1851). 

§1. 
Das Beohnen mit planimetrisohen Produkten. 

Die fruchtbaren Beziehungen der Perspektivität und Projektivität, 
wie sie von Steiner zuerst mit so viel Glück bearbeitet sind, und die 
entsprechenden Beziehungen für Kurven höherer Grade ergeben sich aus 
der geometrischen Analyse, wie ich sie besonders im 31. Bd. des CreUe- 
sehen Journals {hier S. 49flF.} entwickelt habe, so unmittelbar und leicht, 
dass man nur nöthig hat, die fortschreitende Bildung eines geometrischen 
Produktes mit einem variablen Punkte oder Strahl mit Aufmerksam- 
keit zu verfolgen, um jene Beziehungen in ihrer ganzen Einfachheit 
und Anschaulichkeit vor Augen zu haben. Der Uebersicht wegen 
werde ich den Algorithmus, wie ich ihn in der angeführten Abhandlung 
dargestellt habe und ihn hier anwenden will, ins Gedächtniss zurück- 
rufen. Ich verstehe nämlich (abgesehen von den in meiner Ausdeh- 
nungslehre zugleich mit dargestellten metrischen W^rthen der räum- 
lichen Grössen) unter ab ^e Verbindungslinie der beiden Punkte a 
und &, unter AB den Durchschnittspunkt der beiden Geraden A und 
B und setze ab oder AB Null, wenn a und 6 oder A und B zu- 
sammenfallen. Endlich soll die Gleichung Ab =^0 ausdrücken, dass 
der Punkt b in der Geraden A liegt. Ueberall werde ich die Punkte 
mit kleinen, die {geraden} Linien mit grossen Buchstaben bezeichnen 
und festsetzen, dass, wenn in einem solchen Ausdrucke keine Klammem 



Planimetrische Produkte. 87 

stehen, die Verknüpfung von der Linken zur Rechten fortschreiten soIL 
Also wird zum Beispiel unt^r ahC der Durchschnitt der beiden Ge- 
raden ab und C zu verstehen sein. Ich werde solche Ausdrücke j^Jemi- 
mdrkchc Produkte nennen*). Zugleich erinnere ich an das in der er- 
wähnten Abhandlung mitgetheilte Resultat, dass, wenn in der Gleichung 
Ah= A und h planimetrische Produkte von Punkten und Linien 
sind und in diesen beiden Produkten der veranderliche Punkt x zu- 
sanunen n-mal als Faktor vorkommt, daraus zwischen den Koordinaten 
von X f eine Gleichung w-ten Grades entspringt, also x eine Kurve ti-teri94 
Ordnung beschreibt. Diesen Satz, der eine Erweiterung des bekannten 
Po^'schen Satzes ist, habe ich in der vorhergehenden Abhandlung 
in der Art er^nzt, dass auch umgekehrt jede algebraische Kurve sich 
in der soeben angegebenen Weise, das heisst hier durch eine Gleichung 
darstellen ^sst, deren eine Seite Null und deren andere ein plani- 
metrisches Produkt ist, welches den veränderlichen, die Kurve be- 
schreibenden Punkt X als Faktor enthält. 

Noch will ich der Bequemlichkeit wegen folgende Bezeichnungen 
mir erlauben, die auch schon so^t in analoger Weise üblich sind. 
Nänllich, wenn zwei Punkte a und b oder zwei Gerade A und B zu- 
sammenfallen, so will ich .dies durch 

a^b, A = B 

ausdrücken; welche Formeln also identisch sind mit den Gleichungen 

a6 = 0, AB-=0, 

Femer soll durch Ab .c^ wenn der Punkt b nicht in der Geraden A 
liegt, gleichfalls der Punkt c dargestellt werden, so dass also 

Ab ,c^c^ weim Ab ungleich Null ist. 

Um den Algorithmus flüssiger zu machen, werde ich die ein- 
fachsten Umgestaltungsformeln ableiten. Unmittelbar leuchtet ein, dass 

(1) ab = ba, AB=BA 

ist. Femer, wenn in dem Produkt aftC, welches den Durchschnitt der 
beiden Geraden ab und C darstellt, der Punkt b in der Geraden C 
liegt, so wird abC^b sein, wenn nicht etwa auch a in C liegt; in 
diesem letzteren Falle ist aber offenbar abC=0. Beides lässt sich 
zusammenfassen in die Gleichung 

(2) abC = aC.b, 



*) Nach der in meiner „Ausdehnungslehre" (§ 127, 128 { Ges. Werke I, 1, 
S. 210—212 )) gegebenen Nomenklatur wurde ich sie „auf die Ebene bezügliche 
Pi^odnkte" nennen müssen, womit der hier gewählte Ausdruck gleichbedeutend ist. 
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welche stets gilt^ wenn b in C liegt, das heisst hC = ist. Ebenso 
ist, reciprok, 

(3) ABc = Ac.B, 

wenn c m B liegt. Da ich von dieser Umgestaltung häufig Gebrauch 
machen werde, so will ich dieselbe in Worten ausdrücken: 

Wenn von den fortschreitenden Faktoren eines planimetrischen Pro- 
duktes zwei aufeinander folgende einen Punkt und eine [gerade] Linie 
darstellen, und der Punkt in der Linie liegt, so kann man die beiden 
Faktoren vertauschen. 

Ich will dabei noch gelegentlich bemerken, dass diese Beziehung 
auch dann noch gilt, wenn man die metrischen Werthe berücksichtigt, 
so dass man in diese letzten Formeln auch statt des Zeichens E^ das 
195 Gleichheitszeichen hätte f einführen können. Hingegen ist ah = — ha 
und AB = — BA, so dass sich in den Formeln (1) nicht das Gleich- 
heitszeichen substituiren lässt. 

Endlich ist immittelbar klar, dass die Gleichung 

(4) ahc = o4pr ABC = 

ausdrückt, dass die drei Punkte a, h, c in einer Geraden liegen oder 
dass die drei Geraden A, By C durch einen und denselben Punkt 
gehen, und dass man also in diesen Gleichungen die drei Faktoren be- 
liebig vertauschen xmd zusammenfassen kann. Hat man daher eine 
Gleichung von der Form 

(5) ahCdEfg=0, 

und überhaupt eine Gleichung, deren eine Seite Null und deren andere 
Seite ein planimetrisches Produkt ist, dessen beide ersten und dessen 
beide letzten Faktoren von gleicher Art (beides Punkte oder beides 
Linien) sind, während sonst überall Punkte und Linien wechseln, so 
bleibt auch das umgekehrte Produkt Null, also hier « 

(6) gfEdCha = 0. 

Dies ergiebt sich sogleich durch wiederholte Vertauschung und Zu- 
sammenfassung der Faktoren in der Formel (4). Denn ahCdE stellt 
einen Punkt vor: also kann man statt (5) 

= gf(abCdE) 

schreiben. Aber gf und ah Cd stellen gerade Linien vor; also kann 
man statt dessen schreiben: 

= gf(ahCd)E = gfE{ahCd\ 
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und hierin wieder^ da gfE und ahC Punkte sind, 

= gfEd(abC), 

mithin, da gfEd und ab Linien sind, 

= gfEdC{ah) = gfEdCha, 

Dasselbe gilt dann auch allgemein für alle öleichungsformen von der 
oben bezeichneten Art. 

§2. 
Die gewöhnliche Projektivität und Penpektivität. 

Nach diesen Vorbemerkungen schreite ich zur Betrachtung eines 

Produkts mit einem venLnderlichen Punkte x. Betrachten wir zuerst 

das Produkt 

xaBcDeF . . ., 

Wo auf X abwechselnd Punkte und Linien folgen, so stellt xa einen 
Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkt a vor, xaB die damit per> 
^ktivische Gerade £, indem nämlich dem Strahle xa jenes Büschels 
<ler Punkt xaB in dieser f Geraden entspricht; ebenso stellt xaBc eineni96 
^trahlenbüschel mit dem Mittelpunkt c vor, welcher zu dem Strahlen- 
Viüschel um a perspektivisch ist, und zwar so, dass die Gerade B ihr 
perspektivischer Durchschnitt ist. Femer stellt xaBcD eine Gerade D 
^or, die mit dem Strahlei^büschel c und der Geraden B perspektivisch, 
^Iso mit dem Sirahlenbüschel a projektivisch ist, und so fort; so dass 
je zwei aneinander grenzende, oder nur durch ein Mittelglied getrennte 
Gebilde zu einander perspektivisch, je zwei durch mehr als ein Mittel- 
glied getrennte Gebilde zu einander projektivisch sind. Es würde sich 
aus den aufgestellten Principien leicht das bekannte Resultat ableiten 
lassen, dass sich hierbei jede ungerade Anzahl von Mittelgliedern auf 
drei, jede gerade Anzahl auf zwei oder, wenn imaginäre Mittelglieder 
ausgeschlossen sind, auf vier Mittelglieder zurückführen lässt; was wir 
jedoch hier übergehen, um zu den wichtigeren Ergebnissen fortzu- 
schreiten. 

Man betrachte jetzt den Durchschnitt zweier projektivischer Strahlen- 
büschel (das heisst die Gesammtheit der Durchschnittspunkte ihrer ent- 
sprechenden Strahlen), etwa der Strahlenbüschel xa und xaBcDe, und 
^ sei der variable Durchschnittspunkt der entsprechenden Strahlen: so 
heisst das, der Strahl xaBcDe solle durch x gehen; man erhält also 
ie Gleichung 

xaBcDex = 0, 



f 
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folglich eine Gleichung zweiten Grades, das heisst der Durchschnit 
zweier projektivischer Strahlenbüschel ist ein Kegelschnitt. Sind di. 
beiden Strahlenbüschel perspektivisch, so zerfallt der Kegelschnitt ii 
zwei gerade Linien, deren eine der perspektivische Durchschnitt beide 
Strahlenbüschel, die andere die Verbindungslinie der Mittelpunkte isi 
Alles dies sind bekannte Resultate, deren Ableitung aus dem an 
gegebenen Algorithmus ich hier nur ausgeführt habe, um den Wej 
zur höheren Perspektivitat zu bahnen. Diese ergiebt sich bei der Ver 
folgung des eingeschlagenen Weges von selbst, wenn man den variable] 
Punkt X wiederholt in das Produkt einführt. 



§3. 

FrojekÜvität und FerspekÜvität von Büseheln erster und sweiter 

Ordnung. 

Man betrachte das Produkt 

(7) xaBcDxB^, 

Es wird dadurch, wenn das Produkt nicht Null ist, ein bestimmte 
Punkt in B^ dargestellt, welcher dem Punkte x entspricht Fragei 
wir zuerst, welchen Punkten x ein- und derselbe Punkt g in B^ ent 
spricht, so haben wir, da dann der Strahl xaBcDx durch g gehei 
muss, die Gleichung 

(8) xaBcDxg=0,^ 

197 also die Gleichung eines Kegelschnitts. Allen Punkten dieses Kegel 
Schnitts entspricht in B^ derselbe Punkt g] wir können daher sagen 
diesem Kegelschnitte selbst entspreche der Punkt g. Wird g als dei 
Durchschnitt von B^ und einer Geraden G gesetzt, so erhält man di< 
Gleichung in der Form 

(9) xaBcDxB^G = 0, 

In dieser Form zeigt die Gleichung unmittelbar, dass alle Kegel 
schnitte, welche den verschiedenen Punkten g entsprechen, diejenigei 
Punkte gemein haben, welche das Produkt xaBcDxB^ Nul 
machen. Welche Punkte sind dies? Um bei der Beantwortung diesei 
und ähnlicher Fragen nicht durch Nebenfragen gestört zu werden 
wollen wir zuerst einen Fall behandeln, den wir dann bei der ganzei 
folgenden Betrachtung ausschliessen werden, nämlich den, dass zwe 
auf einander folgende konstante Faktoren zusammenfallen (der Punki 
in die Linie). Fällt zum Beispiel c in D, so lassen sich nach Formel {2] 
diese beiden Faktoren vertauschen und man erhält xaBcD ^ xaBD . c 
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Nun ist die Gleichung xaBD :== 0, da sie ausdrückt, dass der Punkt 
xaB in der Geraden D liegt , die Gleichung einer geraden Linie, und ' 
damit zerfällt dann der Kegelschnitt (8) in zwei gerade Linien, von 
denen die eine, nämlich die durch die Gleichung xaBD ^=0 vor- 
gestellte, allen jenen Kegelschnitten gemein ist, wahrend die anderey 
die durch die Gleichung cxg >» dargestellt wird, um den Pimkt c 
rotirt. Sieht man daher von jener unveränderlichen Linie ab, so haben 
wir wieder den früheren Fall eines Strahlenbüschels (um c) und einer 
damit perspektivischen Geraden B^, Dasselbe Zerfallen in niedere Ge- 
bilde wird offenbar überall eintreten, wo ein konstanter Punkt in eine 
konstante Gerade fällt, die ihm als Faktor folgt oder vorangeht. Ich 
werde daher diesen Fall ein- für allemal von der Betrachtung aus- 
Bchliessen. 

Kehrt man nun zu der Frage zurück, welche Punkte x das Pro- 
dukt xaBcDxB^ Null machen, so geschieht dies erstens durch den 
Punkt x^a. Zweitens, wenn x nicht in a fällt, kann auch xaB 
ificht Null sein; denn dann müsste die Gerade xa in B fallen, also 
auch der Punkt a in B, was wir ausgeschlossen haben. Aus dem- 
selben Grunde kann also auch xaBc und xaBcD nicht Null werden. 
Der nächste mögliche Fall ist demnach, dass der Punkt xaBcD mit 
X zusammenfällt. Dann muss x sowohl in der Geraden D als { auch } 
m der Geraden xaBc liegen. Letzteres giebt die Gleichung xaBcx = 0^ 
das heisst die Gleichung eines Kegelschnitts, der in die Geraden B 
und ac zerfällt. Die Durchschnitte dieser beiden Geraden mit der 
Geraden D geben also zwei Punkte, und zwar die beiden einzigen, für 
welche der Punkt xaBcD mit x zusammenfällt. Drittens, fwenn auch 198 
xaBcDx nicht verschwindet, stellt es einen durch x gehenden Strahl 
vor. Soll also dann xaBcDxB^ Null sein, so muss dieser Strahl mit 
JBj zusammen-, also sowohl der Punkt x als { auch } der Punkt xaBcD 
in B^ fallen. Letzteres giebt xaBcDB^ = oder durch Umkehrung 
B^DcBax = 0; das heisst x liegt in der Geraden B^DcBa, aber auch 
in B^, also im Durchschnitt beider, das heisst es ist 

x = B^BcBaB^. 

Also machen folgende vier Punkte, aber auch keine andern, statt 
X gesetzt, das Produkt xaBcDxB^ gleich Null, nämlich 

a, BD, acD, B^DcBaB^, 

die wir nach der Reihe mit 

a, 6, d, e 



92 V. Höhere ProjeTitivitÄt i. d. Ebene durch geom. Analyse. C. J. 42. 



bezeichnen wollen (Fig. 20). Die Kegelschnitte (8) oder (9) schlingei 
sich also alle um diese Tier festen Punkte a^ by dj e. Man erhal 
demnach eine Schaar von Kegelschnitten, welche alle die vier festei 
Punkte a, h, d, e gemein haben und deren jedem in B^ ein Punki 
nämlich derjenige Punkt entspricht, in welchem dieser Kegelschnitt di« 
Gorade B^ ausser dem Punkte e zum zweitenmal schneidet. Wir könnei 
jene Schaar einen Kurvenbüschd zweiter Ordnung nennen^ a, hj d, e di( 

Mittelpunkte dieses Büschels. Von de 
Geraden B^y welche durch einen diese 
Mittelpunkte (t})geht und deren Punkfe 
den durch diese gehenden Kegel 
schnitten jenes Büschels entsprechen 
lässt sich sagen, dass sie mit jenen 
Kurvenbüschel perspektivisch sei. 

Betrachten wir jetzt weiter da 
Produkt 

xaBcDxB^c^By^e^F^ . . ., 

so zeigt sich der Strahlenbüschel un 
q mit der Geraden B^ perspektivisch 
und man kann in diesem Falle, nacl 
dem Princip der Sfeiwer'schen Be 
nennung, auch diesen Strahlenbüsche 
mit dem Kurvenbüschel perspektiviscl 
nennen. Nach demselben Princip werden wir die Gerade D^, dei 
Strahlenbüschel e^ , die Gerade F^ u. s. w. mit jenem Kurvenbüschel pro 
jektivisch nennen können. Betrachten wir den Durchschnitt jenes Kur 
venbüschels mit einem der damit projektivischen Strahlenbüschel, etwi 
mit xaBcDxB^c^D^ey, das heisst also die Gesamtheit der Durch 
Schnittspunkte der Strahlen dieses Büschels mit den entsprechende! 
Kegelschnitten jenes Kurvenbüschels, und ist x dieser variable Durch 
schnitt, so heisst das: der Strahl xaB . , . e^ soll durch x gehen, um 
wir erhalten die Gleichung 

xaBcBxB^c^D^c^x = 0, 

i99also eine Gleichung dritten Grades: das heisst der Durclischnitt einei 
Büschels erster und [eines] zweiter Ordnung ist eine Kurve drittel 
Ordnung, 




Fig. 20. 
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§4. 

Frojektivität und Ferspektivität von BÜBoheln erster* und dritter 

Ordnung. 

Ehe ich zur dllgemeinen Betrachtung übergehe, will ich den ein- 
geschlagenen Weg noch einen Schritt weiter verfolgen und betrachte 
zu dem Ende das Produkt (siehe Fig. 21) 

Jedem Punkte x^ der dieses Produkt nicht KuU macht, entspricht in 
Bj ein bestimmter Punkt. Es werde in B^ der Punkt g^B^G be- 




Fig. 21. 

trachtet, und man suche die Punkte x, welchen derselbe entspricht 

das heisst für welchen der Strahl xa . . . D^x durch g geht, so hat 

man 

xaBcDxB^c^D^xg =0 oder 

xaBcDxB^c^D^xB^G = 0; 



(9 a) 



mithin ist der Ort von x eine Kurve dritter Ordnung. Allen Punkten 

dieser Kurve entspricht in B^ derselbe Punkt g, also jener Kurve 

dieser Punkt. Die Frage, welche Punkte alle diese Kurven dritter 

Ordnung gemein haben, ist identisch mit der Frage, welche Punkte, 

statt X gesetzt, das Produkt xaBcDxB^c^D^xB^ NuU machen. Dies 

sind aber erstens die vier Punkte, welche xaBcDxB^ Null machen. 

Ist zweitens dieser Theil des Produkts nicht Null, so ist auch das 

Produkt bis D^ hin ungleich Null und stellt einen bestimmten Punkt 

in Dj vor. Soll dieser mit x multiplicirt Null geben, das heisst mit x 

zusammenfallen, so muss x in D^ liegen, und zugleich in dem Strahle 

xaBcDxBj^Ci. Letzteres giebt die Gleichung 

(10) xaBcDxB^c^x = 0. 

Da hier xaBcDXy B^ und c^x Linien vorstellen, so können wir die 
Ordnung nach den Bemel-kungen zu Formel (4) verandem und dafür 
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xaBcDx{cyX)B^ = 

schreiben, und da hier x in c^x liegt, so ist auch nach Formel (2) 

xaBcD{c^x) , xB^ = 0; 

das heisst es zerfällt die Kurve (10) in den Kegelschnitt 
(11) xaBcD(^x = 

und in die Gerade B^ . So wird das Produkt xa . . . D^x durch den 
Durchschnitt B^D^ und durch die beiden Durchschnitte des Kegel- 
schnitts (11) und der Geraden D^ auf Null gebracht Zu diesem 
Resultate gelangt man übrigens auch leicht durch die blosse Betrachtung 
der Figur. Ist endlich dies Produkt xa . , . D^x ungleich Null, so stellt 
es einen durch x gehenden Strahl vor; soll dann xa . . . D^xB^ Null 
200 werden, so muss dieser Strahl mit B^ f zusammen-, also sowohl x in 
B^ fallen als auch der Punkt xa . , , D^. Letzteres giebt die Gleichung 

xaBcBxB^c^D^B^ = 0, 

also einen Kegelschnitt, dessen Durchschnitte mit B^ die letzten beiden 
Punkte sind, welche xa . , , D^xB^ Null machen. Setzen wir hier den 
Punkt B^D^c^B^^e^f so wird die Gleichung 

xaBcDxe^ = 0. 

Fasst man diese Resultate zusammen, so machen folgende neun Punkte, 

aber auch keine andern, statt x gesetzt, das Produkt xaBcDxB^c^D^xB^ 

Null: 

xaBcDc^x = (xaBcDßi ==0 



a, BD, acD, B^DcBaB^, B^D^, 



D^x = \ B^x = 0; 



Punkte, welche wir nach der Reihe durch 

a, 5, d, a, /) g und ä, i und k 

bezeichnen wollen. Die Kurven dritter Ordnung (9a) haben also 
diese neun festen Punkte a . , ,k gemein. Man erhält de];nnach eine 
Schaar von Kurven dritter Ordnung, welche sich um jene neun festen 
Punkte schlingen und deren jeder in B^ ein Punkt, nämlich derjenige 
Punkt entspricht, in welchem die Kurve die Gerade ausser den Punkten 
i und k zum drittenmale schneidet. Wir werden daher jene Kurven- 
schaar einen Kurvenbüschd dritter Ordnung, die neun Punkte a . . . £ 
die Mittelpunkte dieses Büschels nennen und den Büschel mit der 
durch zwei der Mittelpunkte i und k gehenden Geraden perspektivisch 
setzen können. Von hier aus gelangt man, genau wie vorher, zur 
Projektivität eines Gebildes dritter und erster Ordnung und zu dem 
Durchschnitt eines Büschels dritter und erster Ordnung, welcher eine 
Kurve vierter Ordnung liefert. 
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§5. 
Allgemeine FrojekÜvität und FerapekÜvität. 

Um nun das eiDgeschlagene Verfahren auf beliebige planimetrische 
Produkte anzuwenden, die das variable Element x enthalten, uehme 
ieh an, es sei X irgend ein Produkt, welches eine veränderliche, von 
X abhängige Gerade darstellt, und A sei eine feste Gerade. Dann 
drückt XAy wenn es nicht etwa Null ist, den Durchschnitt der 
Geraden X und A aus. Jedem Punkte oc, der nicht XA Null 
macht^ entspricht eine bestimmte Gerade X und ein bestimmter Punkt 
in A, Welchen Punkten x entspricht derselbe Punkt in -4, zum 
Beispiel welchen der Punkt AGy den wir g nennen wollen? Den- 
jenigen Punkten offenbar, für welche X durch g geht, das heisst, für 
welche 

Xg = oder 

XBG = 



(12) { 



ist. Enthält X den Faktor x n-mal, so ist die gefundene Gleichung20l 
vom n-ten Grade und stellt also eine Kurve n-ter Ordnung vor. Allen 
Punkten dieser Kurve entspricht ein- und derselbe Punkt g in A oder, 
anders ausgedrückt: jener Kurve entspricht dieser Punkt. Setzt man 
g variabel, so erhält man eine Kurvenschaar, und jeder Kurve dieser 
Schaar entspricht ein Punkt in A, Es bleibt nun noch die Frage zu 
lösen: welche Punkte haben alle jene Kurven gemeinschaftlich, oder, 
anders ausgedrückt: für welche Punkte x ist XA =s 0? Um diese 
Frage zu beantworten, gehen wir auf die Entstehung der Linie X 
zurück. Dieselbe kann nur als Verbindungslinie zweier Punkte ent- 
standen sein. Es seien diese Punkte p und g, also X^pq und 

(12a) pqA = 0. 

Ist nun jpg ungleich Null, so drückt diese Gleichung aus, dass die 
Gerade pq mit A zusammenföUt, das heisst, dass sowohl p als { auch } 
q in A liegt, und man erhält die Gleichungen 

(13) pA = \md qA = 0. 

Ist p in Bezug auf x von a-tem Grade, q von ^-tem, so sind die durch 
diese beiden Gleichungen dargestellten Kurven beziehlich von denselben 
Graden und liefern aß Punkte, welche pqA Null machen, ohne pq Null 
zu machen. 

Setzen wir hier statt A eine variable Linie ü, welche in Bezug 
auf X vom Grade y ist, so werden die beiden obigen {Gleichungen (13)} 
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zu Gleichungen von den Graden « + y, ^ + y» "^^ geben also 
(a + y)(ß -\- -y) Punkte, welche pqR Null machen, ohne pq Null zu 
machen. Dasselbe würde auch noch gelten, wenn p und q Linien 
wären und R ein Punkt. Hierdurch hat man dann zugleich ein Mittel, 
um zu untersuchen, welche. Punkte pq Null machen, indem man nur 
wieder p in seine zwei Linienfaktoren zu zerlegen braucht, und 
so fori;. So können also die samtlichen Punkte, welche XA gleich Null 
machen, gefunden werden. 

Fragt man nach der Anzahl der Punkte, so ergiebt sich leicht 
der interessante Satz, dass die Anzahl der Punkte, die ein Produkt 
pq Null machen, in welchem p in Bezug auf x vom Grade a, q vom 
Grade ß ist, und in welchem nur Punkte mit Punkten und Linien 
mit Linien multiplicirt sind, gleich a*+a/J + /J* sei. Es gilt dies 
zunächst für das Produkt von x in einen konstanten Pimkt a, indem 
xa Null wird { nur } für a: ^ a. Gilt der Satz aber fttr irgend ein 
Produkt pqy so gilt er auch noch, wenn zu pq ein Faktor JR hin- 
zutritt. Denn es seien p, g, R beziehlich von den Graden a, /}, }/, so* 
ist nach der Annahme die Anzahl der Punkte, welche pq Null machen, 
gleich a* + «^ + ^*5 die Anzahl der Pimkte, welche pqR Null 
2a2machen, f ohne pq Null zu machen, ist, wie wir oben sahen, 

gleich (« + Y){ß + y) = «/' + (" + ß)Y + y*? *^so ist die Anzahl 
der Punkte, welche überhaupt pqR Null machen, die Summe 
beider Zahlen, mithin gleich (a + /*)* + (" + /')y + Y^\ das heisst 
der Satz gilt auch dann noch, wenn irgend ein Faktor hinzutritt. Da 
nun das Produkt, wie es auch immer beschaffen sei, nur damit be- 
ginnen kann, dass x mit einem konstanten Faktor multiplicirt wird, 
und für diesen Fall der zu erweisende Satz gilt, derselbe aber auch 
bestehen bleibt, wenn irgend ein neuer Faktor hinzutritt, so gilt er 
auch allgemein. 

Gehen wir jetzt auf das Produkt XA zurück, wo X vom w-ten 
Grade ist, so wird es nach dem angeführten Satze durch n^ Punkte 
Null gemacht Die Eurvenschaar (12) schlingt sich also um n^ feste 
Punkte und liefert einen Kurvenbüschel n-ier Ordnung^ welcher jene 
n^ Punkte zu Mittelpunkten hat. Jeder Kurve dieses Büschels ent- 
spricht in A ein bestimmter Punkt; und umgekehrt. Wir nennen 
wiederum jenen Büschel n-ter Ordnung mit dieser Geraden projektivisch. 
Hat man zwei Eurvenbüschel, welche derselben Geraden projektivisch 
sind, so nennen wir diese Büschel unter einander projektivisch. Es 
sei der eine Kurvenbüschel durch das Produkt XA, der andere durch 
das Produkt YA vorgestellt, wo X und Y wiederum Produkte sind, 
von (Jenen das erstcre x n-mal als Faktor enthalte, das letztere m-meX» 
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Fig. S2. 



Dann entspricht der Geraden X in A der Punkt XÄ, der Geraden Y 
der Punkt YÄ (Fig. 22). Sollen dann X und Y einander entsprechen, 
so müssen sie demselben Punkte in A entsprechen, das heisst, sich 
in demselben Punkt von A schneiden. Es sei dieser Punkt g^ so 
entspricht der Kurve Xg = 
die Kurve Yg = 0, von denen 
jene von n-ter, diese von m-ter 
Ordnung ist^ und von welchen, 
wenn ^ in ^ variabel wird, die 
erstere durch die n' Pimkte, 
welche XA Null machen, die 
letztere durch die m' Punkte 
geht, welche YA Null machen. 
Suchen wir den Durchschnitt 
der beiden projektivischen Kur- 
yenbüschel, das heisst die Gesamtheit der Punkte, in welchen sich je 
zwei entsprechende Kurven dieser beiden Büschel schneiden, so sei 
X einer dieser Durchschnittspunkte; dann hat man sogleich, da XA 
zugleich in Y liegt, die Gleichung 

XAY=0, 

welche von (m -{- n)-tem Grade ist, und welche sogleich den allgemeinen 
Satz liefert: 

Zu^ei projektivische Kurvenbüschd, von denen der eine von m-ter, der 
andere von n-ter Ordnung ist, erzeugen als Durchschnitt eine Kurve 
(w + nyter Ordnung. 

um zur Perspektiviiät zwischen einem Kurvenbüschel und einer208 
Gferaden A zu gelangen, ist nöthig, dass jede Kurve des Büschels 
durch den entsprechenden Punkt der Geraden A gehe. Das wird am 
einfachsten erreicht, wenn man in den früheren Formeln (12) und (13) 
g = x, also X^px setzt, sodass pxA zu dem die Perspektivität 
darstellenden Produkte wird. In der That gehen dann die Formeln (12) in 

pxg = oder pxA G = 

über, welchen offenbar durch x^g genügt wird, das heisst, es geht 
die durch jene Gleichung dargestellte Kurve durch den ihr in A ent- 
sprechenden Punkt g. Die Gleichungen (13) werden dann 

pA = und xA = 0. 

Ke darch sie bestimmten Punkte x sind also die Durchschnittspunkte 
der durch die erstere Gleichung dargestellten Kurve mit der Geraden A, 
Nimmt man wie oben an, dass X vom «ten Grade ist, so ist p, da 

Oraiiraanii, Werke. II. 7 
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X=^px ist, vom (n — lyten Grade; also ist die Anzahl jener Durch 
Schnittspunkte n — 1 ; das heisst, von den n^ Mittelpunkten des Kurven 
büschels liegen n — 1 in der Geraden A, Daraus ergiebt sich fo] 
gender Satz: 

Ein Kurvenbüschel nrter Ordnung kann dann, und nur dann, m\ 
einer Geraden A perspektivisch sein, wenn n — 1 seiner w* Mittdpunki 
in der Geraden A liegen; und zwar entspricht dann jeder Kurve de 
Büsd^s derjenige Punkt der Geraden, in wddhem die Kurve die Geraä 
zum n-ten Male schneidet. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dass die vorstehenden Beziehunge 
auch gelten, wenn man Punkt und Linie vertauscht, wodurch die Kurve 
9^-ter Ordnung durch n^ feste Punkte in Kurven n-ter Klasse mit r. 
festen Tangenten übergehen. Ich behalte mir vor, die Idee der höhere 
Projektivität in einem folgenden Aufsatze noch von einem andern Gt 
Sichtspunkte aus zu behandeln und dort diejenigen Beziehungen nacl 
zuholen, welche sich durch die hier eingeschlagene Methode wenige 
leicht zur Anschauung bringen lassen. 

Stettin, im Juli 1851. 
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Die höhere Projektivität in der Ebene; dargestelltaoi 
durch Fnnktionsyerknüpfangen. 



Von 

Prof. Dr. H* Grassmann^ 

Oberlehrer an der Friedrieh-Wilhelin>Schale su Stettin. 



Grell 6*8 Journal Bd. 42, Heft m, S. 204—212 (1861). 



Die höhere Projektivität, welche ich in der vorhergehenden Abhand- 
lung (S. 1 93) { hier S. 86 } , in Verbindung mit der höheren Perspekti vität, aus 
den Principien der planimetrischen Multiplikation abgeleitet habe, lasst 
noch eine andere Behandlung zu, durch welche gewisse Beziehungen 
projektivischer Gebilde sich mit besonderer Leichtigkeit ergeben. Die 
Methode, welche ich hier anwenden werde, ist dieselbe, welche von PI ück er 
mit 80 vielem Erfolge bei der Behandlung geometrischer Gegenstände 
angewandt ist, nämlich die Methode der Verknüpfung von Funktionen, 
deren jede, gleich Null gesetzt, eine gewisse Kurve darstellt. Der Zu- 
sammenhang dieser fruchtbaren Methode mit der geometrischen Ana- 
lyse (der Rechnung mit Punkten, Linien u. s. w.) lässt sich nicht 
deutlich machen, ohne die Additionsgesetze und die Gesetze der Be- 
ziehung zwischen der Multiplikation und Addition für räumliche Grössen 
danustellen, was hier zu weit führen würde. Ich verlasse daher hier 
ganz den Weg der geometrischen Analyse und leite auch den Begriff 
der höheren Projektivität unabhängig von der früheren Darstellung ab, 
^m dann am Schlüsse die Identität beider Begriffsbestimmungen nach- 
zuweisen. 

Es seien A und B Funktionen zweier Variabein x und y, und 
zwar beide vom n-ten Grade: so werden, in Bezug auf irgend ein 
Koordinatensystem, zu welchem x und y die Koordinaten eines ver- 
änderlichen. Punktes sind, , die Gleichungen A = und 5 = zwei 



100 VI. Höhere Projektivität i. d. Ebene durch Funktionsverlmüpfangeii. C. J. 42. 

Kurven w-ter Ordnung darstellen. Umgekehrt: sind statt jener Funk- 
tionen die Kurven selbst gegeben, so sind dadurch die Funktionen, mit 
Ausnahme {je} eines noch willkürlich zu wählenden Faktors, bestimmt. 
Femer ist bekannt, dass die Gleichung 

(1) aA + ßB = 0, 

wo a und ß konstant sind, eine Kurve von gleichem Grade darstellt^ 
welche durch diejenigen n* Punkte geht, in denen sich ^ = und 
B ^=0 schneiden, und welche (wenn nicht a oder ß Null ist) ausser 
206 diesen Punkten keinen Punkt mit A^Of oder B=0 gemein hat. 
Ebenso ist bekannt und ergiebt sich, wie Jenes, unmittelbar aus der 
Gleichung (1), dass, wenn a die Anzahl der Punkte ist, durch welche 
drei Kurven A = 0^ B==0, (7=0 einzeln genommen bestimmt werden, 
und wenn diese drei Kurven dieselben a — 1 Punkte gemein haben, 
dann auch jeder Punkt, welcher zweien derselben gemein ist, zugleich 
in der dritten liegt. Wir wollen die ganze Schaar der durch (1) dar- 
gestellten Kurven einen Kurvenbüschd n-ter Ordnung nennen. Sind die 
Funktionen A und B gegeben, so ist zu jedem Verhältniss von a und 
ß die zugehörige Kurve (1) bestimmt; und umgekehrt: durch jede 
Kurve, welche durch die n' Durchschnittspunkte geht, oder durch einen 
Punkt dieser Kurve, der nicht zu jenen w* Punkten gehört, ist es das 
Verhältniss von a zu ß. Sind nicht A und B selbst, sondern nur die 
durch sie dargestellten Kurven gegeben, und ist ausserdem zu einem 
bestimmten Verhältniss von a zu ß ein Punkt der Kurve (1) gegeben 
der aber weder in A noch in B liegt, so ist dadurch zugleich das Ver- 
hältniss der entsprechenden Koefficienten in A und B und zu jedem 
Verhältniss von a zu /3 die Kurve bestimmt. Man kann also ausser 
den durch A und B dargestellten Kurven noch eine, durch ihre n' 
Durchschnittspunkte gehende Kurve von derselben Ordnung willkürlich 
annehmen und die willkürlichen Faktoren der Funktionen A und B 
so bestimmen, dass die Kurve etwa durch die Gleichung 

(2) A + B = 

dargestellt wird. Dann ist mittels dieser drei Kurven zu jedem Ver- 
hältniss von a und ß die zugehörige Kurve bestimmt; und umgekehrt 
Alle diese Beziehungen gelten natürlich auch, wenn x und y Linien- 
koordinaten und also A, B, (/...Kurven n^ter Klasse sind; nur dass 
man dann statt der Punkte Linien zu setzen hat; und umgekehrt. 
Wir wollen dann die Schaar der durch (1) dargestellten Kurven eine 
Kurvenreihe n-ter Klasse nennen. Die Kurvenreihe erster Klasse ist 
dann eine punktirte Gerade. Nimmt man nun ausser den Kurven, 
deren Gleichungen -4 = 0, B=0, ^-f-JB = sind, zwei Kurven 
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m-ter Ordnung (oder »n-ter Klasse) an, deren Gleichungen ^j = und 
^ s= sind, und eine dritte Kurve m-ter Ordnung (oder m-ter Klaase), 
die durch die m' Durchschnittspunkte der ersteren geht (oder von den 
m^ gemeinschaftlichen Tangenten der ersteren berührt wird), bestimmt 
die willkürlichen Faktoren der Funktionen Ä^ und B^ so, dass die 
Gleichung der dritten Kurve 

ist^ und setzt endlich je zwei Kurven, die durch die Gleichungen 

(3) aÄ + ßB = und aA^ + /J^^ = 206 

(mit demselben Yerhältniss von a zu /)) bestimmt sind, einander ent- 
sprechend, so nennen wir jenen Kurvenbüschel n-ter Ordnung (oder 
jene Kurvenreihe n-ter Klasse) und diesen m-ter Ordnung (oder diese 
m-ter Klasse) zu einander projektivisch. Es ergiebt sich hieraus sogleich 
folgender Satz: 

Die projektimsche Beziehung zweier Gebüde (Kurvenbüschel oder 
Kurvenreihen) wird durch drei Paare entsprechender Kurven bestimmt; 
das heisstj man kamt drei solche Paare wiOkürlich setzen; aber dann ist 
zu jeder vierten Kurve des einen Gdnldes die entsprechende des pro- 
jekUvischen Gebildes bestimmt 

Femer: 

Wenn zwei Gebilde einem dritten projektivisch sind, so sind sie es 
auch untereinander. 

Den Durchschnitt zweier projektivischer Kurvenbüschel, das heisst, 
die Gesamtheit der Durchschnittspunkte ihrer entsprechenden Kurven, 
erhalt man sogleich, wenn man in den beiden Gleichungen (3) das- 
selbe X und y anninmit und a und ß eliminirt. Dies giebt die 
Gleichung 

(4) AiB — ÄB^ = 

als Gleichung des Durchschnitts. Da diese Gleichung vom (m -f- n)-ten 
Grade ist, so erhalten wir den Satz: 

Der Durchschnitt eines Kurvenbüschels m-ter und eines n-ter Ord- 
nung ist eine Kurve (m + n)-ter Ordnung. 

um auch umgekehrt die projektivische Erzeugung einer beliebigen 
Kurve n-ter Ordnung, das heisst, ihre Erzeugung mittels des gegen- 
seitigen Durchschneidens projektivischer Büschel darzustellen, bedarf es 
noch einiger Hilfssatze, deren Beweis ich der UebersichtUchkeit wegen 
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hier folgen lassen werde. Es gründen sich diese Sätze auf den be- 
kannten Satz, dass eine Kurve n-ter Ordnung durch j»(w + 3) Punkte 
bestimmt wird, und auf die Formel 

l-m{m + 3) + \n{n + 3) + mn = j(m + n)(m + n + 3). 

Wir wollen die Kurven w-ter Ordnung mit Ä, Ä^, , . ,, die »-ter mit 
B, -Bi, . . . und die (m + w)-ter mit C bezeichnen und die Anzahl der 
Punkte, durch welche diese Kurven beziehlich bestimmt werden, mit 
a^ h, C] dann wird die obige Formel zu 

Stellt man sich nun, dies vorausgesetzt, durch die Kurve C zwei 
Kurven A und B gelegt vor, deren mn gegenseitige Durchschnitte 
207 in C liegen, so schneidet f die erstere die C noch in m^, die letztere 
noch in n* Punkten. Durch a — 1 jener m* und durch b — 1 dieser 
n* Punkte lege man beziehlich die Kurven (m-ter und ti-ter Ordnung) 
Ai und B^f sodass sie sich auf einem Punkte der Kurve C begegnen. 
Fasst man dann A und jB^ zu einer Kurve (m + n)-ter Ordnung zu- 
sammen, und ebenso A^ und B, so haben die drei Kurven (m -f~ M)-ter 
Ordnung C, AB^ und A^B folgende Punkte gemein: 

1) Die mn Punkte in A, By C, 

2) die a — 1 Punkte in A, A^^ C, 

3) die 6 — 1 Punkte in B, B^, C, 

4) den einen Punkt in A^^ B^, G. 

Also haben sie im Ganzen mn -|-a-j-6 — 1 =c — 1 Punkte gemein, 
und folglich liegen auch die Durchschnitte von je zweien der drei 
Kurven zugleich auf der dritten: also liegen auf C auch die m^ Durch- 
schnitte von A und A^y die n^ Durchschnitte von B und B^ und die 
mn Durchschnitte von A^ und B^. Hierdurch ist folgender Satz be- 
wiesen : 

Wenn man durch mn Punkte einer Kurve (m -|- nyter Ordnung C 
eine Kurve m-ter Ordnung A und eine Kurve n-ter Ordnung B legt 
(vorausgesetzt, duss dies möglich sei), so schneidet jene die Kurve C 
ausserdem noch in denjenigen w* Punkten, dureli welche sich eine beweg- 
liche Kurve ^n-ter Ordnung A^ legen lässt, und diese in denjenigen n* 
Punkten, durch ivdche sich eine bewegliche Kurve n-ter Ordnung B^ legen 
lässt; und wenn von den gegenseitigen Durchschnittspunkten dieser beidet^ 
beweglichen Kurven A^ und B^ einer auf der Uauptkurve C liegt, so 
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liegen auch ihre sämtlichen übrigen mn — 1 Durclischnittspunkte auf 
dieser Kurve. 

Für f» = 1 lasst sich dieser Satz in folgender Form aus- 
sprechen : 

Wenn man durch eine Kurve (n + \)-ier Ordnung G eine Gerade, 
und durch n ihrer Durchschnitte mit C eine Kurve n-ter Ordnung legt, 
so schneidet dieselbe die Hauptkurve C in dett »' Punkten^ durch wdche 
sich eine beweglicfte Kurve n-ter Ordnung legen lässt Die bewegliche 
Kurve schneidet die Hauptkurve ausserdem in n Pmikten, welche in eitler 
beweglichen, um einen festen Punkt der Hauptkurve rotiretulen Geraden 
liegen. 

Ganz auf entsprechende Weise lässt sich der Satz für m = 2 aus- 
drücken. Ist hingegen m grösser als 2, so lässt sich nicht mehr 
allgemein durch mn Punkte der Kurve { C) eine Kurve n-ter Ordnung 
legen ; weshalb man dann auf die ursprüngliche Fassung zurück- 
gehen muss. 

Hieraus ergiebt sich nun unmittelbar die projektivische Erzeug- 208 
barkeit aller algebraischer Kurven; namentlich mittels eines Kurven- 
büschels und eines Strahlenbüschels. In der That: ist eine Kurve 
(n + l)-ter Ordnung C gegeben, welche projektivisch erzeugt werden 
soll, so lege man durch sie eine beliebige Gerade A hindurch. Durch 
n ihrer Durchschnittspunkte mit C lege man eine Kurve nrter Ord- 
nung B hindurch; durch die w* Punkte, in welchen diese die Kurve C 
ausserdem noch schneidet, lege man zwei Kurven n-ter Ordnung B^ 
und B^, welche nach dem soeben bewiesenen Satze die Hauptkurve 
noch in je n Punkten schneiden, die in zwei geraden Linien liegen. 
Diese geraden Linien, welche wir A^ und A^ nennen wollen, treffen 
nach demselben Satze die Gerade A in demjenigen Punkte, in welchem 
sie die Kurve C noch zum (n + l)-ten Male schneidet. Setzt man 
nun die Kurven B, B^, B^ beziehlich mit den Geraden A, A^, A^ als 
einander entsprechende Elemente zweier projektivischer Büschel, so ist 
dadurch die projektivische Beziehung dieser Büschel bestimmt, und ihr 
Durchschnitt ist eine Kurve (w + l)-ter Ordnung, welche mit C die 
n^ Mittelpunkte des Kurvenbüschels th-ten Grades, den Mittelpunkt des 
Strahlenbüschels und die 3n Durchschnitte der entsprechenden Ele- 
mente, also im Ghmzen (w + 1)' + ♦* Punkte gemein hat, folglich 
mit C zusammenfällt. Hierdurch ist dann die projektivische Erzeugung 
von C dargestellt. 

Durch diese projektivische Erzeugbarkeit der höheren Kurven 
aus niederen hat man also ein Mittel gewonnen, um von den geraden 
Linien aus auf rein geometrische Weise die sämtlichen algebraischen 
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Kurven zu erzeugen; und es wäre möglich^ auf dieser Erzeugungsweise 
eine rein geometrische Theorie dieser Kurven aufzubauen, wie denn 
auch in jener Erzeugungsweise eine rein geometrische Definition aller 
algebraischen Kurven von den verschiedenen Ordnungen unmittelbar 
enthalten ist. 

Um die höhere Projektivität noch unmittelbarer auf geometrische 
Konstruktion zu gründen^ gehe ich auf die höhere PerspekUmtät zurück, 
werde jedoch hier nur die Perspektiviföt zwischen Gebilden n-ten und 
ersten Grades ins Auge fassen. Ich nenne einen Kurvenbüschel n-ter 
Ordnung mit einer Geraden A perspektivisch^ wenn von den n' Mittel- 
punkten des erstem n — 1 in A liegen und jeder Kurve jenes Büschels 
ihr tt-ter Durchschnittspunkt mit A entspricht; das Entsprechende setze 
ich fQr die reciproken Gebilde. Es ist dann zuerst nachzuweisen, dass 
die Ferspektivität nur eine besondere Art der Projektivität ist, das 
209heisst, dass je zwei perspektivische Gebilde auch f projektivisch sind. 
Es sei zu dem Ende ein Kurvenbüschel n-ter Ordnung gegeben, von 
dessen n^ Mittelpunkten n — 1 in der Geraden A liegen. Es sei A 
zur Abscissenaxe eines Koordinatensystems genommen, und die Abscissen 
jener n — 1 Punkte seien a^, o^, ••• a„_i. Es seien femer zwei 
Kurven des Büschels angenommen, und die Abscissen der Punkte, worin 
jene Kurven die Gerade A zum n-ten Male schneiden, seien beziehlich h 
und 6^. Dann sind, wenn man das Produkt 

{x — a^{x — a^)..,(x — ttn^i) 

durch C bezeichnet und unter D und D^ ganze Funktionen { (» — l)-ten 
Grades} von x und y versteht, die Gleichungen der beiden Kurven von 
der Form 

B^C{x — b) + yD = 0, 
B, = C(x—b,)+yD, = 0, 

Hierauf geht die Gleichung «B + Oj JBi = in 

über. Es geht also die durch diese Gleichung dargestellte Kurve durch 
einen Punkt von A, dessen Abscisse " , °^^ * ist. Es ist aber nun- 
mehr nach dem Begriffe der Projektivität zu zeigen, dass, wenn man 
die drei Punkte, deren Abscissen 5, h. und " . "' * sind, als Kur- 
ven erster Klasse ansieht, zwischen ihren Gleichungen die entsprechende 
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Beziehung stattfinde, um nichts im Beweise zu übergehen, wollen wir 
auch dies noch nachweisen. Die Gleichung x x + y y + 1 = ist, 
wenn x und y Punktkoordinaten und 7i und \f konstant sind, die 
Gleichung einer geraden Linie. Man nennt dann oi und y bekanntlich 
die Koordinaten (Linienkoordinaten) dieser Linie. Sind jetzt x und y 
konstant, so ist jene Gleichung die durch Linienkoordinaten aus- 
gedrückte Gleichung des Punkts, dessen (PuDkt-)Eoordinaten x und y 
sind. Also ist die Gleichung des Punkts, dessen Abscisse h oder \ ist, 

a;'6 + 1 = 0, 
a;'6j + 1 = 0; 

mithin giebt das a-fache der ersten, zu dem /3-fachen der zweiten 
addirt, die Gleichung 



X 



« + «1 



+ 1 = 



die Gleichung des Punkts, dessen Abscisse "]? "' ' ist, das heisst, 

Durchschnittspunkts der Kurve aB + Oj JB^ = mit der Geraden A. 
Also sind f die Kurven jenes Büschels denjenigen Punkten der Geraden ^210 
projektivisch entsprechend, in wel- 
chen die Geraden von den Kurven 
zum n-ten Male geschnitten werden, 
oder, da das nämliche auch reciprok 
gut: 

Zwei perspektivische Gdnlde 
sind zugleich einander projektiv 
nsck 

Will man nun eine beliebige 
Kiine (n + l)-ter Ordnung Ä per- 
spektivisch erzeugen, so lege man 
(Fig. 23) { zwei Gerade } ^ und JS 
durch sie hin. Durch n Durch- 
schnittspunkte von Ä und Sl und 
durch » — 1 Durchschnittspünkte von 
^ und Ä lege man eine Kurve 
>*-ter Ordnung F^ hin. Dies ist alle- 
mal möglich, da |n(n + 3) — n 
-- (n— 1) = \n{n — 1) + 1 immer 

positiv ist. Dann sind die n' Punkte, in welchen die Kurve F^ die 
gegebene Kurve Ä, ausser in den n Punkten in A, noch schneidet, 
sofche Punkte, die sich als Mittelpunkte eines Kurvenbüschels n-ter 




Fig. 23. 
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OrdnuDg setzen lassen; und zwar liegen n — 1 derselben in einer Qe- 
raden, nämlicli in B. Die Gerade B möge die Kurve F^ zum n-ten 
Male in p^ schneiden und die Kurve Sl zum n-ten und (n -|- l)-ten 
Male in p^ und p^. Femer sei der Punkt, in welchem die Gerade A 
die Kurve £1 zum (n -j- l)-ten Male schneidet, k. Sind nun F,, F, die 
Kurven jenes Büschels, welche durch p^ und p^ gehen, so schneiden 
diese nach dem oben bewiesenen Satze die Geraden p^k und p^k be- 
ziehlich in je n Punkten, welche zugleich in der Kurve Sl liegen. 
Setzt man also die drei Kurven Fj, Fj, F, beziehlich den drei Ge- 
raden A, p^ky p^k projektivisch entsprechend, so hat der Durchschnitt 
jenes Kurvenbüschels und dieses Strahlenbüschels um k die n* Mittel- 
punkte des erstem, den einen Mittelpunkt des letztem und die 3n 
Punkte in Aj p^k, p^k mit der Kurve Sl gemein, also im Ganzen 
(n -f- 1)* + ^ Punkte; mithin fällt dieser Durchschnitt, da er zugleich 
eine Kurve (w -{- l)-ter Ordnung ist, mit Ä zusammen, und folglich 
ist £1 als Durchschnitt erzeugt. 

Will man auch die Strahlen des Strahlenbüschels durch Kon- 
struktion erzeugen, so hat man nur durch einen der Punkte p^ oder 
p^j zum Beispiel durch p^, eine beliebige Gerade D zu l^en, den 
Durchschnittspunkt von D und A mit 2h ^^^ ^ ^^^ A ^^ verbinden, 
durch den Durchschnittspunkt dieser beiden Verbindungslinien, den 
ich c nennen will, nach demjenigen Punkte p in B, zu welchem man 
den entsprechenden Strahl sucht, eine Gerade zu ziehen und durch 
den Durehschnittspunkt q dieser Geraden und der Geraden D den 
Strahl Ä;^ zu ziehen; dann ist dieser der gesuchte Strahl. Denn wenn 
p in p^y p^ oder p^ rückt, so rückt kq in die Lage von A, p^k^ p^k, 
während kq dem p projektivisch entsprechend ist. 

Ich will hier noch bemerken, dass, wenn x den variablen Punkt 
darstellt, der die Kurve 52 beschreibt, und man die von mir in den 
211 früheren Aufsätzen angewandte Bezeichnung festhält, den Punkt p 
aber, in welchem die Kurve F des Kurvenbüschels die Gerade B 
schneidet, als Funktion des Punktes x setzt, in der Art dass, wenn x 
in der Kurve F liegt, p den M-ten Durchschnitt von F mit B darstellt, 
dann die Gleichung der Kurve Sl folgende ist: 

pcDkx = 0. 

Denn diese Gleichung drückt aus, dass, wenn der Punkt, in welchem 
pc die Gerade D schneidet, mit k verbunden wird, diese Gerade 
durch X, das heisst einen Punkt von F geht; also stellt dann x den 
Durchschnitt dieser Geraden mit F, also den Durchschnitt des Kurven- 
büschels und des Strahlenbüschels, folglich die Kurve Sl dar. Ich 
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werde auf dies interessante Resultat in einem späteren Aufsatze zurück- 
kommen. 

Es bleibt mir noch übrige die Uebereinstimmung des hier gegebenen 
Begriffe der Projektivität mit dem früher gegebenen darzustellen. Der 
Begriff der höheren Projektivität wurde dort abhängig gemacht von 
einem planimetrischen Produkte zweier gerader Linien oder zweier 
Punkte, von denen der eine Faktor von dem variablen Punkte x ab- 
hangig; der andere konstant war. Ich will hier nur den Fall be- 
trachten^ wo das Produkt aus zwei Punkten besteht, woraus der andere 
Fall durch Reciprocität von selbst hervorgeht. Dann sei der von x 
abhängige Punkt p^ der konstante a, und A, B, C , . . seien gerade 
Linien, die durch den Punkt a gehen. Dann entsprochen nach der 
dortigen Definition den Kurven 

pA = 0, pB = 0, pC = 0, . . . 

die Geraden A^ B, C . , , Nun seien in Bezug auf irgend ein Koordi- 
natensystem x^f x^ die Koordinaten des variablen Punkts x und p^ 
und p^ die von p, und die Gleichungen der Geraden A und B seien 

Ä = a^Xi 4" u^x^ -j- ciCj = 
und 

B=ß,x, + ß,x, + ß, = 0. 

Dann ist die Gleichung jeder andern Geraden C, die durch den Durch- 
schnitt von A und B geht, 

das heisst 

(««1 + /»/Ji)^i + (««I + ßßi)^i + ««8 + /»A = 0. . 

Xun drücken die Gleichungen 

pA = 0, pB = 0, pC— 

aus, dass der Punkt p in der Geraden A oder B oder G liege, dass 
heisst, dass p^ und p^, statt fx^ und x^ gesetzt, den Gleichungen 212 
dieser Geraden genügen. 
Man hat also 

«li^i + ^Pi + «8 = (>, 
ßtPi + Aa + A = 0, 

(««1 + ßßl)Pi + (««2 + ßß,)Pt + ««3 + ßßs = ^^• 
Die letztere Gleichung können wir auch so schreiben: 

«(«iPi + «si^a + «s) + ßißiPi + ßiPi + A) = 0. 
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Sie ist die Gleichung der Kurve, welche nach jener Definition der 
durch die Gleichung 

aÄ' + /}£' = 

dargestellten Geraden entspricht. Durch diese beiden Gleichungen 
war aber der Begriff der Projektivität, wie wir ihn in diesem Auf- 
satze gegeben haben, bestimmt; also ist die üebereinstimmung beider 
Begriffe nachgewiesen. 

Stettin, im Juli 1850. 
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Erzeugung der Kurven vierter Ordnung durch 

Bewegung gefader Linien. 

Von 

Prof. Dr. H. Orassmaiin^ 

Ob«rl«hTtr »n dar Fritfdrioh-Willielm-SohaU mu StvtHii. 



Crelle'g Journal Bd. 44, Heft I, S. 1—26 (1862). 



Ueber die Erzeugung der Kurven vierter Ordnung durch gerade 
Linien habe ich in Crdle's Journal (Band 42, S. 190 {hier S. 84)) fol- 
genden Satz aufgestellt: 

Wenn der Punkt x Anfangspunkt von vier offenen Figuren ist, 
^on denen zwei und zwei ein gemeinschafüidies Etiddenient haben, während 
fii^ heiden gemeinschaftlichen Elemente zugleich Grenzelemente einer fünften 
offenen Figur sind, so beschreibt x, wenn die sämüichen Ecken der 
offenen Figuren in festen Geraden und die sämüichen Seiten derselben 
tt« feste Punkte sich bewegen, eine Kurve vierter Ordnung. 

Ich erinnere hier daran, dass ich dasjenige Element (Punkt oder 
Linie), mit welchem eine offene Figur beginnt oder schliesst, ein Orenz- 
element derselben nenne. Zur Erläuterung möge Fig.30 {S.112} dienen, 
in welcher der Punkt y Endelement zweier von x ausgehenden offenen 
Figuren und die Linie Z Endelement der beiden andern ist, während 
^^ Ton y zu Z übergehende offene Figur eine Seite und eine Ecke 
enthali Es kann auch insbesondere der Fall eintreten, dass eine oder 
ie andere offene Figur nur aus einem Punkt und einer Linie besteht, 
^ gar keine Seiten und Ecken hat, sondern von dem Anfangselement 
^gleich in das Endelement übertritt. Dieser Fall tritt zum Beispiel 
^n Fig. 29 {S. 112) ein, wo von den vier von x ausgehenden offenen 
Figuren die beiden mittleren nur aus dem Punkte x und einer Geraden 
^ oder Z bestehen. 
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Zu den verschiedenen Specialsätzen, in welche der angef&hrte Satz 
zerfallt^ gelangt man leicht, wenn man bedenkt, dass die beiden Ueber- 
gangselemente (so nenne ich die beiden Grenzelemente der yer- 

mittelnden offenen Figur, welche in dem 
Satze als die fünfte offene Figur be- 
zeichnet ist) entweder Punkte sein können, 
wie y und z in Fig. 24, oder Gerade, wie 
Y und Z in Fig. 25, oder das eine ein 
Punkt, das andere eine Gerade, wie y und 
Z in Fig. 26, und dass, wenn ein üeber- 
gangsetement eine Gerade ist, Ton den 
beiden oflenen Figuren, die Ton x aus nach 
diesem üebergangselement hingehen, die 
eine bloss aus dem Punkte x und diesem 
Uebergangselemente bestehen f kann, wie 
zum Beispiel in Fig. 27, wo das Üeber- 
gangselement Z Ton X ausgeht. Hierdurch 
zerfällt der allgemeine Satz in sechs Specialsätze, welche ich hier kurz 
zusammenstellen will. 

1) Wenn man in einem Polygon (Fig. 24) von einer Ecke x zwei 
Diagonalen zieht und sich das Polygon (dessen Seiten und Winkel 






Hg. 25. 



Fig. 2G. 



hier überall als variabel angenommen werden) so bewegt, dass alle 
Ecken, ausser den drei Ton den Diagonalen getroffenen, in geraden Linien 
fortschreiten, und alle Seiten, wie auch die { beiden von x ausgehenden ) 
Diagonalen, um feste Punkte sich drehen, so beschreibt x eine Kurve 
vierter Ordnung. 
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2) Dasselbe geschieht, wenn man (Fig. 25) statt der beiden Diago- 
nalen von X zwei Gerade nach zwei Seiten des Polygons zieht und 
das Polygon sich so bewegen lasst, dass diese Geraden und alle Seiten, 
ausser jenen zweien, um feste Punkte sich drehen und sowohl die 
Endpunkte jener beiden Geraden als auch alle Ecken des Polygons, 
ausser x^ in geraden Linien fortschreiten. 

3) Femer geschieht auch noch dasselbe, wenn man (Fig. 26) nur 
statt eifi/er Diagonale eine Gerade nach einer Seite des Polygons zieht. 

4) Wenn zwei Polygone (Fig. 27) eine gemeinschaftliche Ecke x 
haben, wahrend die Polygonwinkel an dieser Ecke einen gemeinschaft- 
lichen Schenkel haben, und man in einem dieser Polygone von x eine 





Fig. 98. 

I)iagonale zieht, so beschreibt rc, wenn sich alle Ecken, ausser den yon 
der Diagonale getroffenen, in geraden Linien bewegen und alle Seiten 
heider Polygone, ausser den ineinander liegenden, um feste Punkte 
drehen, eine Kurve vierter Ordnung. 

5) Das Gleiche geschieht auch (Fig. 28), wenn man von x statt 
der Diagonale, die um einen festen Punkt rotirt, eine Gerade zieht, 
deren Durchschnittspunkt mit einer Seite des Polygons sich in einer 
festen Geraden bewegt 

6) Wenn drei Polygone (Fig. 29) eine gemeinschaftliche Ecke x 
haben und ihre an dieser Ecke befindlichen Polygonwinkel stetig an 
einander liegen und sich dann die Polygone so bewegen, dass alle 
Ecken, ausser x^ in festen Geraden fortschreiten und alle Seiten, ausser 
denjenigen, in welchen jene stetigen Winkel aneinander grenzen, um 
feste Punkte sich drehen, so beschreibt x eine Kurve vierter Ordnung. 

7) Alle vorstehenden Sätze gelten auch noch, wenn man (Fig. 30) 
statt der von x gezogenen Geraden gebrochene Linien setzt, deren 
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Seiten um feste Punkte und deren Ecken in festen (Geraden sich 
bewegen, 
s Da der allgemeine^ an die Spitze gestellte Satz seinerseits wieder 

nur ein besonderer Fall eines allgemeinen Satzes ist^ den ich in meiner 
Ausdehnungslehre (S. 224 u. f. { Ges. Werke 1, 1 S. 246 u. f. ) ) und im 





Fig. 29. 



Fig. 80. 



31. Bande des CreUe'schen Journals { hier S. 49 u. f. } ausführlich be- 
wiesen habe, so darf ich mich hier des Beweises entheben, zumal derselbe 
nicht die mindesten Schwierigkeiten hat. 

Ungleich schwieriger ist der Nachweis, dass sich, umgekehrt, jede 
beliebige Kurve vierter Ordnung auf jede der sechs Arten, welche in 
den Torhergehenden Specialsätzen dargestellt sind, erzeugen lasst. Ich 
werde hier die einfachsten Erzeugungsarten, durch welche jede beliebige 
Kurve vierter Ordnung hervorgebracht werden kann, in einem Satze 
zusammenstellen und dann die Beweise ihrer Allgemeinheit liefern: 

Jede Kurve vierter Ordnung Jässt sich erzeugen als Ort: 

1) Einer Ecke (x) eines Sechsecks {Fig, 2i), in welchem wm dieser 
Ecke (x) zwei Diagonalen nach zwei einander benachbarten Ecken ge- 
zogen sind und in welchem diese Diagonalen und alle Seiten durch feste 
Punkte gehen, während düe von den Diagonalen nicht getroffenen Ecken 
in festen Geraden liegen, 

2) Einer Ecke (x) eines Fünfecks (Fig, 25), in welchem von dieser 
Ecke (x) naeh zwei Punkten (p^ und jp^, die in zwei aneinanderstehenden 
Seiten liegen^ zwei Gerade gezogen sind und in welchem alle übrigen Seiten 
sowie diese beiden Geraden (xp^ und xp^) durch feste Punkte gehen, während 
die Punkte (p^ und p^) und alle Ecken, ausser x, in festen Greraden liegen. 

3) Der Spitze (x) eines Fünfecks (Fig. 26) , in weichem von der 
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Spiige nach einem Punkte (p) der Grundseite und nach einer daran 
liegenden Ecke zwei Gerade gezogen sind, und in welchem diese Geraden 
Mmd alle Seiten, ausser der Grundseite, durch feste Punkte gehen, während 
jener Punkt (p) und alle von der Diagonale nicht getroffenen Ecken in 
festen Geraden liegen, 

4) Der gemeinschafüichen Ecke (x) eitles Vierecks und eines stetig 
daran liegenden Dreiecks (Fig. 27), wenn die von dieser Ecke gezogene 
Diagonale des Vierecks und alle Seiten beider Figuren, mit Ausnahme 
der aufeinander faüenden, durch feste Punkte gehen und edle von der 
Diagonale nicht getroffenen Ecken in festen Geraden liegen. 

5) Der gemeinschafüichen Ecke (x) eines Dreiecks und eines stetig 
daran liegenden Vierecks (Fig. 28), in welchem von dieser Ecke x nach 
einem Punkte (p) der an die gemeinschafüiche Seite sich anschliessenden 4 
Seite eine Gerade gezogen wird, während diese Gerade und alle Seiten, 
ausser der gemeinschafüichen, durch feste Punkte gehen und jener Punkt 
(p) sowie aUe Ecken, ausser Xy in festen Geraden liegen. 

6) Der gemeinschafüichen Spitze x dreier stetig an einander liegender 
Dreiecke (Fig. 29), deren übrige Ecken in festen Geraden liegen und 
deren Grundseiten und äusserste Schenkel durch feste Punkte gehen. 

Ehe ich zu den Beweisen dieser Sätze übergehe^ will ich der 
Uebersicht wegen diejenigen Formeln Toranstellen, auf welche ich dabei 
zurückgehen werde. Ueberall werde ich unter den kleinen Buchstaben 
Punkte^ unter den grossen gerade Linien yerstehen. Wie in den frühem 
Aufsätzen soll: 

(1) ah 
die durch a und h gehende Gerade^ 

(2) AB 

den Durchschnitt von A und B bezeichnen. Femer soll 

(3) ah = oder a^h 

ausdrücken, dass a und h zusammenfallen, 

(4) AB=^0 oder A^B, 

dass A und B zusammenfallen, 

(5) Ah = oder 6^ = 0, 

dass h \n A fällt. 

Nun habe ich gezeigt, dass die Gleichung 

(6) A,h, = 0, 

wenn A^ und hx Produkte in dem Sinne der Formeln (1) und (2) sind, 
welche den Punkt x zusammen ft-mal als Faktor enthalten, die Gleichimg 

Orattniftnii, Werke. II. 8 
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einer von x beschriebenen Kurve ft-ter Ordnung ist. Diesen Satz habe 
ich den erweiterten Pascal' sehen genannt. Der Po^caJ'sche Satz über 
das mystische Sechseck lässt sich, wenn xahcde dieses Sechseck ist, durch 
die Formel 

(7) {xa . cd)(ab . de)(bc .ex) = 

ausdrücken, da dieselbe nur aussagt, dass die drei Durchschnittspunkte 
der g^enüberliegenden Seiten jenes Sechsecks in gerader Linie liegen. 
Setzt man hier cd^^B, ab.de^Ec^j hc^Dj so erhalt man fol- 
genden Satz: 

Die Gleichung 

(8) xaBc^Dex-=0 

ist die Gleichung eines KegdschnittSj der durch die fünf Punkte a, c, 
BD, ac^Bj ec^B geht 
5 Noch füge ich folgende einfache Umgestaltungsformeln hinzu: 

Die Gleichung 

j axBcx = 

(9) {drückt aus, dass entweder 

I acx = oder Bx = 

ist. Denn die Gleichung drückt aus, dass der Punkt axB mit c und x 
in gerader Linie liegt. Dies ist aber erstens der Fall, wenn x in B 
liegt, indem axB = x wird. Liegt hingegen x nicht in B, so ist 
axB von x verschieden, und die Gleichung sagt dann aus, dass c in 
der durch die Punkte axB und x gelegten Geraden, das heisst^ in der 
Geraden ax liegen muss. Es muss also nothwendig entweder Bx oder 
acx Null sein. 

Femer die Gleichung 

abC=0 

ist, wenn ab nicht Null ist, gleichbedeutend mit dem Glei- 
chungspaare 

aC=0 und 6(7=0. 



(10) 



Denn abC = drückt dann aus, dass die Gerade ab mit C zusammen- 
fallt, das heisst, dass a und b in C fallen. Ebenso ist die Gleichung 



(11) 



ABc = 0, 

wenn AB nicht Null ist, gleichbedeutend mit dem Glei- 
chungspaare 

Äc = und Bc = 0. 
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Endlich ergiebt sich leicht der Satz: 

Wenn ein fortschreitendes planimetrisches Produkt (das heisst 
ein Produkt im Sinne der Formeln (1) bis (5)), welches mit zwei Punkt- 
oder Linien-Faktoren beginnt und scMiessty während sonst iiberaU Puvlä^ 
xmd Linie wechseln, NuU ist, so bleibt es auch Null, wenn man^ von 
einem beliebigen Faktor an, die ganze Faktarenreihe umkehrt und in 
Klammem schliesst, zum Beispiel wenn 

{ abCdEfg = 

(12) list, so ist a/uch 

\ aigfEdCb) = 0. 

Denn die erste Gleichung drückt aus^ dass die drei Punkte 
ahCdE, fygiD. gerader Linie liegen. Dasselbe drückt die Gleichung 
ahCdE(ßf) = aus. Vermöge dieser Gleichung gehen wieder die drei 
Geraden abCdy E, gf durch einen und denselben Punkt^ und das 
Nämliche drückt die Gleichung abCd{gfE) = aus, u. s. w. 

Obgleich sich noch manche Formel aufstellen liesse, die für den 
gegenwärtigen Zweck von Nutzen sein würde, wird man doch mit den 
vorstehenden Formeln ausreichen. 

Indem ich nun zum Beweise des oben aufgestellten sechsfachen 6 
Satzes übergehe, bemerke ich noch, dass ich mich nicht damit be- 
gnügen werde, bloss im Allgemeinen die Erzeugbarkeit der Kurven 
vierter Ordnung auf die dort angegebenen sechs Arten nachzuweisen, 
sondern dass ich überall bis zur geometrischen Konstruktion derjenigen 
Punkte und geraden Linien fortschreiten werde, in welchen sich die 
Geraden und Punkte der venmderlichen Figur bewegen müssen, damit 
der Punkt x eine gegebene Kurve vierter Ordnung erzeuge. 

Ich zerlege zu dem Ende den Beweis in eine Reihe von Aufgaben, 
^e ich in den folgenden Paragraphen lösen werde und mit deren 
Losung der Beweis des obigen Satzes, nebst der geometrischen Kon- 
^^nilrtion aller Konstanten, vollendet ist. 



§1. 

X^ie sechs in dem Satze beschriebenen Arten der Bewegung 

in Formeln darzustellen. 

Aus den Formeln (1), (2) und (5) ergiebt sich sogleich, dass die 
^^ Oicm obigen Satze beschriebenen Bewegungen, wie sie in den 
^'iffuren 24 bis 29 bildlich ausgedrückt sind, beziehlich durch folgende 
s^us Gleichungen dargestellt werden: 
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(1) xaB\{xh)d^{xe)fyGg^Fkx = 0, 

(2) xaB{xbqD{xeE)Fg^Gkx = 0, 

(3) xaBbi{xb)(xeE)Fg^Gkx = 0, 

(4) xaB\{xV)d^ExFg^ Gkx = 0, 

(5) xaB\ CxD(xeE)Fg^ Gkx = 0, 

(6) xaB\CxDcyExFg^Gkx = 0. 



§2. 

Die sämtlichen Punkte zu finden, welche, statt X gesetst, ein Pro- 
dukt, in welchem nur die durch die Formeln (1) und (2) darge- 
stellten Multiplikationsarten vorkommen, gleich Null machen. 

Wenn ein Produkt nur die durch die Formeln (1) und (2) {S. 113} 
dargestellten Multiplikationsarten enthält^ so wird es sich als Produkt 
entweder zweier gerader Linien oder zweier Punkte zeigen. Es wird 
nur nöthig sein, einen dieser Fälle ^ etwa den zweiten^ zu betrachten^ 
da der andere durch Reciprocität aus ihm hervorgeht. Man hat dann 
das Produkt zweier Punkte. Der eine derselben^ den wir als ersten 
7 Faktor setzen wollen^ sei wieder aus zwei Faktoren f zusanmiengesetzt, 
so werden diese Faktoren Linien sein^ und man erhält also die Form 
ABc. Man nehme an, dass A, B, c den Punkt x beziehlich a-mal, 
/}-mal, y-mai als Faktor enthalten. Es seien bereits die Punkte ge- 
funden, welche, statt x gesetzt, AB gleich Null macben. Dann sind 
nur noch die Punkte zu suchen, welche ABc gleich Null machen, 
ohne AB gleich Null zu machen. Ist nun aber AB nicht Null, so ist 
nach Formel (11) die Gleichung 

ABc=^0 

gleichbedeutend mit dem Gleichungspaare 

Ac = und Bc = 0, 

Ton welchen die erstere eine Kurve (a -\- y)-ter Ordnung, die letztere 
eine Kurve (ß + y)-ter Ordnung darstellt. Ihre Durchschnittspunkte 
sind die gesuchten Punkte. Also: 

Wenn A^ B, c Produktfunktionen des Punktes x sind (die ersteren 
beiden gerade Linien^ die letzte ein Punkt), so findet man diejenigen 
Punkte X, für welcJie 

(a) ABc = und AB ungleich 

ist, als die Durchschnitte der beiden Kurven, deren Gleichungen 

(b) ^c = und Bc = 
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«nrf, und von denen sich die erstere um düe Punkte schlingt, wdcJie A 
gleich NuU machen, die letztere um die, welche B gleich Null nmchen. 

Auf diese Weise findet man also^ indem man schrittweise die Zu- 
sammensetzung des Produkts verfolgt und bedenkt^ dass zuerst xa nur 
ftlr ar ^ a Null ist, alle die Punkte, welche das Produkt gleich Null 
machen, und die Aufgabe ist gelöst. (Vergl. Grelle 's Journal Band 42, 
S. 201 { hier S. 95 } ). Doch lässt die Methode in einigen Fällen 
eine Vereinfachung zu. 

Nämlich erstens, wenn c und B konstant sind, so enthält die 
Gleichung Bc = den Punkt x gar nicht. Wird also diese Gleichung 
nicht erfüllt, das heisst, liegt c nicht in JB, so giebt es keinen Punkt, 
welcher, statt x gesetzt, ABc gleich Null macht, ohne AB gleich Null 
zu machen. Liegt hingegen c in B, so folgt, dass jeder Punkt x, 
welcher der Gleichung Ac = genügt, das heisst, jeder Punkt der 
durch diese Gleichung dargestellten Kurve, auch ABc gleich Null 
macht. Wir wollen in diesem Falle der Kürze wegen sagen, es sei 
dies Produkt ABc durch jene Kurve {heilbar. Also: 

Erstlich. Wenn das Produkt Bwei aufeinander folgende konstante 
Faktoren enthälty von denen der Putikifaktor in dem Linienfaktor liegt, 
so ist das Produkt durch eine Kurve t heilbar. Folgen hingegen zwei 
konstante f Faktoren auf einander, die nicht diese Lage haben, so bedingt 8 
dos Einzutreten des zweiten dieser Faktoren keine neuen Punlde, die, 
sM X gesetzt, das Produkt gleich Null machen. 

Ist zweitens c wieder ein Produkt ^ CD und sind B und Z> kon- 
stant^ so hat man als diejenigen Punkte, für welche 

(c) AB{CD) = und AB ungleich 
ist, die Durchschnittspunkte der Kurven 

(d) ACI) = und BCD = 0, 

Fallen nun zuerst die konstanten Linien B und D zusammen, so wird 
die zweite der Gleichungen BCD schon allgemein befriedigt. Es ist 
also dann AB(CD) = gleichbedeutend mit der Gleichung ACD = 0. 
Alle Punkte x der durch die letztere Gleichung dargestellten Kurve 
ßiachen daher das Produkt AB (CD) gleich Null; das heisst, dasselbe 
ist durch jene Kurve {heilbar. Fällt aber B nicht mit D zusammen 
^d ist auch CD ungleich Null, so drückt BD sowohl als CD einen 
Pttnfc^ aus, und zwar, vermöge der zweiten Gleichung in (d), denselben 
Punkt, das heisst, es ist BD e^ CD. Man kann also in der ersten 
Gleichung in (d) BD statt CD setzen und erhält somit 

ABD = und CBD = 
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als diejenigen Oleichungen, welche die Gleichungen (d) ersetzen. Von 
ihnen stellt die erste eine Kurve a-ten, die letzte eine Kurve y-ten 
Grades dar. Somit sind die Punkte x, welche das Produkt AB (CD) 
gleich Null machen^ ohne AB oder CD gleich Null zu machen, die 
Durchschnittspunkte dieser beiden Kurven vom a-ten und ^^-ten Grade. 
Also: 

Zweitens: Wenn das (miUels der MulHpliJcationsarten (1) und (2)) 
zusammengesetzte Produkt P aus zwei Faktoren besteht, deren jeder ein 
Produkt aus einem variabdn und einem konstanten Faktor ist, so ist P 
durch eine Kurve theiJba/r, so oft die beiden konstanten Faktoren zu- 
sammenfallen. Fallen sie nicht zusammen, so erhält man die neu hin- 
zutretenden Punkte, welche P gleich NuU machen, als Besultal der Eli- 
mination aus zwei Gleichungen, die sich ergeben, wenn man das Produkt 
der beiden konstanten Faktoren in einen jeden der beiden variablen Fak- 
toren einzeln gleich NuU setzt. 

Endlich mögen noch zwei besondere Falle betrachtet werden, 
welche in den Gleichungen des § 1 vorkommen, indem man immlich 
die Punkte x sucht, welche xaBb^{xb), und diejenigen, welche xaB(xbC) 
gleich Null machen. Ich nehme an, dass von den vorher erwähnten 
9 Fällen, in denen diese Produkte f durch Kurven theilbar werden, keiner 
eintritt, schliesse also aus, dass a oder b^ in B, b in C falle und dass 
bi mit b oder B mit C identisch werde. Ist dies ausgeschlossen, so 
folgt, dass der Faktor xaBb^ bez. xb des ersten Produkts nur dann ver- 
schwindet, wenn x in a bez. in b fällt, und dass ausserdem das ganze 
Produkt Null wird, wenn xaBbJ) und xbb^ zugleich Null werden, 
das heisst, wenn x in der Geraden b\Ba und zugleich in der Ge- 
raden bb^ liegt. Liegen nun a, by 6^ in gerader Linie, so fallen diese 
beiden Geraden zusammen: also, wenn o; in einer dieser Geraden liegt^ 
so liegt es auch in der andern und macht also das Produkt xaBb^{xb) 
gleich Null; das heisst, dies Produkt ist dann durch die Kurve (gerade 
Linie) artfe^ = theilbar. Liegen aber a, b, b^ nicht in gerader Linie, 
so liegt x im Durchschnitt der beiden Geraden bb^Ba und b\. Dieser 
Durchschnitt ist bb^B, Also: 

Drittens: Das Produkt xaBb^(xb) wird durch eine gerade Linie 
theilbar, wenn a in B oder b^ in B oder b^ in b fällt oder a, b, 6j in 
gerader Linie liegen. Findet keiner dieser vier Fälle statt, so wird das 
Produkt nur durch die drei Punkte x^a, b, bb^B gleich NuU gemacht. 

Das Produkt xaB{xbC) wird unter den obigen Voraussetzungen 
nur gleich Null, wenn x^a oder E?ib oder zugleich xa(BC) und 
xb(BG) Null sind, das heisst, wenn x zugleich in der Geraden BCa 
und in der Geraden BCb liegt. Fallen diese beiden Geraden zusammen. 
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das heisst, li^en die drei Punkte a, b, BC in einer Geraden^ so wird 
das Produkt durch diese Gerade theUbar, Liegen sie nicht in einer 
Geraden, so ist x der Durchschnitt der beiden Geraden BCa und BCb, 
das heisst, es ist x^BC, Also: 

Viertens: Das Produkt xaB{xhC) toird durch eine gerade Linie 
theilbar^ wenn a in B oder h in G liegt oder B mit C zusammer^äUt, 
oder, wenn die drei Geraden ab, B und C durch einen und denselben 
Punkt gehen. Findet keiner dieser vier Fälle statt, so wird das Produkt 
nur durch die drei Punkte x^a, b und BC gleich NuU gemacht. 



§3. 

Diejenigen Punkte X zu finden, welche die Produkte in ( 1 bis mm 

Faktor F oder /^ hin gleich Nnll machen. 

Es wird nur nothig sein, diese Aufgabe an dem ersten jener Pro- 
dukte ausf&hrlich zu losen, worauf man dann bei den fünf übrigen die 
Ausdrücke der f Punkte, welche sie gleich Null machen, unmittelbar lo 
ans dem betreffenden Produkte selbst wird ablesen können, sodass 
eine Zusammenstellung dieser Ausdrücke genügen wird. Wir schliessen 
dabei ein für allemal die in § 2 erwähnten Falle aus, in denen das 
Produkt durch eine Kurve iheübar wird, da diese Fälle nur die Be- 
trachtung verwirren würden, ohne für die Allgemeinheit forderlich zu 
sein. Welche Punkte x machen also zuerst das Produkt xaBb^ {xb)d^ (^^)/i 
gleich NuU? 

Es sind dies nach § 2 zuerst die drei Punkte a, b, bb^B, femer 
der Punkt e und ausserdem die Punkte, für welche die Gleichungs- 
paare 



xaBb^d^ = 0, 
xbd^ = 0, 



xaBb^{xb)d^e = 0, 
xd^e = 0, 



xaBb^{xb)dJ^ = 0, 
xef\ = 



gelten. Nämlich das erste Paar dieser Gleichungen bestimmt nach 
dem ersten Satze in § 2 den Punkt, welcher das Produkt xaBb^(xb)d^ 
gleich Null macht, ohne xaB\{xb) gleich Null zu machen; das letzte 
Paar bestimmt nach demselben Satz diejenigen zwei Punkte, welche 
das ganze Produkt, bis f\ hin, gleich Null machen, ohne es bis zum 
Faktor (xe) hin gleich Null zu machen. Das zweite Paar der Glei- 
chungen bestimmt nach dem zweiten Satz in § 2 diejenigen Punkte, 
welche das Produkt xaBb^{xb)d^{xe) gleich Null machen, ohne 
xaBb^{xb)d^ oder xe gleich Null zu machen; xe endlich wird nur 
Null für ^ ^ e. 
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Das erste Gleichungspaar können wir nach der Formel (12) auch 
wie folgt schreiben: 

cLJ)^Bax = und d^bx = 0. 

Sie drücken aus, dass x in den beiden Geraden d^\Ba und d^h, also 
in ihrem Durchschnitt liegt, das heisst, sie liefern den Punkt 

x^- d^\Ba{d^h), 

den wir d nennen wollen, während wir den Punkt })\B mit c be- 
zeichnen. 

In dem zweiten Gleichungspaare drückt die untere Gleichung 
dasselbe aus, nämlich dass x in d^e liegt; die obere, dass die dfei Ge- 
raden xaBb^^ xhy d^e durch einen und denselben Punkt gehen. Da 
aber x in d^e liegt, so schneiden sich die beiden letzteren Geraden 
in Xj also muss die erste jener drei Geraden auch durch x gehen, das 
heisst, es ist 

xaB\x = 0. 

Diese Gleichung drückt nach Formel (9) aus, dass x entweder in a\ 
11 oder f in J? liegt. Da aber x zugleich in d^e liegt, so giebt das zweite 
Gleichungspaar die Punkte 

x^d^eB und x^d^e(abi). 

Endlich das letzte Gleichungspaar drückt aus, dass x in dem 
Durchschnitt der Geraden ef^ und des Kegelschnitts *xaBh^(xh)d^f=0 
liegt. Dieser Kegelschnitt geht nun offenbar durch die vier Punkte, 
welche xaBbi(xb)d^ gleich Null machen, das heisst, durch die Punkte 
a, by Cj d. um noch einen fünften Punkt zu finden, schreibe man die 
Gleichung dieses Kegelschnitts, welche ausdrückt, dass die drei Ge- 
raden xaBb^j xb, d^f^ durch einen und denselben Punkt gehen, in 
der Form xaBb^(d^f^)bx == 0. Dann folgt aus dem Satze zu Glei- 
chung (8), dass der Kegelschnitt auch durch den Punkt d^f^B geht^ 
den wir mit r bezeichnen wollen. Demnach drückt das dritte Glei- 
chungspaar aus, dass x in den Durchschnitten der Geraden ef^ und des 
durch die Punkte a, 6, c, d, r gelegten Kegelschnitts liegt. Sind h 
und i diese Durchschnittspunkte, so soll dies symbolisch durch 

(A, i) = ef\ . [a, 6, c, d, r\ 
ausgedrückt werden. 



Bestimmung der nenn Nnllpnnkte. 



121 



(1) 



(2) 



(3) 



Also sind die Punkte Xj für welche 

xaBb^(xh)d^(xe)fi = 
wird, erstens die sieben Punkte 

a, 6, bb^By dJ)^Ba(bd^j e, ed^B, ed^{ab^, 
die ich nach der Reihe mit 

a, 6, c, rf, e, f, g 
bezeichnen will, und ausserdem die beiden Punkte 
(A, %) = efi . [a, 6, c, d, r], wo r = dJ^B. 

Ebenso findet sich 

xaB{xbC)D{xeE)F=0 
för die Punkte 

a, 6, BC, BDa{DCb\ e, 

die ich mit 

a, bj Cj dy e 

bezeichne, und ausserdem för die vier Punkte 

(/; g) ^ DEe . [a, 6, c, d, r], wo r .=^ D-Eft-B, 

. (Ä, i) = FEe . [a, 6, c, d, s], wo 5 = DJPi JB. 

Ferner wird 

( xaBb^{xb)(xeE)F = 

für die Punkte 

a, 6, 66i-B, ab^E, e, BE, beE\Ba{be)*\ 
die nach der Reihe durch 



12 



a, 6, 



d, 



/; ^ 



bezeichnet werden sollen, und ausserdem für die zwei Punkte 
(A, I*) ^2 EFe . [a, 6, c, r, i?], wo r eiz BF, s z^ a\F. 



•) Die vier Punkte d . . . g in (3) erfolgen so: Nach dem 1. Satze des § 2 
^ird xaBh^{xh){xeE) = 0, wenn xaJBfti {xeE) = und xh{xeE) = ist. Man 
^ daför nach (12) xaBh^Eex = und xhEex = schreiben. Das letztere 
giebt nach (9) x entweder in E oder in e& liegend. Dem ersteren wird nach (8) 
^tep andern durch die Punkte BE, ah^E und e genügt. Also sind BE und 
^KB die Durchschnitte von E mit dem Kegelschnitt xaBh^Eex = 0. Ebenso 
J8t t einer der Durchschnitte von eh mit diesem Kegelschnitt. Um den andern 
20 finden, nehme man x m eh an, so ist e.r = et, also, dies in die Gleichung 
^ Kegelschnitts gesetzt, ergiebt sich xaBh^Eeh *=^ ü oder nach (12), 
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Sodann wird 

xaBb^{xb)diExF=0 

für die Punkte 
a, b, bb^B, dJ)^Ba{bd^\ bd^E, ab^E, BE, 

(4) /die ich nach der Reihe mit 

a, 6, r, d, e, t\ 9*) 

bezeichne, und ausserdem fiir die Punkte 

(A, t) = F. [a, 6, c, rf, r], wo r =: EFd^B, 

Femer ist 

a:a J?6i CxD{xeE)F = 

ftlr die Punkte 

a, J?C, a6,C, DCb^BaD, e, DE, efCb,Ba(eß, 

(5) idie der Reihe nach 

a, 6, r, d, e, f, g 

bezeichnen sollen, und ausserdem ftLr die zwei Punkte 

(A, f^ FEe . [a, 6, c, d, r], wo r ez Di^. 

13 Endlich ist 

xaBbiCxDc^ExF=0 

für die Punkte 

a, J?C, aft^C, DCb^BaD, DE, 

die ich mit 

a, by Cj dy e 

bezeichne, und ausserdem für die vier Punkte 

(/; g) ^ E . [a, b, c, c^, r], wo r -ze ft^Ci J?, 

(A, i) -.:_= JP. [a, 6, c, d, s], wo s^ FEc^D. 

In jedem dieser sechs Fälle giebt es also neun Punkte, welche, 
statt X gesetzt, das betreffende Produkt gleich Null machen. 



(6) 



heEh^Bax = 0, das heisst, x liegt in der Geraden beEb^Ba^ aber auch in be, 
also ist X Ei beEb^Ba(be). 

*) Die Funkte e, f, g erfolgen so: Nach dem 1. Satze des § 2 ist 
xaBb^{xb)d^Ex = 0, wenn xaBb^{xb)d^x == und Ex = ist. Die erstere 
Gleichung kann auch xb{xaBb^)d^x = geschrieben werden. Sie drückt nach (9) 
aus, dass entweder x in bd^ Hegt, oder dass xaBb^x = ist, dasheisst, x in JB 
oder in atj liegt; also erhält man x ~ den Durchschnitten dieser drei Geraden 
mit der Geraden E^ folglich ^^bd^E, BE, ab^E. 
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§4. 

Die besonderen BeBiehnngen in der Lage der neun in 8 8 gefundenen 
Punkte fär jeden der sechs Fälle zu finden. 

Die in § 3 gefundenen neun Punkte haben in jedem der sechs 
Falle die Beschaffenheit^ dass sich um sie eine bewegliche Kurve dritter 
Ordnung schlingen lässt. In der That haben jene Produkte entweder 
die Form QI (im zweiten bis sechsten Falle) oder die Form g/i (im 
ersten Falle) , wo Q oder q den Faktor x dreimal enthält. Fügt man 
nun zu QF eine konstante Gerade G als Faktor hinzu , die nicht mit 
F zusammenf äUt, so drückt die Gleichung 

QFG = 

nach der Formel (6) {S. 113} aus, dasso; einer Kurve dritter Ordnung 
angehört. Diese Kurve enthält offenbar die neun Punkte, welche das 
Produkt QF gleich Null machen. Alle übrigen Punkte jener Kurve 
geben, in Q statt x eingeführt, eine Gerade, welche die Gerade F in 
dem Punkte FG schneidet. Lässt man nun die Gerade G in eine be- 
liebige andere Gerade G' übei^ehen, welche F in einem von FG verschie- 
denen Punkte trifft, so drückt die Gleichung Q FG' = eine Kurve 
dritter Ordnung aus, welche sich um dieselben neun Punkte schlingt. 
Alle übrigen Punkte dieser Kurve geben, statt x in Q eingeführt, eine 
Gerade, welche die Gerade F in dem Punkte FG' schneidet, also in 
einem andern Punkte, als wenn man in Q die Punkte der ersten Kurve 
einführt. Beide Kurven haben also ausser jenen neun Punkten keine 
Pnnkte gemein, und man erhält also eine bewegliche Kurve dritter 
Ordnung, die sich um jene festen neun Punkte schlingt. Dasselbe 
ergiebt sich in dem andern Falle, wenn man qf^ mit einem f Punkte 14 
9i kombinirt und dann entsprechend verfährt. Also haben in allen 
sechs Fällen die gefundenen neun Punkte die angegebene Beschaffenheit. 

Femer liegen in jedem der einzelnen sechs Fälle mindestens drei 
^on den neun Punkten in gerader Linie, So zum Beispiel liegen in dem 
ersten Falle, wie sich unmittelbar aus den Formeln (1) in § 3 ergiebt, 
^if^gin. der Geraden edj^ und e^ h, i in der Geraden e/i- Es wird 
genügen, dies für die einzelnen Fälle übersichtlich zusammenstellen. 

In gerader Linie liegen: 

In (1) die Punkte e, f\ g und ebenso e, A, L 



In (2) 


}J 


V 


^; fy 9 


?? 


7? 


By A, i. 


In (3) 


U 


n 


ß,^ 9 


w 


>; 


Cj A, i. 


In (4) 


jy 


7) 


^7 /; 9 


V 


7> 


e, dy b. 


In (5) 


y) 


97 


^7 t\ 9 


w 


yy 


e, hj i. 


In (6) 


99 


;; 


^y fy 9- 
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Es ist bekannt, dass, wenn von neun Punkten, um welche sich 
eine bewegliche Kurve dritter Ordnung schlingen lässt, drei in gerader 
Linie liegen, die sechs übrigen in einem Kegelschnitt liegen müssen. 
Also giebt es in den ersten fünf Fällen jedesmal zwei Kegelschnitte, 
in welchen sechs der neun Punkte liegen müssen, in dem letzten giebt 
es einen solchen. Diese Beziehung muss also durch die obigen Formeln 
gleichfalls ausgedrückt sein. Doch ist es nöthig, zu bemerken, dass 
dieselbe durch die oben dargestellten Beziehungen schon mitbedingt ist. 



§5. 

Wenn beliebige nenn Funkte gegeben sind, welche die in 8 4 be- 

seiolmete Lage haben, die Produkte der in 8 8 dargestellten Formen 

SU finden, welche für diese neun Funkte verschwinden. 

Es seien a, 6, . . . i die neun gegebenen Punkte, welche der Be- 
dingung unterworfen sind, dass sich um sie eine bewegUche Kurve 
dritter Ordnung schlingen lässt. Hierzu tritt im ersten Falle die Be- 
dingung hinzu, dass e sowohl mit f und g als auch mit h und i in 
gerader Linie liege. Dann kommt es im ersten Falle nur darauf an, 
Sj b^'i diy fi so zu wählen, dass den Gleichungen (1) in § 3 genügt 
wird. Ja, da durch acht jener neun Punkte bekanntlich schon immer 
der neunte bestimmt ist, so kommt es nur darauf an, die Gleichungen 
für acht Punkte zu erfüllen, indem dann die Gleichung, durch welche 
der neunte Punkt bestimmt ist, schon immer von selbst erfüllt werden 
15 muss. Man wähle zu dem Punkte, der unberücksichtigt bleiben soll, 
den Punkt g. Dann sagt die Gleichung, durch welche der Punkt c in 
(1), § 3, bestimmt ist, nämlich c^bb^B, aus, dass c sowohl in bb^ 
als in B liegt, oder, anders ausgedrückt, dass bcb^ und cB Null sind. 
Die Gleichung d^d^b^Ba(bd^ sagt aus, dass d in der Geraden 
d^\Ba und in bd^ liegt, das heisst, dass d^b^Bad = bd^d = Q sei, oder, 
anders geschrieben (nach (12) in der Einleitung), dass daBd^\ und 
bddi Null sind. Die Gleichung f^ed^B drückt aus, dass efd^ und 
fB Null sind. Diese Ausdrücke, welche hiemach Null sind, in an- 
gemessener Ordnung zusammengestellt, sind: 

bddif cB, bc\j 

efd^ , f'Bj daBd^h^, 

Aus dem Verschwinden der senkrecht unter einander stehenden 
Ausdrücke folgt sogleich 

d^ bdief), B ^ cf, b^ =2 daBd^(bc). 
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Ferner drückt die Gleichung (A, i)^^ ef^ . [a, 6, c, d, r] aus, dass h 
und i in der Geraden e/i und in dem durch die Punkte a, 6, c, rf, r 
gellten Kegelschnitte liegen, oder, anders ausgedrückt, dass der Punkt 
f^ in der durch die drei Punkte e, h, i gehenden Geraden und der 
Punkt r in dem durch die sechs Punkte a, b, c, d, h, i gehenden 
Kegelschnitte liegt. Dass nämlich diese sechs Punkte in einem Kegel- 
schnitte liegen müssen, ist nach § 4 schon in der Bedingung ein- 
geschlossen, dass die andern drei Punkte e, f, g in gerader Linie liegen. 
Endlich, die Gleichung teee difi^ drückt aus, dass r in der Geraden 
dj^ und in der Geraden B liegt. Da r sowohl in £ als in dem 
Kegelschnitt [a, b, c, J, h] liegt, so wird es in einem der Durchschnitte 
beider liegen müssen. Der eine dieser Durchschnitte ist c^ da J? 5££ cf 
ist, also ist r der andere, das heisst, es ist 

(c, r) r- B . [a, 6, c, rf, h]. 

Dann geben also die beiden noch übrigen Bestimmungen, dass f^ in 
d^r und in eh liegt: 

/; = rfir(eA). 

Es sind daher jetzt B, h^, d^, f^ so bestimmt, dass alle Gleichungen 
in (1), § 3, vorläufig mit Ausschluss der Gleichung g^ ed^iab^), er- 
füllt werden. Setzt man demnach diese gefundenen Werthe in das 
Prodnkt xaBbi{xb)d^(xe)f^j so wird dasselbe für die acht Punkte 
x~a,,,f, hy i gleich Null gemacht, also auch durch den neunten 
Punkt ^; und die Aufgabe ist für den ersten FaU gelöset. Es reicht 
daher die Anzahl der Gleichungen in (1), § 3, gerade zur f Bestimmung 16 
der sieben konstanten Faktoren des Produkts hin. Man erwäge, dass 
jede Bestimmung eines Punkts (oder einer geraden Linie) durch zwei 
Zahlengleichungen in (1), § 3, durch welche die neun Punkte bestimmt 
worden, achtzehn Zahlengleichungen einschliessen. Da jedoch durch 
^ht Punkte schon der neunte bestimmt war, so braucht man nur 
sechzehn dieser Gleichungen zu berücksichtigen. Unter diesen Glei- 
chungen sind aber zwei, nämlich die, welche ausdrücken, dass e, f, g 
^d ebenso e, h, i in gerader Linie liegen, in den Bedingungen der 
Ao^be eingeschlossen; es bleiben daher noch vierzehn Zahlenglei- 
chungen zu berücksichtigen. Dasselbe gilt in allen übrigen Fällen, 
niit Ausnahme der sechsten, wo nur die Punkte c, f, g in gerader 
Linie liegen sollen, also fünfzehn Gleichungen übrig bleiben. Jene 
vierzehn Zahlengleichungen reichen nun in unserem Falle zur Be- 
stimmung der sieben konstanten Faktoren des Produkts gerade hin. 
Dasselbe gilt für den dritten und vierten Fall, da sich hier auch nur 
sieben konstante Faktoren in dem Produkte zeigen. Hingegen in dem 
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zweiten und fünften Falle erscheinen acht konstante Faktoren, und es 
bleiben also hier noch zwei Bestimmungen willkürlich. Im sechsten 
Falle endlich kommen gleichfalls acht konstante Faktoren vor, aber 
fünfzehn Zahlengleichungen; also bleibt hier nur eine Bestimmung 
willkürlich. Diese Bemerkung möge zum Leitfaden bei der Lösung 
der folgenden Aufgaben dienen. 

Im zweiten Falle bleiben zwei Bestimmungen willkürlich. Aus 
den Gleichungen für c und d in (2\ § 3, erhalt man dann folgende 
vier Ausdrücke gleich Null: cJ?, cCj daBDj dhDC. Femer sagt die 
Gleichung (/) g) ^ DEe . [a, 6, c, rf, r] aus, dass DE in der durch c, /) g 
gehenden Geraden liegt, und dass r in dem durch die sechs Punkte 
a, 6, c, dj f, g gehenden Kegelschnitt liegt. Die zugehörige Gleichung 
r^DEbB drückt aus, dass r in J? liegt und DE in br. Nimmt 
man nun die Gerade B, für welche nur die Bestimmung da war, dass 
sie durch c gehen soll, willkürlich durch c an, so ist der Punkt r als 
zweiter Durchschnittspunkt der Geraden B und des durch a, b, r, d, f, g 
gehenden Kegelschnittes bestimmt, das heisst, es ist 

(c, r)EEJB.[a, 6, c, rf, ß. 

Dann ist DE bestimmt, nämlich ^ rb(ef). Da nun D durch diesen 
Punkt und den Pimkt daB geht, so ist auch D bestimmt und dadurch 
wieder C, nämlich 

D = rb{ef)(daB), C = dbDc. 

Nimmt man noch die Gerade E willkürlich durch den Punkt rb(ef) 
an, so sind durch diese Annahme die bisher betrachteten Gleichungen 
17 (2) aus § 3 t erfüllt. Femer die Gleichung (A, i) = FEe . [a, 6, c, rf, s] 
sagt aus, dass FE in der durch e, 7», i gehenden Geraden und s in 
dem dui'ch die sechs Punkte a, b, c, d, h, i gehenden Kegelschnitt 
liegt. Endlich sagt die Gleichung s e^ DFbB aus, dass s in B und 
in DFb liegt; das letztere ^sst sich so ausdrücken: dass jP in bsD 
liegt. Mithin erhalten wir 

(c, s) = J? . [a, b, c, d, A], F=ehE{bsD)', 

wodurch nun alle Gleichungen in (2), § 3, erfüllt sind und die Auf- 
gabe für den zweiten Fall gelöset ist. 

Im dritten Falle liegt (nach § 4) der Punkt e sowohl mit b und 
g in gerader Linie als auch mit h und i. Daraus folgt (nach § 4) 
dass die vier Punkte a, c, eif, f sowohl mit b und g in einem und dem- 
selben Kegelschnitt liegen als auch mit h und i, wenn, wiq voraus- 
gesetzt wurde, a . , . i neun solche Punkte sind, um die sich eine be- 
wegliche Kurve dritter Ordnung schlingen lässt. 
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Ich werde nun von den Gleichungen in (3) , § 3, die Gleichung 
ßr g ganz unberücksichtigt lassen und aus der Gleichung für f nur 
die Bestimmung aufnehmen^ dass f in B liegen soll. Dann geben die 
ßleichungen für c und d: 

= 6c6i = cB = adbi = dE, 

woraus man, da auch f in B liegt, 

B -^ cfy \ :-: hc{ad)y dE = 

erhalt. Die Gleichung (A, i)^i EFe.[ay 6, c, r, s] drückt aus, dass 
EF in der durch e, h und i gehenden Geraden, und dass die Punkte 
r imd 5 in dem durch die fünf Punkte a, 6, f, Ä, i gelegten Kegel- 
schnitt liegen. Die hiezugehörigen Gleichungen r^BF, s^Eab^F 
sagen aus, dass r in £, ^ in ab^ liegt und F durch die Punkte r und 
s geht. Man erhält also: 

(c, r) ^B . [a, 6, c, h, i], (a, s) : ab^ . [a, fc, c, Ä, ij, JF-:^ rs. 

Endlich bestimmt sich E dadurch, dass es durch den Punkt d geht 
und EF in eh liegt, das heisst E in ehF'^ also ist 

E EZE eAFd. 

Hierdurch sind alle Eonstanten des Produkts xaBb^{xb){xeF^F be- 
stimmt; und zwar so, dass dies Produkt für die Punkte a, &, r, ^ e, A, i 
gleich Null wird. Bezeichnet man die beiden übrigen Punkte, für die 
jenes Produkt Null wird, für den Augenblick mit f und ^, so muss 
nach den Formeln (3), § 3, einer derselben, zum Beispiel /^, in B^cf 
liegen, der andere, g\ in et; und dann muss f nach § 4 mit 
a, c, d, A, i und mit a, f , d, 6, g in einem Kegelschnitte liegen. 
Es wird also f dadurch bestimmt, und zwar auf gleiche Weise f wie /', 18 
nämlich: 

(C; f) ^ iPy n ~- ^ • [ö* C; ^; *; *1 

^d ebenso: 

(6, ^) = (6, g') = eb. [a, c, rf, 6, Z^. 

Also wird jenes Produkt für die neun gegebenen Punkte gleich Null, 
und die Aufgabe ist auch für den dritten Fall gelSset. 

Die Lösung der Aufgabe für die übrigen Fälle hat nun keine 
Schwierigkeiten, und es wird genügen, die Formeln isusammenzusteUen. 
Der Uebersicht wegen füge ich auch die Formeln für die ersten drei 
Kaie hinzu. 



(1) 



i, i- M{ef), B =1-: cf, h, = daBd, (bc), {<; r)~B. [a, b, c, d, h\ , 

t\ =^ dir{eh). 



(2) 



(3) 



(4) 
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cB = 0»), (c, r)^B. [o, b, c, d, f], (c, s) = B. [o, h, c, d, ä], 
D = rb{ef)(daB), C = dbDc, rb(ef)E=0*), F=ehE{bsD). 

m 

F=rSy E=ehFd. 
B=cg, \~hc{af), E=gf, d^-:adB\(hd), (c,r)=J?.[a,6,c,rf,A], 

hB=0% C=hc, D=df,bi^daB(DC)(acl(d,r)=D,[a,b,c,d,hl 
^ ^^ fE = 0*l Fz^ehEr. 

hB = 0*), C =bc, D = de, E ez ef, \ rz daB{DC){ac\ 
{Q)\{\r) = B,[a,h,c,f,g\{r,c^)z^.r\.[a,h,^^^^ 

F~sc^Eh. 

Es ist noch zu bemerken, dass in den drei letzten Fallen die 
Formeln so gebildet sind, dass in (4) der Punkt e, in (5) der Punkt g, 
in (6) der Punkt i als derjenige gewählt ist, welcher unberücksichtigt 
bleibt. Die Art, wie derselbe aus den übrigen acht Punkten bestimmt 
ist, ergiebt sich leicht aus den in § 4 für die einzelnen Fälle ge- 
stellten Bedingungen. Nämlich im vierten Falle liegt e sowohl mit g 
und f als mit h und d in gerader Linie; mithin ist dann e^gfQ>d), 
Im fünften Falle liegt (nach § 4) ^ in der Geraden ef und in dem 
durch üj h, Cy dy f gelegten Kegelschnitt, also ist dann 

{fy 9) = ^/*- [ö, b, ^, dj /!• 

Im letzten Falle endlich liegt i (nach § 3) in dem durch a, 6, c, d, h 
19 gelegten Kegelschnitt, und (nach § 3) zugleich in der Geraden F, die 
durch h geht, also ist 

(A, i) ^ F. [a, 6, c, rf, A]. 

Es ist leicht, nach den sechs Formelgruppen die Konstruktionen 
auf dem Papiere auszufiihren, indem alle die Formeln nur Symbole für 
geometrische Konstruktionen sind. Auch leuchtet unmittelbar ein, dass 
sie sich alle bloss mittels des Lineals machen lassen. Denn wo dort 
auf die Durchschnitte einer Geraden und eines Kegelschnitts zurück- 
gegangen wird, ist der eine dieser Durchschnitte schon immer bekannt. 
Es werde zum Beispiel der Punkt x in 

(a, x) :e2 af, [a, 6, o, rf, e] 

*) Diese Gleichungen sollen ausdrücken, dass die Gerade, die den letzten 
Faktor bildet, totlUcürlich durch den Punkt, mit dem sie multiplicirt ist, gelegt 
werden kann. 
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gesucbt, so hat man, Vienn man das mystische Sechseck axbcde be- 
schreibt, nach dem PascaFschen Satze sogleich 

= bc(ea)\cd . ax]{de)bx. 

Hier kann man statt ax die Linie af setzen, da nach der Annahme x 
in af liegen soll. Dann drückt die gefundene Gleichung aus, dass x 
auch in der Geraden bc(e(i)[rd . af]{de)b liegt, also hat man 

X ZTz bc(€a)[cd . af](de)b(af). 

Die wirkliche Ausföhrung der Konstruktionen nach der obigen 
Formelntafel ist von wesentlichem Nutzen; doch habe ich nicht die 
zugehörigen Figuren beigefügt, weil es wesentlich ist, die allmähliche 
Fortschreitung der Konstruktion zu verfolgen, welche in einer ge- 
zeichnet vorliegenden Figur doch immer verschwindet. 

Vermöge der erlangten Resultate lässt sich nun die Erzeugung 
der Kurven vierter Ordnung auf die einfache Aufgabe zurückführen: 
die Projektivität zwischen zwei Strahlenbüscheln, oder zwischen einem 
Strahlenbüschel und einer Geraden, durch ein planimetrisches Produkt 
darzustellen. 

§6. 

Die ProjektiYität zweier StrahlenbÜBOhel durch ein planimetrisohes 

Produkt darzustellen. 

Es seien drei Strahlen P^, P^, Pj (Fig. 31), die durch einen 
Punkt f^ gehen, und drei ihnen entsprechende Strahlen L^, i,, J^j, 
die durch einen Punkt k gehen, 
gegeben. Bekanntlich wird durch 
drei Paare entsprechender Strahlen 
die Projektivität zweier Strahlen- 
büschel bestimmt. Es seien l^, Zg, 1^ 
die Durchschnittspunkte jener drei 
entsprechenden Strahlenpaare. Liegen 
^^ hf hy h ^ einer Geraden G, so 
ist La^:PaGJc, für die Indices 
ö == 1, 2, 3, und die beiden Strahlen- 
l^üschel sind perspektivisch. Liegen 
*W /j, /,, /j nicht f in gerader Linie, 



so 



setze man IJ^ ee: (t^ 1^1^ H und 
K^iZ^zg^. Dann ist offenbar 

fÖM = 1, 2, 3, wie es der blosse Anblick von Fig. 31 zeigt, und es 




20 



Fig. 81. 
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ist anmittelbar klar, dass, wenn man noch beliebig viele Strahlen La 
durch f^ zieht und das zugehörige P^ durch die obige Gleichung be- 
stimmt, La und Pa entsprechende Strahlen zweier projektivischer Strah- 
lenbüschel werden. Also ist die Aufgabe gelöset. 



§7- 

Die Frojektivität eines StrahlenbÜBOhels und einer Geraden durch 

ein planimetrisohes Produkt darzustellen. 

Auch diese Projektivitat wird bekanntlich durch drei Paare ent- 
sprechender Elemente bestimmt. Es seien p^y jy^y p^ drei Punkte einer 
Geraden F und L^, L^y L^ drei Strahlen durch einen Punkt k. Man 
verbinde p^, p^y p^ mit einem beliebigen Punkte a, so erhält man drei 
Strahlen, die wir Pj, Pj, P3 nennen wollen. Dann lassen sich nach 
§ 6 zwei Linien B und D und ein Punkt c von der Art finden, dass 
für die Indices a = 1, 2, 3 jedesmal La PaBcDk ist, also 

La ^paaBcDk. 

Nimmt man überhaupt einen beliebigen Punkt p in der Geraden 
F an und setzt L=^paBcDky so sind p und L entsprechende Ele- 
mente der punktirten Geraden F und des Strahlenbüschels ky während 
Pi und Lj, P2 und Lg, p^ und L^ entsprechende Elemente derselben 

projektivischen Gebilde sind. Nun lassen 
sich in der Geraden F stets zwei 
Punkte finden, welche in den ihnen 
entsprechenden Geraden liegen. Man 
hat nämlich für einen solchen Punkt 
p nur die Gleichung paBcDkp = 
zu erfüllen. Diese giebt, als Ort des 
Punktes p, einen Kegelschnitt; mithin 
sind die Punkte, in welchen dieser 
Kegelschnitt die Gerade F schneidet, 
die gesuchten Punkte. Es können diese 
Punkte imi^inär sein, aber da die Kon- 
struktionen mittels imaginärer Punkte 
stets nach einem allgemeinen Verfahren ohne Schwierigkeit auf Kon- 
struktionen mittels reeller Punkte sich zurückführen lassen, so braucht 
man auf diesen Fall keiue besondere Rücksicht zu nehmen. Es seien 
nun jene beiden Punkte p^ und p^. Dann sind L^ ^ kp^ und Z5 ^ kp^ 
(Fig. 32). Nun ziehe man durch p^ eine beliebige Gerade G und setze 




Fig. 32. 
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GL^p^L^ i 1 g^j so zeigt der blosse Anblick der Figur, dass La^Pa9L CrJ^ 
für a = 3, 4, 5; also gilt diese Gleichung auch für jedes Elementen- 
paar, welches mit diesen drei f Paaren projektivisch ist, mithin auch 21 
für die Elementenpaare L^ und jp^, L^ und p^y das heisst, es ist 

La = Pa9i Gk, 

auch für die Indices 0=1, 2, 3, und die Aufgabe ist gelöset. 



§8. 

Erzeugung der Kurven vierter Ordnung durch die in 8 1 dar- 
gestellten Bewegungen. 

Ich erinnere hier an einen Satz, den ich in einer früheren Ab- 
handlung (Crelle's Journal Band 42, S. 207 {hier S. 103)) für Kurven 
w-ter Ordnung bewiesen habe, und welcher für Kurven vierter Ordnung 
folgendermassen lautet: 

Wenn man durch drei DurcJischnittspiinkte einer Kurve vierter Ord- 
nung und einer Geraden eine Kurve dritter Ordnung legt, so schneidet 
sie die erstere ausserdem noch in neun solchen Punkten, durch welche 
sich eine hewegliche Kurve dritter Ordnung legen lässt. Diese schneidet 
die Kurve vierter Ordnuug ausserdem in drei Punkten, welcJie in einer 
hewegliclien, um einen festen Punkt dieser Kurve rotirenden Gerollen liegen. 

Die Bedingungen, welche wir in § 4 für die neun Punkte a . . . i 
aufsteUten, waren: erstens, dass sich um sie eine bewegUche Kurve 
dritter Ordnung schlingen lasse, und zweitens, dass im sechsten Falle 
drei Punkte in gerader Linie liegen, in den übrigen Fällen ein Punkt (e) 
mit zwei Punktepaaren in geraden Linien liege. Der Symmetrie wegen 
kann man annehmen, dass auch im sechsten Falle e, h und i in gerader 
Linie liegen, also e sowohl mit /' und g als {auch} mit h und i in 
gerader Linie liege. 

Nun lassen sich in jeder gegebenen Kurve vierter Ordnung ß 
nach dem angegebenen Satze stets neun solche Punkte finden, welche 
diesen Bedingungen genügen. Nämlich, man nehme in der Kurve Sl 
einen beliebigen Punkt e an, ziehe von ihm zwei Gerade und wähle 
auf jeder imter den drei Punkten, in welchen sie die Kurve ausser e 
noch schneidet, zwei Punkte aus; durch diese zwei Punktepaare, durch 
den Punkt e und durch drei der Durchschnittspunkte einer dritten 
Geraden L^ mit der Kurve lege mau eine beliebige Kurve dritter 
Ordnung hindurch, so schneidet dieselbe die Kurve Sl noch in vier 
Punkten, welche mit e und den zwei Punktepaaren, die in den von c 

0* 
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gezogenen Geraden liegen, zusammen neun Punkte bilden, die allen in 
§ 4 angestellten Bedingungen genügen. 

Es lässt sich also yermöge der Konstruktionen in § 5 stets ein 
Produkt finden 9 welches verschwindet, wenn der darin vorkommende 
22 Faktor x mit irgend einem jener neun Punkte zusammenfällt, f und 
welches eine beliebige der dort angeführten sechs Formen hat. Dies 
Produkt stellt in dem ersten der sechs Fälle eine variable Gerade vor, 
die durch den festen Punkt f^^ geht und die wir in der zugehörigen 
Fig. 24 mit P bezeichnet haben; in den übrigen fünf Fällen stellt 
jenes Produkt einen variablen Punkt vor, der in der festen Geraden F 
liegt und den wir in den zugehörigen Fig. 25 bis 29 mit p bezeichneten. 

In aUen Fällen ist dies Produkt in Beziehung auf x vom dritten 
Grade. Der Ort derjenigen Punkte x, welche, in das Produkt ein- 
geführt, demselben einen konstanten Werth geben, ist eine Kurve 
dritter Ordnung, welche sich um jene neun Punkte schlingt. In der 
That: soll das Produkt p mit einem konstanten Punkte p^ (in F) zu- 
sammenfallen und ist P^ eine beliebige durch p^ gezogene konstante 
Gerade, so hat man die Gleichung 

welche eine Kurve dritter Ordnung als Ort von x darstellt, und welche 
ausdrückt, dass p in dem Durchschnittspunkt p^ von P^ und F fällt. 

Stellt man sich drei solcher Punkte j\, Pg, p^ in F vor, so erhält 
man drei Kurven dritter Ordnung, welche sich um jene neun Punkte 
(i , , .i schlingen und deren übrige Punkte, statt x in p eingeführt, 
p beziehlich ^Ep^, p^, pj machen. Nach dem zu Anfange dieses Para- 
graphen angeführten Satze schneidet jede dieser drei Kurven die 
gegebene Kurve Sl noch ausserdem in drei Punkten, die in gerader 
Linie liegen. Es w^rde diese Gerade, in Hinsicht auf die drei Kurven, 
beziehlich mit L^y L^, L^ bezeichnet. Diese drei Geraden schneiden 
sich, nach demselben Satze, in einem festen Punkte der gegebenen 
Kurve. Es sei Tz der feste Punkt. Dann hat man drei Punkte 
|)i, jp^, ^3 in der Geraden F und drei ihnen entsprechende Geraden 
Zi, ig, Zrj durch den Punkt h und kann also nach § 7 eine Gerade G 
und einen Punkt g^ von der Art finden, dass L^ - - Pa9i(^^ is^; für die 
Indices a = 1, 2, 3. Nun ist die Gleichung 

nach Formel (6), die Gleichung einer von x beschriebenen Kurve vierter 
Ordnung. Dieselbe hat mit Sl gemein: erstens die neun Punkte a...f, 
welche, statt x gesetzt, das Produkt p gleich Null machen, femer den 
Punkt h und endlich die neun Punkte, in welchen die drei Geraden L^ 
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die Kurve Sl ausser e noch schneiden; denn für diese Punkte ver- 
wandelt sich nach dem Obigen/^ in pa, also wird dann La^^Pa^i^A*, 
und da x in La liegt, so wird 

das heisst, es sind diese neun Punkte auch Punkte der durch die 23 
letzte Gleichung dargestellten Kurve. Also hat diese Kurve mit £1 
schon neunzehn Punkte gemein, und schon 4* + 1 = 1'«^ genügen 
allgemein zur Bestimmung einer Kurve vierter Ordnung. Also ist die 
durch die obige Gleichung dargestellte Kurve mit der gegebenen Kurve 
2 identisch. 

Wir haben somit die Erzeugbarkeit aller Kurven vierter Ordnung 
dnrch die in den Formeln (2) bis (0) des § 1 dargestellten Bewegungen 
nachgewiesen. In der ersten jener Formeln ist das Produkt, bis zum 
Faktor f\ hin, eine variable, durch den Punkt f\ gehende Gerade, die 
wir mit P bezeichneten. Soll P mit einer konstanten Geraden P^ zu- 
sammenfallen und ist p^ ein beliebiger, von f\ verschiedener, konstanter 
Punkt dieser Geraden, so hat man die Gleichung 

welche eine Kurve dritter Ordnung als Ort von x darstellt, und welche 
ausdrückt, dass die Gerade P durch den Punkt p^ geht, das heisst, da 
JP auch durch f^ geht, mit der Geraden p^f^ eze P^ zusammenfällt. Stellt 
xnan sich drei solche Geraden P^, P^, Pj vor, welche durch /i gehen, 
so erhält man drei Kurven dritter Ordnung, welche sich um diejenigen 
neun Punkte a . . . t schlingen, die P gleich Null machen, während die 
tlbrigen Punkte jener Kurven, statt iP in P eingeführt, diesem beziehlich 
die drei Werthe P^, P^, Pj geben. Diese drei Kurven schneiden 
isrieder die Kurve Sl in je drei Punkten, welche beziehlich in drei Ge- 
raden L^, L^, Lj liegen, während diese drei Geraden sich in einem 
und demselben Punkte k der Kurve Sl begegnen. 

Nun lassen sich nach § 6 stets zwei Gerade G und H und ein 
Punkt Qy^ von der Art finden, dass PaOg^ Gl: = La wird, für a== 1, 2, 3. 
Sind Gy g^, H auf diese Weise bestimmt, so ist die Gleichung 

PGg,Hkx = 

die einer von x beschriebenen Kurve vierter Ordnung, welche mit der 
Kurve ß erstens die neun Punkte a , . . i gemein hat, welche statt x 
gesetzt, das Produkt P verschwinden machen; ferner hat man den 
Punkt k und endlich die neun Punkte, in welchen die drei Geraden La 
die Kurve Ä, ausser dem Punkte (?, noch schneiden. Das giebt neun- 
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zehn gemeinschaftliche Punkte: also fallen beide Kurven zusammen^ 
und es ist die Erzeugbarkeit der Kurven vierter Ordnung durch die 
in (1), § 1, bezeichnete Bewegung gleichfalls dargethan; folglich ist 
der Beweis des an die Spitze gestellten Satzes vollendet. 



24 §9. 

Vereinfachung der in 8 8 angegebenen Konstruktion. 

Die im vorigen Paragraphen gefundene Konstruktion der Kon- 
stanten wurde durch drei Kurven dritter Ordnung vermittelt, und zwar 
durch die Durchschnitte dieser Kurven mit der gegebenen Kurve vierter 
Ordnung. Es lassen sich nun leicht diesen Kurven dritter Ordnung 
gerade Linien substituiren, indem man die Kurven dritter Ordnung in 
drei gerade Linien zerfallen lasst, oder wenigstens in eine Gerade und 
einen Kegelschnitt. Die erste Kurve dritter Ordnung, die wir an- 
wandten, legten wir durch acht Punkte der gegebenen Kurve vierter 
Ordnung Ä, von denen drei in einer geraden Linie L^ lagen und vier 
paarweise auf zwei durch den achten Punkt (e) gelegten Geraden ver- 
theilt waren. 

Es lassen sich diese acht Punkte insbesondere so legen, dass sich 
durch sie eine in drei gerade Linien zerfallende Kurve dritter Ordnung 
legen lässt. Man ziehe zu dem Ende von einem Punkt e der Kurve 
Sl zwei Gerade M und N, wähle von den übrigen drei Durchschnitts- 
punkten dieser Geraden mit Sl auf jeder zwei Durchschnitts punkte aus, 
ziehe durch die so gewählten vier Punkte zwei neue Geraden Q und 
ü, deren jede Sl noch in zwei Punkten schneidet; durch zwei dieser 
vier Durchschnittspunkte lege man eine von den vorigen verschiedene 
Gerade L^, welche wiederum die Kurve Sl noch in zwei Punkten 
schneidet; einer derselben sei h, durch den andern lege man eine zu- 
gleich durch e gehende Gerade & Dann ist der Verein der drei Ge- 
raden Q, ü, 8 eine Kurve dritter Ordnung, die durch acht Punkte 
von der vorhin gegebenen Beschaffenheit geht. Durch den Verein 
dieser drei Geraden werden dann die neun Punkte a . , . i als Durch- 
schnitte derselben mit Sl bestimmt. Dieser Verein kann zugleich als 
eine der drei durch a . . . i geschlungenen Kurven dritter Ordnung 
gesetzt werden (wir setzen sie statt der ersten jener drei Kurven). 

Femer sei x ein beliebiger Punkt der Geraden M, welche durch 
drei jener neun Punkte geht; doch werde x so gewählt, dass es in 
keinen dieser drei Punkte fällt. Dann zerfällt offenbar die Kurve 
dritter Ordnung, welche durch x und jene neun Punkte geht, in die 
Gerade M und in einen Kegelschnitt. Wir setzen diese zerfallende 



Vereinfachung der Konstruktion. 135 

Kurve dritter Ordnung als die zweite jener drei Kurven. Wenn man 
dann den vierten Punkt, in welchem M die gegebene Kurve Ä schneidet, 
mit h verbindet, so ist die Verbindungslinie diejenige Linie, die oben 
mit L^ bezeichnet wurde. Verfährt man ebenso mit der Geraden N 
und setzt die daraus hervorgehende Kurve dritter Ordnung als die 
dritte jener drei Kurven, so erhält man durch eine entsprechende Kon- 
struktion die Gerade, die wir oben mit L^ bezeichneten. Zu diesen 25 
drei Geraden Z^, ü^, L^ finden sich nun leicht die entsprechenden 
Punkte (oder Geraden) p^, p^, p^ (oder Pj, P,, Pj), wenn man in das 
Produkt p (oder P) einen beliebigen Punkt x einführt, welcher be- 
ziehlich in den Geraden Q, Jf, N liegt, ohne jedoch mit einem der 
neun Punkte a . . . « zusammenfaUen. 

So ist also die beabsichtigte Vereinfachung vollendet, und man 
sieht, wie alle Konstruktionen, selbst wenn die Kurve Sl nicht ge- 
zeichnet ist, sondern nur vierzehn Punkte derselben gegeben sind, ent- 
weder mittels des Lineals ausgeführt werden können oder doch von 
der Art sind, dass sie höchstens auf die Lösung einer Gleichung 
zweiten Grades, also, geometrisch gesagt, auf den Durchschnitt einer 
Geraden und eines durch fünf Punkte gegebenen Kegelschnitts zurück- 
^ef&hrt werden können. Die Durchschnittspunkte einer Geraden und 
eines durch fünf Punkte gehenden Kegelschnitts lassen sich aber nach 
Steiner mittels des Lineals und eines in der Ebene der Zeichnung an- 
genommenen beliebigen festen Kegelschnitts (der jedoch nicht in zwei 
gerade Linien zerfallen darf) ausführen. Also kann man mit diesen 
Külfisniitteln auch die festen Punkte und geraden Linien konstruiren, 
in denen sich in jedem der sechs Fälle die Geraden und die Punkte 
der veränderlichen Figur bewegen müssen, um eine durch vierzehn 
Punkte gegebene Kurve vierter Ordnung zu erzeugen. 

Stettin, im December 1851. 
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Nachdem ich in einer Reihe von Aufsätzen die lineale Erzeugbar- 
keit der algebraischen Kurven in der Ebene nachgewiesen habe^ will 
ich das Gleiche nun auch für die algebraischen Oberflächen thun. 

Unter lifieaier Konstruktion im Räume verstehe ich die Verhindumj 
dreier Punkte durch eine Ebene und jede hierauf zurückftihrbare Kon- 
struktion; und zwar gleichviel, ob die drei Punkte alle drei in end- 
licher Entfernung liegen oder beliebige davon in unendlicher Ent- 
fernung sich befinden. Hierin ist schon eingeschlossen die Verbindung 
zweier Punkte a und b durch eine Gerade. Denn legt man durch a 
und b eine beliebige Ebene und nimmt ausserhalb derselben einen 
beliebigen Punkt c an, so ist der Durchschnitt jener Ebene und der 
Ebene abc die gesuchte Gerade. Der Bequemlichkeit wegen werde 
ich Punkte, gerade Linien und Ebenen mit dem gemeinschaftlichen 
Namen Elemente bezeichnen. Der zu erweisende Satz über die Er- 
zeugung der algebraischen Oberflächen lässt sich dann in folgender 
Form aussprechen: 

Wenn die Lage eines Punktes x (oder eifier Ebene) im Baume 
dadurch beschränkt ist, dass zwei gerade Linien, welcJie durch lifieale 
Konstruktionen aus x mid einer BeiJie fester Elemetite hervorgeJien, in 
derselben Ebene liegen sollen, so ist der Ort von x eine algebraische 
Oberfläche, und zwar ist sie ein Gebilde n-ten Grades, wenn bei jenen 
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Kofistruktionen x im Ganzen nrinal angewendet ist. Umgekehrt lässt sich 
jede algd)raische Oherfläclie auf die angegebene Weise erzeugen. 

Nämlich zur Konstruktion von x selbst ist x eben einmal an- 
gewandt, zur Konstruktion der festen Elemente keinmsX. Wenn femer 
X zur Konstruktion zweier Elemente beziehlich a-mal und 6-mal an- 
gewandt ist, so ist es zur Konstruktion der Verbindungs-Linie oder 
-Ebene oder des Durchschnitts beider (a + b)-nial angewandt. Um 
den Begriff des Gebildes n-ten Grades scharf zu fassen, will ich die- 
jenige Koordinatenbestimmung zu Grunde legen, welche durch die 
Symmetrie ihrer Formeln imd durch die Allgemeingültigkeit f ihrer 2 
Resultate vor jeder andern den Vorzug hat. Nämlich wenn x^, x^, 
x^, x^ vier veränderliche Grössen sind, die jedoch nicht alle gleich- 
zeitig Null sein dürfen, und x^ : Xq, x^ : x^j x^: x^ die rechtwinkligen 
oder schiefwinkligen Koordinaten eines Punktes x sind, so werde ich 
:r^j, x^j x^, x^ die vier Koordinaten des Punktes x nennen. Durch ihre 
Verhältnisse ist die Lage des Punktes x bestimmt. Unter einem Punkt- 
Gebilde n-ten Grades verstehe ich nun die Gesamtheit der Punkte, 
deren vier Koordinaten einer in Bezug auf sie homogenen Gleichung 
^z-ien Grades genügen. Hieraus geht dann der Begriff des Ebenen- 
g^bildes n-ten Grades durch Reciprocität hervor; und danach wird das 
VersiSndniss des obigen Satzes keine Schwierigkeit haben. Noch füge 
ich hinzu, dass man statt der Bedingung zweier in derselben Ebene 
liegender Geraden auch die Bedingung, dass vier Punkte in derselben 
^Elbene liegen (oder vier Ebenen durch denselben Punkt gehen) sollen, . 
Ixatte setzen können, indem mit der einen dieser Bedingungen auch 
jedesmal die andere erfüllt ist. 

Den Beweis des obigen Satzes, welcher in meiner Ausdehnungs- 
lehre (§ 145 {Ges. Werke I, 1, S. 245, 246}) aus den Prinzipien der 
geometrischen Analyse sich unmittelbar ergab, will ich hier auf die 
gewöhnliche Analyse gründen. 

Die Gleichung der Ebene ist bekanntlich: 

Dieselbe drückt aus, dass der Punkt, dessen vier Koordinaten ä*q, x^, 

Xj, x^ sind, in einer festen Ebene liegt. Ich will ccqj a^, «g, cjfj die 

Koordinaten dieser Ebene nennen. Dann drückt also die Gleichung (1) 

aus, dass der Punkt x, dessen Koordinaten Xq^ x^, x^, x^ sind, in einer 

Ebene liegt, deren Koordinaten a^, a^, «g, a.^ sind. Sollen daher vier 

Punkte a, 6, f, Cy deren Koordinaten die Indices 0, 1, 2, 3 markiren 

mögen, in einer und derselben Ebene liegen, so erhält man, wenn 

a^, «1, Og, «3 die Koordinaten dieser Ebene sind, die vier Gleichungen: 



138 ^ni- Allgcm. Satz über d. lineale Erzeugang aller algebr. Oberflächen. C. J. 49. 



«0^0 + ^A + <^ih + «8^3 = 0, 
«0^0 + «1^1 + «2^2 + «3^8 = 0, 
«0^0 + ^^1 + «2^2 + <^8^3 = ^' 

Diese GleichuDgen können zusammen nur bestehen, wenn ihre 
Determina^üe Null ist; das heisst, setzt man 



(2) 



^ = Det 



so ist 



«0? »IJ ^> «8, 

Kj h? hy K 

^0» ^l> ^27 ^f 
^Qf ^1> ^27 ^8> 



= -2:4: a^ftiCg^s, 



^ = 



die Bedingungsgleiehung daför, dass die Tier Punkte Uy b^ c, d in einer 
Ebene liegen. 

Vermöge der Reciprocitat zwischen Punkt und Ebene drückt die- 
selbe Gleichung auch die Bedingung aus, dass yier Ebenen, deren 
Koordinaten a^, . . . «j, 6q, . . . 63 u. s. w. sind, durch einen Punkt gehen. 
Da die Funktion ^ in Bezug auf die Koordinaten eines jeden der 
vier Punkte, z. B. in Bezug auf d^, d^, d^, ^j, homogen und vom ersten 
Grade ist, so kann man statt J = auch 

dJ ^ * d^^ , dd 

schreiben. 

Setzt man hier den Punkt d innerhalb der Ebene abc variabel, 
das heisst, setzt man seine Koordinaten ^q, d^y c^, d^ variabel, jedoch so, 
dass sie der zuletzt aufgestellten Gleichung genügen, so folgt, dass 
die Koordinaten der Ebene abc^ nach der oben aufgestellten Definition, 

dd dd dd dd 



^ = ää; ^0 + äi; ^1 + 5f h + 



ä^^-'' 



(3) 



dasheisst: ''^' ''^' ^^•' ''^' 

Z + a^b^c^y I^+a^b^c^, Z+a^b^c^y U+a^b^c^ 

sind. Dieselben Ausdrücke sind zugleich die Koordinaten des Durch- 
schnittspunktes dreier Ebenen, deren Koordinaten a^ . . . a^, 6© • • • ^37 
Cq . . . Cj sind. 

Es seien endlich die Koordinaten zweier Punkte a und 6 und 
einer Ebene y gegeben, nämlich a^ . . . a^, ^o • • • ^8; ^o • • • ^8» ^^d es 
seien die Koordinaten Xq. . . x^ des Durchschnittspunktes x der Ge- 
raden ab und der Ebene y gesucht. Wenn x in der Geraden ab liegen 
soll, so lassen sich die Koordinaten von x in der Form 



w 
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darstellen, wo m und n beliebige ZaUgrössen sind, und umgekehrt, 
wenn sieh die Koordinaten von x in dieser Form darstellen lassen, so 
liegt X in ah. Es folgt dies unmittelbar daraus, dass die Parallel- 
projektionen von Theilen derselben Linie sich wie diese Theile ver- 
halten. Die Bedingung, dass x in y f liegt, wird durch die Gleichung 4 

ausgedrückt. Setzt man hierin statt Xq , . . x^ ihre obigen Werthe, so 
ergiebt sich 

»^K^o + «i^i + (hr% + «a^s] + w [Kn + hYi + hr^ + hr^] = O; 

und setzt man das hieraus entspringende Yerhältniss von m zu n in 
die obigen Ausdrücke der Koordinaten, so erhält man: 

(ioQ — \Py <ha — \Pj (^A — hPy <hQ — hP, wo 

Diese Ausdrücke stellen also die Koordinaten des Durchschnitts- 
punktes X einer Ebene dar, deren Koordinaten y^, ... y, sind, und 
einer Geraden, welche durch zwei Punkte geht, deren Koordinaten 
% .. . aj und 6o, ... b^ sind. Vermöge der Beciprocitat zwischen 
Punkt und Ebene stellen dieselben Ausdrücke auch die Koordinaten 
einer Ebene dar, welche durch einen Punkt mit den Koordinaten 
?o; • • • 7$ ^^^ durch die Durchschnittslinie zweier Ebenen mit den 
Koordinaten Oq, ... a, und Iq, ... b^ gelegt ist. 

Hiermit haben wir nun die sämtlichen Formeln beisammen, welche 
zum Beweise des Satzes hinreichen. Fragt man nämlich nach der Art, 
wie vermöge linealer Konstruktionen aus einer Reihe von Elementen 
neue Elemente hervorgehen können, so ist dies, wenn wir Alles aus- 
einanderlegen, nur auf eine der folgenden sechs Arten möglich: 

Erstlich: aus drei Punkten kann ihre Verbindungsebene hervor- 
gehen, und zweitens reciprok aus drei Ebenen ihr Durchschnittspunkt. 
Femer kann drittens aus zwei Punkten ihre Verbindungslinie und 
viertens reciprok aus zwei Ebenen ihre Durchschnittslinie; endlich 
ßnftens aus einem Punkte und einer Geraden ihre Verbindungsebene 
^d sechstem reciprok aus einer Ebene und einer Geraden ihr Durch- 
schnittspunkt hervorgehen. 

Die letzten vier Arten lassen sich noch weiter reduciren. In der 
That kann die durch die dritte Erzeugungsart hervorgehende Gerade 
^ei den folgenden Konstruktionen entweder gar nicht wieder vor- 
kommen, in welchem Falle das Verbinden jener Punkte ganz unter- 
bleiben kann, oder sie tritt mit einem dritten Punkte in Verbindung, 
IQ welchem Falle man die Verbindungsebene dreier Punkte, also die 
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erste Erzeugungsart erhält; oder endlich, sie tritt mit einer Ebe: 
in Verbindung. Hierauf aber lässt sich die sechste Erzeugungsfi 
gleichfalls zurückführen; denn die Gerade, mit welcher hier die Ebei 
in Verbindung tritt, kann entweder als Durchschnitt zweier Eben( 
entstanden sein, in welchem Falle man den Durchschnitt dreier Ebene 
5 also f die zweite Erzeugungsart bekommt, oder sie kann als Verbindung 
linie zweier Punkte entstanden sein, was auf denselben Fall zurüc 
führt, wie die dritte Erzeugungsart. Wenn man die der dritten ui 
sechsten reciproken Erzeugungsarten, nämlich die vierte und fünf 
eben so reducirt, so folgt, dass die folgenden vier Erzeugungsart 
übrig bleiben: 

Erstlich die Verbindung dreier Punkte; eweitens der Durchschni 
dreier Ebenen; drittens der Durchschnitt einer Ebene mit der Ve 
bindungslinie zweier Punkte und viertens die Verbindung eines Punkt 
mit der Durchschnittslinie zweier Ebenen. Es führen also alle lineal 
Erzeugungen neuer Elemente auf die Formeln (3) und (4) zurück. 

Sind nun in Bezug auf die Koordinaten x^, x^, x^, x^ ein 
Punktes x (oder einer Ebene) die Koordinaten von a, 6, c homog 
und beziehlich von den Graden a, b, c, so zeigt die Formel (3), d£ 
auch die Koordinaten des aus a, 6, c durch Verbindung der Punk 
(oder als Durchschnitt der Ebenen) hervorgehenden Elements homog 
sind, und zwar vom Grade a -\-h -\- t. Dasselbe ergiebt sich aus *d 
Formel (4) für das aus a, 6, y hervorgehende Element. Also werd 
die Koordinaten eines lineal erzeugten Elements in Bezug auf c 
Koordinaten des veränderlichen Elements x stets homogen und zw 
vom w-ten Grade sein, wenn bei der Erzeugung x im Ganzen n-na 
angewandt ist. Endlich zeigt die Formel (2), welche ausdrückt, da 
die vier Punkte a, 6, c, d in einer Ebene liegen, dass, wenn c 
Koordinaten von a, b, c, c homogen und beziehlich von d 
Graden a, b, c, b {in x] sind, die hervorgehende Gleichung vo 
(a + b + c + b)-ten Grade ist, also vom w-ten, wenn bei den lineal 
Konstruktionen der Punkte a, h, c, c das variable Element x i 
Ganzen n-mal angewandt ist. 

Es bleibt demnach nur noch der umgekehrte Satz zu beweise 
nämlich dass sich jede algebraische Oberfläche auf die bezeichne 
Weise erzeugen lässt. Der Beweis ist genau dem für die Kurv 
analog (siehe Crelle^s Journ. Bd. 42, S. 187 {hier S. 80)). Nämli. 
es wird sich die Gleichung jeder algebraischen Oberfläche in der Foi 

f{x, y, z) = 
darstellen lassen, wo f(Xy y, z) eine ganze rationale Funktion d 
rechtwinkligen oder schiefwinkligen Koordinaten x, t/, z des die Ob( 
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fläche erzeugenden Punktes (der sie umhüllenden Ebene) ist. Diese 
Funktion^ da sie eine ganze rationale ist, geht aus Xy y, z und den 
Konstanten durch Addition und f Multiplikation hervor. Also kommt c 
es nur darauf an, die Addition und Multiplikation zweier Zahlgrössen 
durch lineale Konstruktion darzusteUen. 

Zu dem Ende nehme man irgend eine aus dem Anfangspunkt o 
der Koordinaten gezogene gerade Linie und auf ihr irgend ein Maass 
od zu Hülfe und nehme an, es sei jede Konstante der Funktion durch 
einen Punkt dieser Geraden in der Art dargestellt, dass die Entfernung 
dieses Punktes vom Anfangspunkt o, gemessen durch das Maass ody 
jener Konstanten gleich sei. Ebenso übertrage man die Koordinaten 
des konstruirenden Punktes p auf dieselbe Linie und dasselbe Maass 
ör und zwar mittels linealer Konstruktion. 

Man lege nämlich durch p eine Ebene, welche mit zweien der 
Koordinatenaxen parallel ist, und nenne den Punkt, in welchem diese 
Ebene die Gerade od schneidet, a und den Punkt, worin sie die dritte 
Axe, die wir als die a:-Axe setzen, schneidet, a. Dann ist oa die zu 
der x-Aie gehörige Koordinate. Diese soll in die Funktion als Zahl- 
grosse eingehen. Sie muss also durch irgend ein Maass gemessen sein. 
Es sei die entsprechende Koordinate des Punktes d dieses Maass; das heisst, 
wenn man durch d die Ebene parallel mit den beiden andern Axen 
legt und den Punkt, in welchem diese Ebene die a:-Axe schneidet, d' 
flennt, so soll oc das Maass sein, mit welchem alle der a;-Axe zu- 
gehörigen Koordinaten gemessen sind, also x = oa lOc, Aber ver- 
möge des Parallelismus der Ebenen ist oa! \oc = oaiod. Also erhält 
man, unter den gemachten Voraussetzungen, für irgend eine beliebige 
Koordinate (a:) eines Punktes p den Punkt a in od^ durch welchen sie 
dargestellt wird, als den Durchschnittspunkt von od mit einer durch 
f} gelegten den beiden andern Axen parallelen Ebene; so nämlich, dass 
^ = oa\oc ist. Auf diese Weise sind nun alle in der Funktion vor- 
kommenden Zahlgrössen durch Punkte der Linie oc dargestellt, und 
es koDunt nur darauf an, auch die Summe und das Produkt zweier 
solcher Grössen auf gleiche Weise, und zwar mittels linealer Kon- 
struktionen, darzustellen, das heisst, wenn f und g zwei solche Punkte 
sind und h der gesuchte {ist}, so soll im ersten Falle h so bestimmt 
werden, dass 

of ^^ og oh 

oc ' o^ od ^ 
das heisst 

of+og = ohy 
und im zweiten Falle so, dass 
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of og oh 

od od od ^ 

das heisst 

of-og = oh • od 

7 oder 

od : of=og: oh 

sei. Aus der Elementargeometrie weiss man, wie in beiden Fällen der 
Punkt h durch parallele Linien oder Ebenen, also durch lineale Kon- 
struktionen erfolgt. (S. Crelle's Joum. Bd. 42, S. 187 {hier S. 80}.) 
Also lässt sich allgemein f(Xy y, z) aus dem die Oberfläche erzeugenden 
Punkte durch lineale Konstruktionen als ein Punkt der Linie od dar- 
stellen. Es erfolgt dieser Punkt als Durchschnitt der Geraden od mit 
einer lineal konstruirten Ebene. Soll nun f{x, y, z) Null sein, so 
muss jener Punkt in o fallen, das heisst, diese lineal konstruirte Ebene 
muss durch o gehen, das heisst, es findet die in dem Hauptsatze aus- 
gesprochene Bedingung statt, dass ein Punkt in einer lineal kon- 
struierten Ebene liegt. Also ist die Oberfläche, deren Gleichung 
f{x, y, jßr) = war, durch die in dem Hauptsatze angegebene Kon- 
struktion erzeugbar. Was zu beweisen war. 

In Bezug auf den letzten Theil des Satzes ist noch eine er- 
läuternde Bemerkung hinzuzufügen. Nämlich, aus der Art, wie oben 
aus den Punkten f und g der Punkt h durch lineale Konstruktion 
erfolgte, ergiebt sich, dass sowohl, wenn h die Summe, als auch, wenn 
es das Produkt der durch die Punkte f und g ausgedrückten Zahlen 
darstellt, jedesmal sowohl f als g bei diesen Konstruktionen einmal 
angewandt wird. Ist also zur Konstruktion von f und g der Ter- 
änderliche Punkt p beziehlich f- und /-mal angewandt, so ist p zur 
Konstruktion von h im Ganzen (/*' -f- /)-mal angewandt. Daraus ist 
klar, dass jedes Glied der Funktion, z. B. ocf'if^s^, durch einen Punkt 
dargestellt wird, bei dessen linealer Konstruktion der veränderliche 
Punkt p so oft angewandt ist, als der Grad dieses Gliedes betragt^ 
also hier (/ + ^ + n)-mal. Hat man nun eine ganze rationale Punk- 
tion n-ten Grades f{x, y, z), und ist s der durch sie dargestellte 
Punkt, also os : o^ = f{Xj y, z), und konstruirt man zuerst die Punkte, 
durch welche die einzelnen Glieder der Funktion dargestellt werden, 
und darauf den Punkt 5, durch welchen ihre Summe dargestellt ist, 
so ist klar, dass nach der angegebenen Methode, bei der linealen 
Konstruktion von 5, der Punkt p im Ganzen (n -f- w)-mal angewandt 
ist, wenn n -\- m die Summe der Grade aller Glieder ist. Nach dieser 
Konstruktion müsste daher die durch die Gleichung f{x, y, z) =0 
dargestellte Oberfläche von (n -f- w)-ter Ordnung sein, da sie doch, 
nach der ursprünglichen Gleichung, nur von w-ter Ordnung ist. 
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Dieser Widerspruch löset sich indess sogleich, wenn man die 
obige Methode nur in ihrer ganzen Strenge anwendet. Nämlich, f um 8 
die Koordinaten jenes Punktes s zu finden, welcher durch (n + m)- 
malige Anwendung des Punktes p lineal konstruirt wurde, hatten wir 
vier Koordinaten angewandt; wir fügen daher zu x, y, js noch die 
vierte Koordinate u hinzu und nehmen an, dass für ti = 1 die neuen 
Werthe der Koordinaten mit den alten identisch sind. Dann sind nach 
der obigen Beweisführung die Koordinaten von os, also auch os : od, 
homogene Funktionen (n -|- m)-ten Grades von m, x, y, Z] aber für 
u = 1 ist OS : od = f(x, y, je?), also eine Funktion w-ten Grades, mit- 
hin muss OS : od noth wendig die Form 

^ = u^Fn(u, x, y, z) 

haben, wo JP, eine homogene Funktion n-ten Grades ist, die für u=l 
in f(x, y, z) übergeht. Die durch Konstruktion hervorgehende Ober- 
fläche hat also die Gleichung 

u'^F(u, Xy y, z) = 0, 

und die ursprüngliche Gleichung war f(x, y, je?) = oder 

F(u, X, y, z) = 0. 

Die erstere Oberfläche zerfällt in m Ebenen, welche durch die Gleichung 
u = dargestellt sind, das heisst in m unendlich entfernte Ebenen, 
und in die Oberfläche n-ter Ordnung, welche durch die letzte Gleichung 
dargestellt ist. 

In vielen Fällen lässt sich die lineale Konstruktion, durch welche 
die Funktion f(x, y, z) erfolgt, so reduciren, dass der Punkt p bei 
derselben im Gkmzen nicht so oft angewandt wird, als die Summe aller 
Grade der einzelnen Glieder beträgt. Aber im Allgemeinen ist eine 
solche Reduktion nicht durchführbar. Ein Fall, wo die Reduktion am 
leichtesten ausführbar ist, ist der einer Funktion ersten Grades. In der 

That stellt h ^ H =1 eine Ebene dar, welche durch die Punkte 

(a, 0, ö), (ö, 6, o), (ö, 0, c) geht. Diese Ebene ist lineal aus den 
Konstanten a, 6, c konstruirbar. Sind nun x, y, z die Koordinaten 
eines Punktes p, und legt man durch p eine Ebene, welche mit der 
soeben konstruirten parallel ist, und welche die Linie od '\vl q. 
schneidet, so ist 

j^ I y I ^ ^^ 0^ 

a^ h ^ c od^ 
das heisst, jene Funktion ersten Grades wird durch einen Punkt 9 
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dargestellt, bei dessen Konstruktion der veränderliche Punkt p nur 
einmal angewandt ist. 

Einen Fall, wo die vollständige Reduction nicht ausführbar ist, 
bietet zum Beispiel die Gleichung 

x^ — y* — 2r* = 1 

dar. Diese Gleichung stellt ein ziveischaliges Hyperboloid vor, und ein 

solches gehört zu denjenigen Oberflächen zweiter Ordnung, auf welchen 

sich keine gerade Linien ziehen lassen. Nun werde ich später zeigen, 

dafs die linealen Konstruktionen, bei denen der veränderliche Punkt 

zweimal angewandt wird, stets nur solche Oberflächen zweiter Ordnung 

liefern, auf denen sich gerade Linien ziehen lassen. Also ist die obige 

Gleichung nicht durch eine solche Konstruktion darstellbar. Hingegen 

kann man sie in 

(x + yXx — y)-^z^=l 

verwandeln, aus welcher Form sich sogleich ergiebt, dass sich die 
Fläche durch eine lineale Konstruktion darstellen lässt, bei welcher der 
veränderliche Punkt viermal angewandt wird; und die durch diese Kon- 
struktion erzeugte Oberfläche vierter Ordnung zerfällt dann in die zu 
erzeugende Oberfläche zweiter Ordnimg und in zwei imendlich ent- 
fernte Ebenen. Dasselbe gilt für alle Oberflächen zweiter Ordnung, 
auf denen sich keine geraden Linien ziehen lassen; denn alle diese 
Oberflächen lassen sich mit dem durch die obige Gleichung dargestellten 
zweischaligen Hyperboloid coUinear setzen. 

Diese beiden Beispiele mögen genügen, um die eigenthümliche 
Beziehung zwischen dem Satze und seiner Umkehrung zu veranschau- 
lichen. 

Stettin, im Juli 1852. 
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Von 
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Oberlehrer am Gymnasio zu Stettin. « 

Grelle '8 Journal Bd. 49, Heft I, S. 10—20 (1856). 



Im 31ten und 42ten Bande des Crelle'schen Journals {hier S. 49 
und S. 86 } habe ich die Prinzipien der planinietriseJien Multiplikation 
entwickelt, deren Eigenthümlichkeit darin bestand, dass jede einfache 
{lineale} planimetrische Konstruktion durch eine ebenso einfache Pro- 
duktformel dargestellt wurde. Ich werde hier das Gleiche für den 
Baum versuchen. 

§1- 

Erklärungen und Bezeichnungen. 

Im Räume kommen drei Gattungen von Elementen vor: Punkte, 
gerade Linien und Ebenen, welche ich beziehlich Elefnente erster, 
zweiter und dritter Stufe nennen werde und von denen ich die ersten 
beiden Gattungen, wie bisher, mit lateinischen Buchstaben und zwar 
^e Punkte mit kleinen, die geraden Linien mit grossen bezeichnen 
werde, während zur Bezeichnung der Ebenen die kleinen griechischen 
Buchstaben dienen sollen. Der Buchstab n indessen soll nie einen 
l^unkt, sondern^ wie gewöhnlich, eine Zahl bezeichnen. Zur Definition 
^ßr stereometrischen Multiplikation genügt es, das Produkt von je 
zwei jener drei Gattungen von Elementen zu definiren. Dies giebt, 
da ich die Faktoren vertausehbar setze, sechs Definitionen. Doch sind 
überall zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem die beiden Elemente 
vereinigt liegen oder nicht. Ich sage nämlich, dass zwei Elemente 
vereinigt liegen, wenn sie mehr Punkte gemein haben, als vermöge 
wer Lage im Räume noth wendig ist, das heisst, ich sage, ein Punkt 

^raBimann, Werke, n. 10 
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liege mit einem Punkte, einer Geraden, einer Ebene vereinigt, eine 
Gerade mit einer Ebene, eine Ebene mit einer Ebene, wenn jedesmal 
das erstere Element in dem letzteren liegt; und eine Gerade liege mit 
einer Geraden vereinigt, wenn sie sich schneiden (gleichviel, ob im 
Endlichen oder Unendlichen). 

Wenn nun zwei Elemente vereinigt liegen, so setze ich ihr stereo- 
metrisches Produkt Null; wobei ich voraussetze, dass Null, mit jeder 
Grösse multiplicirt, wieder Null giebt. Namentlich bedeutet 
11 1) ah = oder a^b [a kongruent 6], 

dass die Punkte a und b zusammenfallen; 

2) Ab = oder bA = 0, 

dass der Punkt b in der Geraden A liegt; 

3) a/3 = oder aEE ß [a kongruent /3], 
dass die Ebenen a und ß zusammenfallen; 

4) Aß = oder ßA = 0, 

dass die Gerade A in der Ebene ß liegt; 

5) AB=0, 

dass sich die Geraden A und B schneiden; 

6) ab = oder ba = 0, 

dass der Punkt b in der Ebene a liegt. 

Wenn die Elemente nicht vereinigt liegen, so bedeutet 

1) ab die durch a und b gelegte Gerade: 

2) Ab oder bA die durch A und h gelegte Ebene; 

3) aß die Durchschnittslinie beider Ebenen; 

^) Aß oder ßA den Durchschnittspunkt der Geraden A und der 
Ebene /3; 

5) AB 

6) ab oder ba 

eine Grösse, welche die Eigenschaft hat, irgend einem Elemente als 
Faktor beigefügt, die Lage desselben unverändert zu lassen. Ich werde 
zwei aufeinander fallende Elemente (die Linien und Ebenen immer als 
unendlich angenommen) einander kongruent nennen und die Kongruenz 
durch bezeichnen. Ebenso werde ich zwei Elemente nuUter Stufe 
jederzeit einander kongruent nennen*). Wenn also nun z. B. n eine 
Grösse nullter Stufe und F ein beliebiges Element ist, so würde 

sein. ^r= ^ 



ein Element nullter Stufe, das heisst 



*) Da die Zahlen gleichfalls Grössen nullter Stufe sind, so würden hiernach 
alle Zahlen kongruent sein, was mit dem Gaussischen Begriff der Kongruenz in 
Widerspruch zu stehen scheint. Allein nimmt man den Modul unendlich klein 
un, was der geometrischen Auffassung entspricht, so werden in der That alle 
Zahlgrössen kongruent. 
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Von den sechs Produkten stellen die zwei ersten das Verbindungs- 
element (die Verbindungsgerade, Verbindungsebene) der beiden 
Faktoren dar, die beiden folgenden das Durchschnittselement (Durch- 
schnittslinie, Durchschnittspunkt f ), während die beiden letzten kein 12 
besonderes räumliches Element mehr darstellen. Von den sechs Defini- 
tionen sind 1) und 3), und ebenso 2) und 4), einander reciprok, das 
heisst, aus der einen geht die andere hervor, wenn man die Begriffe 
Punkt und Ebene, Verbinden und Durchschneiden vertauscht. 

Es können nun die Produkte, da sie wieder Elemente sind, aufs 
neue mit andern Elementen oder Produkten multiplicirt und dadurch 
Produkte mit mehreren Faktoren gebildet werden. In diesem Falle 
lasse ich die Klammem weg, wenn die Multiplikation von der Linken 
zur Rechten fortschreiten soll; das heisst wenn A, By F beliebige 
Elemente sind, so ist ABF gleichbedeutend mit {AB)F oder 

ABF={AB)F. 

§2. 
Stufe der stereometrisohen Produkte. 

Man sieht bald aus den Definitionen, dass die Stufe des Produkts 
bei den beiden ersten Definitionen eben so gross ist als die Summe 
der Stufenzahlen beider Faktoren, bei den folgenden Definitionen aber 
um vier kleiner. In allen Fällen lassen also jene Stufe und diese Summe, 
durch vier dividirt, denselben Best, das heisst, sie sind Tcofigruent in Bezug 
auf den Modul 4. Daraus folgt nachstehender Satz: 

Die StufenzaM eines beliebigen stereofnetrisclien Produkts ist der 
Summe der Siufenzahlen sämtlicher Faktoren kongruent in Bezug auf 
den Modul 4; oder: jene Stiifenzafd ist gleich dem kleimten positiven 
Reste (Null eingerechnet), den man ertUilt, tvenn man die Stufenzahleti 
sämtlicher Faktoren addirt und diese Sumtne durch 4 dividirt 

§3. 
Produkte mehrerer Punkte oder Ebenen. 

Aus den Definitionen 1) und 2) folgt: 

Boss das Produkt abc oder a(bc) Null ist, wenn die drei Pmtkte 
«, by c in gerader Linie liegen y und dass, tvenn dies nicht der Fall, 
jenes Produkt der durch a, b, c gelegten Ebene kongruent ist; 
und reciprok folgt aus den Definitionen 3) und 4): 

Boss das Produkt ccßy oder (i{ßy) Null ist, wenn die drei Ebenen 
«, ß, y eine und dieselbe gerade Linie gemein Juiben, und dass, tvenn 

10* 
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dies nicht der Eall, jenes Produkt dem Durchschnittspunkte der drei 
Ebenen a, ß, y kongruent ist 
18 Femer folgt aus den Definitionen 5) und 6): 

Dass das Produkt ahcc oder a(hcd) oder ab(cb) NuU ist, wenn die 
vier Punkte a, b, c, c in einer Ebene liegen; 
und ebenso^ reciprok: 

Dass das Produkt aßyd oder a(ßyd) oder aß(yd) Null ist, wenn 
die vier Ebenen a, ß, y, d durch einen und denselben Punkt gelten; 
und: 

Dass, wenn dies nicht der Fall ist, alle diese Produkte Ausdrücke 
nuilter Stufe darstellen. 

§4. 
VertauBOhung und Vereinigung der Faktoren. 

Die Definitionen (§1) lehren unmittelbar: 

Dass nian die beiden Faktoren eines stereometrischen Produkts [aus 
zwei Faktoren] vertauschen und einen Faktor nuilter Stufe in einem 
stereometrischefi Produkt beliebig stellen oder mit andern Faktoren ver- 
einigen kann, ohne den geometrischen Sinn des Produkts ssu ändern. 
IJbenso ergiebt sich aus § 3 sogleich: 

Dass man in Produkten von zwei bis vier Punkten oder Ebenen 
die Faktoren beliebig vertauschen und vereinigen (mit Klammem um- 
schliessen) kann. 

Es werde jetzt ein beliebiges Produkt von drei Faktoren be- 
trachtet, in welchem das Produkt zweier dieser Faktoren mit dem 
dritten Faktor multiplicirt ist, und es werde die Vertauschbarkeit und 
Vereinbarkeit der Faktoren imtersucht. Zuerst leuchtet aus dem so- 
. eben aufgestellten Satze hervor: 

Dass man drei Faktoren, deren Stufmizatileti zusammen kleiner ali> 
fünf oder grösser als sieben sind, beliebig mit eitiander vertauscJwn und 
vereinigen darf. 

Denn in diesem Falle lässt sich das Produkt stets als ein Produkt 
von drei oder vier Punkten oder Ebenen darstellen. Zum Beispiel 
das Produkt aüd, da die Gerade B ein Produkt zweier Punkte, etwa 
b und c ist, lässt sich in der Form a(bc)c ^i abcd darstellen. 

um auch in den übrigen Fällen (wo die Stufenzahlen zusammen 
5, 6 oder 7 betragen und keine gleich 4 ist), darüber urtheilen zu 
können, gehen wir auf die Definitionen 1) bis 4) zurück. Nach der 
Definition 3) ist das Produkt der beiden Ebenen abc und dab Null, 
wenn a, b, c, o in eifier Ebene liegen, das heisst, wenn abcc Null ist. 
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Ist hingegen dies nicht der Fall^ so ist das Produkt gleich der Dorch- 
schnittskante ab beider Ebenen. Beides wird nach f der sechsten 14 
Definition durch das Produkt abcd.ab ausgedrückt^ indem dasselbe 
Null oder mit ab kongruent ist, je nachdem ab cd Null ist oder nicht. 
Es ergiebt sich also die Kongruenz 

(1) abc(dab) ~ abcd . ab, 

welche die Definition 3) vollkommen darstellt. Auf gleiche Weise 
wird die vierte Definition durch die Formel 

(2) abc(da) = abcd . o 

dargestellt. 

Es ist klar, dass die Ordnung der Punkte innerhalb eines jeden 
dieser einzelnen Produkte, da sie höchstens aus vier Punktfaktoren 
bestehen, gleichgültig ist, und dass daher die Formeln (1) und (2) 
Qur aussagen, dass man in den beiden dort angenommenen Fällen die 
vier verschiedenen Faktoren a, b, c, d zu einem Produkt vereinigen 
kann. Aus diesen beiden Formeln, und ihren reciproken, lasst sich 
nun die Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Faktoren leicht be- 
urtheilen. Man erhält nämlich aus der Formel (2) sogleich: 

(3) abcd . a ^ abc(da) ^ ab{cca) . a(bcda) , 
und aus der Fonnel (1), für sich oder verbunden mit (2): 

(4) abcd . ab ^ abc{dab) ^ ab{cdab) ^ abc{da)b . 

Die vier kongruenten Ausdrücke in der Formel (3) liefern, paarweise 
einander kongruent gesetzt, sechs Formeln, und diese sechs Formeln 
geben unmittelbar das Gesetz 

V 

(5) ABr^A{Br), 

wenn die Stufenzahlen A, B, F beziehlich 3, 1, 1 oder 2, 2, 1 oder 

1, 3, 1 oder 2, 1, 2 oder 1, 2, 2 oder 1, 1, 3 sind und dabei der 
letzte Faktor mit Sem ersten einen Punkt (a) gemein hat. So zum 
Beispiel giebt die erste Kongruenz abcd . a^i abc{ca) die Formel (5), 
wenn man abc~ A^ d^ B, a^ F setzt u. s. w. Diese sechs Fälle 
lassen sich unter den gemeinsamen Ausdruck bringen, dass jede der 
Stufenzahlen kleiner als 4 und ihre Summe gleich 5 ist. Wenn man 
unter den vier kongruenten Ausdrücken in (4) die ersten drei zu- 
sammenpaart und den zweiten mit dem vierten, so erhält man die 
Formel (5) für den Fall, dass die Stufenzahlen beziehlich 3, 1, 2 oder 

2, 2, 2 oder 2, 1, 3 oder 3, 2, 1 sind und von den Elementen A 
und r das eine ganz in dem andern liegt. Durch Reciprocität (das 
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heisst, wenn man die dritte und erste Stufe vertauscht) erhält man 
hieraus die Formel (5) noch für die Stufenzahlen 1, 3, 2; 2, 3, 1 und 
1, 2^ 3. Diese sieben Fälle kann man unter den gemeinsamen Aus- 
15 druck bringen^ dass jede der Stufenzahlen kleiner als 4 und f ihre 
Summe gleich 6 ist. Endlich ergiebt sich durch Reciprociföt aus 
dem Falle, wo die Summe der Stufenzahlen 5 ist, der, wo diese Summe 
7 ist. Dabei verwandelt sich die Bedingung, dass der erste und letzte 
Faktor einen Punkt gemeinschaftlich haben, in die Bedingung, dass 
diese Faktoren in derselben Ebene liegen. 

Wir können, wie sich sogleich durch Vergleichung der Formeln (3) 
ergiebt, diese Bedingung in beiden Fällen auch so ausdrücken, dass der 
erste und letzte Faktor entweder Gerade in derselben Ebene sind oder 
dass der eine jener Faktoren ganz in dem andern liegt. 

Vertauscht man in (5) links j4 und B, rechts j4 und BF, was 
nach dem ersten Satze dieses Paragraphs gestattet ist, so erhält man 
die Formel 

(6) BAr=BrA, 

welche also in demselben Umfange gilt wie (5). 

Diese B/Csultate lassen sich in den folgenden Satz zusammenfassen: 
Die Ordnung, in wddier man ein Element (B) mit zwei andern 
Elementen {A und V) vereinigt oder fortschreitend multiplicirt, ist in 
folgenden drei Fällen gleichgültig für den geotnetrischen Werth des ge- 
samten Produkte, das heisst, es ist 

BAr=BrA mid ABr = A{Br): 

1) wetm die Summe der drei Sktfenzahlen kleiner als fünf oder grösser 
als sieben ist; 

2) wenn von jenen beiden Faktoren {A und F) der eitie ganz in 
dem andern liegt; 

3) wenn jene beiden Faktoren {A und F) Gerade in derselben Ebene 
sind und der andere Faktor (B) ein Punkt oder eine Ebene ist. 

Dieser Satz ist insofern erschöpfend, als es ausser den in dem- 
selben erwähnten Fällen keinen giebt, in welchem sich in einem nicht 
verschwindenden klammerlosen Produkte von drei Faktoren der zweite 
mit dem dritten vertauschen oder vereinigen Hesse, ohne dass sich der 
geometrische Werth des Produkts änderte. Der leicht zu führende 
Beweis dieser Behauptung bleibt dem Leser überlassen. 

Noch will ich den zweiten Theil dieses Fundamentalsatzes der 
stereometrischen Multiplikation in Formeln kleiden, in denen schon die 
Bedingung mit aufgenommen ist, nämlich in 

ABFB = ABiFB) = A{FB)B. 
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Denn die Faktoren y^B und B und ebenso (FB) und B haben die IC 
Eigenschaft, dass der eine derselben ganz in dem andern liegt; also 
ist die Bedingung des Satzes erfüllt und die Vereinigung oder Ver- 
tauschung der Faktoren dem Satze gemäss gestattet. 

Die erste dieser Kongruenzen lässt sich auf folgende Weise in 
Worte kleiden: 

Wenn in einein klammerlosen Produkt ztetschen zwei kongruenten 
Faktoren ein dritter Faktor steht, so kann man diesen mit dem folgenden 
durch Klammem zusammenschliessen. 



§5. 
Besondere Umgestaltnngen von Produkten nullter Stufe. 

Die Produkte nullter Stufe, da sie, wie ich im folgenden Paragraph 
zeigen werde, alle algebraischen Oberflächen darzustellen vermögen, 
haben vor den andern Produkten ein besonderes Interesse und lassen 
eine Reihe von Umgestaltungen zu, die den andern Produkten abgehen. 
Daher werde ich sie besonders ins Auge fassen. 

Jedes Produkt, also auch das Produkt nullter Stufe, besteht zu- 
nächst aus zwei Faktoren. Löset man nun einen dieser Faktoren wieder 
in seine zwei Faktoren auf, so erhält man drei Faktoren, deren Stufen- 
zahlen, da das gesamte Produkt von nullter Stufe sein soll, eine durch 
4 theilbare Summe haben müssen. Da die einzelnen Stufenzahlen stets 
kleiner als 4 sind, so kann die Summe nur entweder Null sein, wenn 
alle drei einzeln genommen Null sind, oder 4 oder 8; in allen drei 
Fallen können nach dem vorigen Paragraph die drei Faktoren beliebig 
vertauscht und vereinigt werden. Also: 

Wenn ein Produkt nullter Stufe aus drei Faktoren besteht, so können 
dieselben beliebig vertauscht und vereinigt werden. 

Der Sinn dieses Satzes ist der, dass das Produkt, wenn es in dem 
einen Falle Null ist, auch jedesmal in dem andern Null sei. Hieraus 
folgt sogleich, dass man in einem beliebig zusammengesetzten Produkt 
nullter Stufe jeden beliebigen Faktor A auf die letzte Stelle bringen 
kann, ohne dass er noch von einer Klammer umschlossen wird. Zu 
dem Ende hat man nur auf folgende Weise zu verfahren. Unter den 
beiden Faktoren, aus denen das gesamte Produkt zunächst besteht, 
löse man denjenigen, welcher A enthält, in seine beiden Faktoren auf; 
dann hat man drei Faktoren, welche man nach dem vorher aufgestellten 
Satze beliebig ordnen und vereinigen kann. Man stelle f nun den- 17 
jenigen derselben, welcher A enthält, in die letzte Stelle und fasse die 
beiden andern zu einem Produkte zusammen. Dies Verfahren, bei 
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welchem jedesmal eine Klammer, die den Faktor A noch umschliesst^ 
verschwindet, lässt sich also so lange fortsetzen, bis A von keiner 
Klammer mehr umschlossen wird; und dann ist A zugleich an den 
Schluss gerückt. Wendet man das Verfahren auf den ersten Faktor (Aj) 
eines fortschreitenden Produkts nullter Stufe an, so erhält man die 
Formel 

-'»1 -«2 • • • '^^ -—— '^^ ' ' ' "^2 -^l } 

und vertauscht man rechts J^ mit dem gesamten vorhergehenden Faktor, 
so erhält man das Produkt ^ 

das heisst: 

Ein fortschreitendes Frodukt nullter Stufe darf man umkehren oder 
es in zwei Tlmle sondern mid den letzten umgekeJirt in Klammem 
scMiessen, 

Es werde endlich ein beliebig zusammengesetztes Produkt nullter 
Stufe S betrachtet, welches noch einen Faktor nullter Stufe 95 enthält. 
Es sei das Produkt, welches übrig bleibt, wenn man in Sl den Faktor 93 
weglässt, mit ß bezeichnet; dann muss S, wie leicht zu sehen, gleich- 
falls von nullter Stufe sein; und da man, nach dem vorhergehenden 
Paragraph, einen Faktor nullter Stufe beliebig stellen und mit andern 
Faktoren vereinigen oder von ihnen trennen kann, so kaiin man dann 
auch den Faktor 95 isolirt an den Anfang stellen und erhält: 

si = 95e. 

Wenn nun 93 nicht Null ist, so folgt aus der Definition der Grössen 
nullter Stufe 93S E^ S. Daraus ergiebt sich, dass Sl dann und nur 
dann Null ist, wenn entweder 93 oder S verschwindet. Also: 

Wenn ein Produkt nullter Stufe noch einen Faktor nullter Stufe 
etithält, so kann man diesen als den einen Faktor des gesamten Produkts 
setzen und als den andern dasjenige Produkt y welches übrig bleibt, wetin 
man aus dem gesamten Produkt diesen Faktor weglässt In diesem Falle 
ist das gesamte Produkt dann und nur dann Null, wenn der eine oder 
der aridere dieser Faktoren Null ist. 



§6. 
18 StereometriBChe Gleichungen algebraischer Oberflächen. 

Der Satz, welchen ich in der vorhergehenden Abhandlung {hier 
S. 136} über die lineale Erzeugung der algebraischen Oberflächen auf- 
gestellt habe, lautete: 
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Wenn die Lage eines Punktes x (oder einer Ebene) im Baume da- 
durch beschränkt ist, dass zwei Gerade, welche durch Unedle Konstruktionen 
(ins X und einer Beute fester Elefnente Jiervorgehen , in derselben Ebene 
liegen soUen, so ist der Ort von x eine aigebraiscJie Oberfläclie; und zwa/r 
ist sie ein Gebilde n-teti Grades, wenn bei den Konstruktiofien x im 
Ganzen n-mal angewandt wird. Umgekehrt lässt sich jede algebraisclie 
Oberfläche auf die angegebene Weise erzeugen. 

Es kommt darauf an, diesen Satz durch stereometriscJie Formeln 
darzustellen, wobei ich den reciproken Fall, dass statt des Punktes x 
eine Ebene vorkommt, übergehe, da er sich durch Reciprocität stets 
Yon selbst ei^iebt. Die zwei Geraden, welche nach dem Satze in der- 
selben Ebene liegen sollen, seien P und Q, so ist die Gleichung* der 
Oberfläche: p^ ^ 

Jede der Geraden P und Q soll, nach dem Satze, aus x und einer 
R«ihe fester Elemente durch lineale Konstruktion erfolgen. Die Er- 
zeugung neuer Elemente durch lineale Konstruktion lässt sich auf die 
folgenden vier Fälle, in denen aus zwei Elementen ein drittes entsteht, 
zurückführen: 1) wenn aus zwei Punkten ihre Verbindungsgerade; 
2) wenn aus einem Punkt und einer Geraden ihre Verbindungsebene; 
•^) wenn aus zwei Ebenen ihre Durchschnittslinie; 4) wenn aus einer 
Ebene und einer Geraden ihr Durchschnittspunkt entsteht. 

Also: wenn aus zwei Elementen durch lineale Konstruktion ein 
drittes entsteht, so ist das letztere jedesmal das stereometrische Produkt 
^^r beiden ersteren; und zwar im Sinne der Definitionen 1) bis 4). 
^lid umgekehrt: jedes stereometrische Produkt, welches durch die 
^Gfinitionen 1) bis 4) bestimmt wird, das heisst: welches nicht von 
^^llter Stufe ist, entsteht durch lineale Konstruktion aus seinen beiden 
^^ktoren. Hieraus folgt, dass sich jedes Element, welches aus x und 
eitler Reihe fester Elemente durch lineale Konstruktionen erfolgt, bei 
Völlen r^mal x angewandt wird, als ein stereometrisches Produkt dar- 
s^^llen lässt, in welchem n-mal als Faktor x vorkommt, und dass, um- 
gekehrt, jedes stereometrische Produkt, welches w-mal als Faktor x 
^^tihält und ausserdem nur feste Elemente zu Faktoren hat und 
^^Iches weder selbst von nullter Stufe ist noch einen Faktor nuUter lo 
'^trvife enthält, durch lineale Konstruktionen aus x und den festen Ele- 
menten sich erzeugen lässt; und zwar in der Art, dass x bei diesen 
^Konstruktionen w-mal angewandt wird. 

Betrachtet man nun ein beliebiges gleich Null gesetztes Produkt 
i^ullter Stufe, welches n-mal den veränderlichen Punkt x als Faktor 
enthält, aber keinen Faktor nullter Stufe mehr einschliesst, so kann 



154 IX. Grundsätze der stereometrischen Multiplikation. C. J. 49. 

man es immer auf die Form bringen, dass es zunächst als Produkt 
zweier Geraden sich zeigt. Nämlich: enthält das Produkt irgend eine 
feste Gerade als Faktor, so kann man nach dem vorigen Paragraph 
diese Gerade in die letzte Stelle des Produkts bringen, ohne dass die- 
selbe noch von einer Klammer umschlossen wird. Der andere Faktor 
muss dann, da die Summe der Stufenzahlen durch vier theilbar ist, gleich- 
falls eine Gerade sein; und das Produkt hat die verlangte Form. 
Kommt aber in dem Produkt keine feste Gerade vor, so müssen die 
festen Elemente Punkte oder Ebenen sein; Punkt und Ebene kann 
man aber als Produkte einer festen Geraden in eine Ebene oder in 
einen Punkt darstellen, und dann wie vorher die feste Gerade in die 
letzte Stelle bringen. Die Gleichung wird also die Form 

erhalten, wo in P und Q der veränderliche Punkt x im Ganzen w-mal 
als Faktor vorkommt; P und Q ergeben sich also durch lineale Kon- 
struktionen, bei welchen n-mal x angewandt wird; und da die Gleichung 
PQ = die Bedingung ausdrückt, dass die Geraden P und Q in der- 
selben Ebene liegen, so ist nach dem angeführten Satze der Ort des 
Punktes x eine Oberfläche w-ter Ordnung. 
Hat man endlich eine Gleichung 

in welcher ^ ein Produkt nuUter Stufe ist, welches n-mal x als Faktor 
enthält, aber noch Faktoren nuUter Stufe in sich schliesst, so kann 
man Sß, nach dem vorigen Paragraph, stets auf die Form 35 SS)... 
bringen, wo 93, 6, 2)... Produkte nullter Stufe sind, die keinen 
Faktor nullter Stufe mehr enthalten. Es komme x in jenen Produkten 
35, S, 2)... beziehlich b-mal, c-mal, b-mal u. s. w. vor, so hat man 
b-(-c-|-b-t-*" = w und 

93eS)... = 0. 

20 Die Gleichung drückt aus, dass entweder 93 = oder 6 = oder 

2) == u. s. w. ist. Diese einzelnen Gleichungen stellen aber, nach 
dem soeben Erwiesenen, Oberflächen von b-ter, c-ter, b-ter u. s. w. 
Ordnung dar. Also ist der durch die Gleichung ^ = bedingte Ort 
von X eine Oberfläche n-ter Ordnung, welche in jene Oberflächen b-ter, 
C-ter... Ordnung zerfällt. Demnach haben wir folgenden Satz: 

Die Gleichung ^ = 0, in welcher 5ß ein Produkt nuUter Stufe ist, 
welches n-nial den verätiderlichen Punkt x als Faktor enthält , giebt, als 
Ort von X, eifie Oberfläche n-ter Ordnung; und umgehehrt lässt sich 
jede algehraisclie Oberfläche durch eine solche Gleichung darstellen. 
Stettin, im Juli 1852. 



X. 

Ueber die verschiedenen Arten der linealen 21 
Erzeugung algebraischer Oberflächen. 

Von 

Prof. H. Grassmann, 

Oberlehrer am Gymnasio tu Stettin. 



Crelle*8 Journal Bd. 49, Heft I, S. 21—86 (1856). 



Die drei Gattungen räumlicher Elemente, nämlich die PuMe oder 
die Elemente erster Stufe, die geraden Linien oder die Elemente zweiter 
Stufe, die Ebenen oder die Elemente dritter Stufe, gestatten sechs ver- 
schiedene Kombinationen zu zweien, welche sich, je nachdem die Summe 
der Stufenzahlen kleiner als vier oder grösser als vier oder gleich vier 
ist, in drei Gruppen sondern lassen. Für jede dieser sechs Kombina- 
tionen habe ich in der vorhergehenden Abhandlung { auf Seite 146 } den 
Begriff des stereometrischen Produkts beider Elemente bestimmt. 

Wenn die Summe der Stufenzahlen kleiner als vier war, so war 
das stereometrische Produkt die Verbindung beider Elemente (Verbin- 
dungslinie und Verbindungsebene), wenn grösser als vier, ihr Durch- 
schnitt. Beide Bestimmungen ergaben sich { auf Seite 147 ) als zu ein- 
ander reciprok. Wenn die Summe der Stufenzahlen gleich vier war, 
so setzten wir als das Produkt der Elemente eine Grösse, welche, einem 
Elemente als Faktor beigefügt, die Lage des Elements imverändert 
lässt. Wir nannten eine solche Grösse eine Grösse nuüter Stufe. In 
diesem Sinne ergab sich, dass die Stufe eines beliebig zusammen- 
gesetzten Produkts stets der Summe der Stufenzahlen seiner sämtlichen 
Faktoren congruent ist in Bezug auf den Modul 4. 

Alle sechs Arten der Produkte wurden gleich Null gesetzt, wenn 
die Elemente, welche die Faktoren des Produkts bildeten, vereinigt 
lagen. Kongruent hingegen nannten wir zwei Elemente, wenn sie (als 
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unendlich angenommen) sich gegenseitig deckten; zwei Grössen nuUter 
Stufe aber nannten wir kongruent, wenn sie entweder beide Null oder 
beide ungleich Null waren. Wir untersuchten dann, in wie weit man 
die Form eines Produkts verändern könne, sodass das ursprüngliche 
und das neue Produkt einander congruent seien. Es ergaben sich 
dabei besonders folgende Formeln und Sätze, in welchen A, 5, F, A^, ^ 
Elemente darstellen, deren Stufenzahlen beziehlich a, b, C, a„, sein 
mögen: 

22(1) AB = BA, 

(2) ABr= ArB = A{Br) u. s. w.\, 

wenn o + b + c < 5 oder > 7 ist 

(3) ABFB = AB(rB) —-. A{rB)B. 

(4) A^A^"' A„ : A„'" A^Ai = A^{A^ • • • A^), 

wenn o^ -(- o^ + * * * + ^n ^^ ^ (mod 4) ist. 

(5) ^ = ist dk Gleichung einer OberfläcJie nter Ordnung^ wenn ^ 
ein Produkt nuUier Stufe ist, in welchem der die Oberfläche konstruirende 
Punkt n-mal als Faktor vorkommt. 

(6) Wenn ein Produkt nullter Stufe 5ß noch einen Faktor nulUer 
Stufe Q enÜiält und SR das Produkt bezeichnet ^ weldies aus ?P übrig 
bleibt, wenn man durin D weglässt, so ist 

und die Gleichung 

^ = Q3t = zerfunt in D = und 9t = 0. ' 

Der Zweck des gegenwärtigen Aufsatzes ist, den allgemeinen Satz 
über die lineale Erzeugung der Oberflächen, wie er in (5) enthalten 
ist, möglichst anschaulich und für die Anwendung bequem zu gestalten 
und auseinander zu legen. Dabei ist vermöge (6) nur nöthig, den 
Fall zu berücksichtigen, wo ^ keinen Faktor nullter Stufe mehr ent- 
hält, das heisst, wo bei der fortschreitenden Bildung des Produkts ^ 
die Summe der Stufenzahlen nicht eher durch vier theilbar wird, als 
bis das ganze Produkt gebildet ist. Ich werde daher in den nächsten 
fünf Paragraphen den Fall, wo die Summe der Stufenzahlen durch vier 
theilbar ist, ein für alle Mal ausschliessen. Wie bisher sollen die 
kleinen lateinischen Buchstaben (mit einziger Ausnahme des n) Punkte 
bezeichnen, die grossen lateinischen Buchstaben gerade Linien, die 
kleinen griechischen Buchstaben Ebenen. 
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§ 1. 

Produkt eines beweglichen Elements mit einem festen. 

Das bewegliche Element sei x^ % oder X, das feste Element a, a 
oder A, Indem ich die sechs Produkte, welche, unter Ausschluss der 
Stufensumme vier, aus einem der beweglichen und einem der festen 
Elemente sich bilden lassen, betrachte, will ich auf den Grad der Be- 
weglichkeit des entstehenden Produkts und auf die entstehenden pro- 
jektivischen Grundgebilde f aufmerksam machen. Ich nenne ein Ele- 28 
ment n-fach oder im n-ten Grade beweglich, wenn von den Zahlkoeffi- 
cienten, durch welche seine Lage bestimmt ist, n auf ganz unabhängige 
Weise veränderlich sind. Also ist zum Beispiel ein Punkt in einer 
Geraden einfach beweglich, ein Punkt in einer Ebene zweifach, ein 
Pankt im Räume dreifach. Ebenso verhält es sich mit einer Ebene, 
welche durch eine feste Gerade oder durch einen festen Punkt gehen 
oder frei im Räume beweglich sein soll. Femer eine Gerade, wenn 
sie in einer festen Ebene liegen und zugleich durch einen festen Punkt 
derselben gehen soll, ist einfach beweglich; wenn sie in einer festen 
Ebene liegen oder durch einen festen Punkt gehen soll, ist sie zwei- 
fach beweglieh; wenn sie eine andere Gerade schneiden soll, dreifach 
und, wenn sie sich frei im Räume bewegen darf, vierfach. Nimmt 
man nun an, x^ g, X seien frei im Räume beweglich, so ist 

1) xa zweifach beweglich und stellt einen Strahlenbüschel (im 
Räume) dar; 

2) §a ist zweifach beweglich und stellt eine liniirte Ebene dar. 

3) xA ist einfach beweglich und stellt einen Ebenenbüschel (erster 
Stufe) dar; 

4) g^ ist einfach beweglich und stellt eine punktirte Gerade dar; 

5) Xa ist zweifach beweglich und stellt einen Ebenenbüschel 
zweiter Stufe dar; 

6) Xa ist zweifach beweglich und stellt eine punktirte Ebene dar 
Hierzu füge ich, der Uebersicht wegen, noch die folgenden beiden 

Produkte dreier Faktoren: 

7) xAa\ sind einfach beweglich und stellen ebene Strahlenbüschel 

8) \Aa) dar, und zwar 

7) als Durchschnitt eines Ebenenbüschels und einer Ebene, 

8) als Verbindung einer punktirten Geraden mit einem Punkte. 
Diese projektivischen Grundgebilde sind paarweise zu einander 

reeiprok. Ich werde diejenigen derselben, deren Element einfach oder 
zweifach beweglich ist, beziehlich Gebilde erster oder zweiter Stufe nennen. 
Wodurch die Benennung des fünften Gebildes gerechtfertigt scheint. 
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Um die Nothwendigkeit dieser Unterscheidung in projektivisch 
Gebilde erster und zweiter Stufe nachzuweisen, führe ich gelegentlic 
folgenden leicht zu erweisenden Satz an: Bei zwei Gebilden derselbe 
Art, welche zu einander projektivisch sein sollen, kann man, je nacl 
dem sie von der ersten oder zweiten Stufe sind, drei oder vier hi 
liebige Elemente des einen Gebildes mit eben so vielen des andern al 
entsprechend setzen; aber dann ist zu jedem Elemente des einen Gc 
bildes das entsprechende des andern bestimmt; vorausgesetzt jedocl 
24 dass im zweiten Falle von den gewählten vier Elementen dasselbe 
Gebildes keine drei einem und demselben Gebilde erster Stufe an 
gehören. 

Es ist bei der Auffassung dieser projektivischen Gebilde wichtig 
festzuhalten, dass die punktirte Ebene und die liniirte Ebene, un 
ebenso der Ebenenbüschel zweiter Stufe und der räumliche Strahler 
büschel, nur in Bezug auf die Gattung der Elemente sich unterscheide! 
sodass nämlich zwei projektivische punktirte Ebenen zugleich projekt] 
visch sind in Bezug auf die Verbindungslinien ihrer entsprechende 
Punktenpaare und zwei projektivische Ebenenbüschel zugleich in Bezu 
auf die Dnrchschnittsstrahlen der entsprechenden Ebenenpaare; un 
umgekehrt. Wo es auf die Unterscheidung der ursprünglichen Eh 
mente nicht ankommt, werde ich, mit Steiner, die ersteren Gebild 
ohne Weiteres Ebenen, die letzteren räumliche Strahlenbüschel nennei 

§2. 

Fortschreitende Multiplikation eines frei beweglichen Punktes ar 

mit einer Beihe fester Elemente. 

Es lassen sich zwei Hauptfälle unterscheiden, je nachdem das eni 
stehende Produkt einfach oder zweifach beweglich ist. Es werde de 
letzte Fall zuerst betrachtet. Der Punkt x kann in diesem Falle nu 
mit einem Punkte multiplicirt werden, da das Produkt mit einer G( 
raden einfach beweglich ist. Es sei dieser Punkt a. Das Produkt x 
ist nur dann Null, wenn x in a fällt; in jedem andern Falle liefert x> 
eine Gerade. Diese Gerade könnte nun mit einem Punkte b oder eine 
Ebene a multiplicirt werden; allein xab kann zugleich als Produk 
von X mit der Geraden ab betrachtet werden* und würde daher einfacl 
beweglich sein. Es ergiebt sich also das Produkt xaa. Wenn a in < 
liegt, so lassen sich nach Formel (3) a und a vertauschen, und ma: 
erhält xa . a, was in einen variablen Faktor nullter Stufe und einei 
festen Punkt zerfällt. Da wir auch diesen Fall juisschlossen, so bleib 
nur tibrig, dass a ausserhalb a liegt, wo dann xa . a eine punktirt 

V 
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Ebene darstellt. Der Punkt xa . a kann nun wieder mit einem Punkte h 
raultiplicirt werden. Wenn 6 in a liegt, so lässt sich wiederum h mit 
a Tertauschen, und man erhält ocaha oder x(ah)ay und man kommt 
wieder auf den Fall der einfachen Beweglichkeit zurück. Von hier an 
wiederholt sich dieselbe Schlussreihe, und man gelangt zu dem Satze: 

Wenn ein frei I>eweglicher Punkt x fortscJireitetul mit einer Reihe 
fester Elemente mtUtiplicirt wird, so geht dann, urul nur dann, ein zwei- 
fach f bewegliches Produkt hervor, wenn diese Reihe mit einein Punkte 25 
beginnt f abwechselnd aus Punkten und Ebenen ItestelU und dabei jeder 
Punkt ausserhalb der ihm vorhergehenden und der ihm nachfolgenden 
Ebene liegt. Das Produkt wird in diesem Falle nur Null, wenn x mit 
dm ersten Punkte jener ReiJie zusammenfällt. 

Femer: 

Wenn der Punkt x mit einer abwecJiselnden Reiiie von Punkten und 
Ebenen multiplieirt tcird und einer dieser Punkte in die ihm nachfolgende 
oder vorJhergehende Ebene fällt, so kann man diese beiden Faktoren ver- 
tauschen und erMlt im ersten Falle nnen variablen Faktor nuUter Stufe, 
der mit einem festen Element multiplieirt ist, im letzten Falle ein einfach 
beu^egliches Produkt, indem an die Stelle des Punkts eitie Gerade tritt. 

§3. 
FortsetBung. 

Es werde jetzt der Fall der einfachen Beweglichkeit betrachtet. 
Am einfachsten ist es hier, x fortschreitend mit einer Reihe von Ge- 
raden A, B, . . . zu multipliciren. Das Produkt xA wird NuD, wenn 
X in A fallt. Dies ausgeschlossen, stellt xA einen Ebenenbüschel dar. 
Wenn nun von den folgenden Geraden keine die vorhergehende schneidet 
(der unendlich entfernte Durchschnittpunkt immer als solcher mit ge- 
rechnet), so stellt das Produkt abwechselnd Ebenenbüschel und punktirte 
Geraden dar. Ist nun das Produkt, bis zu irgend einem Faktor hin, 
^Py und es schneiden sich die beiden folgenden festen Geraden A 
«nd B, so sei dieser Punkt e, und die Geraden seien ae und bc. Dann 
erhält man pAB^pac(br)^nripacb.e [nach Formel (3)]; das heisst, 
es zerfällt das Produkt in einen variablen Faktor nullter Stufe und 
einen festen Punkt. Das Entsprechende geschieht im reciproken Falle. 
AJso ergiebt sich folgender Satz: 

Wenn ein frei beweglicher Punkt 7nit einer Reihe fester Geraden 
^uUiplicirt wird, so ist das Produkt dann, und nur dann, einfach be- 
^^("glich, wenn keine dieser Geranien die folgende svhneidet; und das Pro- 
(^^kt wird in diesem Falle nur dann Null, wenn x in die erste Gerade 
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jener Beihe fällt Wenn jedoch eine der Geraden die folgende schneidet, 
so kann man statt dieser beiden Geraden eine Ebene und einen Punkt 
setzen^ und zwar die Ebene ^ in der sie liegen, und den Funkt , in defn 
26 sie sich f schneiden, und es zerfällt dadurch dcts Produkt in eineti 
variablen Faktor mdJter Stufe und in ein festem Element. 

Ich werde jetzt zeigen, dass man jeden Fall, in welchem ein be- 
weglicher Punkt X, mit einer Reihe fester Elemente multiplicirt, ein 
einfach bewegliches Element und zwar einen Punkt oder eine Ebene 
giebt, auf den soeben betrachteten Fall zurückführen kann. 

Es sei zuerst j^ ®i^ zweifach bewegliches Produkt und ebenso 
paa'^ dann trete noch die Gerade B hinzu. Es sei b der Punkt, in 
welchem die Gerade B die Ebene a schneidet, und a^EAb, BE=£bc, 
so ist: 

paaBn^.pa{Ab) (bc) Ei^ pa{Ab)bc [nach Formel (2)]. 
Aber 

pa(Ab)b "EE pabAb [nach Formel (3)], 
also 

paaB £5E pabAbc ~: p(ab)A(l)c) [nach Formel (2)]. 

Man hat also statt des Punkts a und der Ebene a gerade Linien er- 
halten. Nämlich, wenn man den Durchschnittspunkt von B und a 
durch b bezeichnet, so kann man statt des Punktes a die Gerade ab 
und statt der Ebene a eine beliebige Gerade dieser Ebene setron, die 
jedoch nicht durch den Punkt b gehen darf. Durch wiederholte An- 
wendung dieses Verfahrens gelangt man zu folgendem Satze: 

Wenn ein beweglicher Punkt mit einer Beilw abwechsdnder fester 
Punkte und Ebenen multiplicirt wird und auf die letzte Ebene eine fe.ste 
Gerade folgt, so kann man statt aller fester Punkte und Ebenen Gerade 
setzen. Nämlich, tvenn man das ganze Produkt umkehrt und das um- 
gekehrte Produkt nach uml mich konstruirt, so erhält man eine Beihe 
von Hülfspunkten, die in den festen Ebenen liegen, und eine Beilie von 
Geraden, die durch die fcaten Punkte gelten. Diese Geraden kann man 
statt der festen Punkte setzen und statt jeAer Ebene eine Gerade, die in 
dieser Ebene liegt, aber nielU durch den in der Ebetie liegenden Hülfs- 
punkt geht. 

In Formeln ausgedrückt, würde der Satz: 
xa^a^a^u^ . . . a^a^B -^i x{a^c^)A^U\c^)A^^ . . . {c,,_^c^AJi 

lauten, wenn 

Bu^ -- c,„ r„«„a„.i " c„^i, . . ., c.^a^a^ :.. c^. 
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ist. Noch will ich bemerken, dass sich auch die gefundene Form des 27 
Produkts noch auf die Form ^{(ii^i)^hi^i^s)^s • • • reduciren lässt, wo 
Äj die Durchschnittslinie der Ebenen a^ und cc^ (oder c^Ä^ und c^A^), 
B^ die der Ebenen «j ^^^ ^i ^^U ^^^ ^^ weiter. 

Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen, dass sich jedes Produkt von x 
mii; einer Elementenreihe, die mit einer Geraden beginnt, auch, falls 
das Produkt wieder ein Punkt oder eine Ebene sein soll, stets auf das 
Produkt von x mit einer Reihe von lauter Geraden zurückführen lässt. 

Durch die Multiplikation mit einer Reihe fester Geraden geht 
entweder ein Punkt p oder eine Ebene hervor. Da beide Fälle zu 
einander reciprok sind, so braucht man nur den einen zu betrachten. 
Wir nehmen an, der Punkt p sei entweder \E£ x, oder er sei durch 
Multiplikation von x mit einer Reihe von festen Geraden entstanden. 
Es trete noch eine Gerade A hinzu, so ist pA eine Ebene. Soll nun 
zu dieser Ebene ein Element, welches keine Gerade ist, hinzutreten, 
so kann dieses Element (da die Stufensumme vier ausgeschlossen ist) 
nur eine Ebene a sein. Nun ist pAa eine Gerade. Diese kann mit 
einer Ebene ß oder mit einem Punkt h zusammentreten; aber pAaß 
ist nach Formel (2) .: pA{aß), also wäre pA wieder mit einer Ge- 
raden {aß) multiplicirt; gegen die Annahme. Es bleibt daher nur 
übrig, das Produkt pAah zu betrachten. Es sei c der Durchschnitt 
von A und a, und A f^ «r, a =:e cB, so ist pAah :: p(ac)(cB)b 
puc(cB)h [nach Formel (2)] Ez^pacBch [nach Formel (3)] _-:p(ac)B{ch). 
Also ist auch dies Produkt auf ein Produkt mit lauter festen Geraden 
reducirt. Wir haben demnach folgenden Satz erlangt: 

Jedes Produkt eines frei beweglichen Punktes x mit einer Beihe 
ferner Elemente lässt sich, wenn das Produkt ein einfach bewegliclies 
Element und zwar ein Punkt oder eine Ebene ist, in der Form dar- 
Mlen, dass alle festen Elanente Gerade sind. 

Fasset man die gefundenen Sätze mit den reciproken Sätzen zu- 
sammen, so erhält man folgenden allgemeinen Satz: 

Wenn ein frei bewegliches Element, und zwar ein Punkt oder eine 
Ehetie, mit einer BeiJie fester Elemejite multiplicirt und das Produkt 
wieder ein bewegliclies Element und zwar ein Punkt oder eine Ebene 
'^'^ so kann man statt der BeiJie der festen Elemente entweder eine 
I^Uie abwechselnder fester Punkte und Ebenen oder eine Beihe fester 
(^frnden setzen, je nachdem das Produkt ein zweifach oder einfacli be- 
zügliches Element ist; und zwar haben beide Beihen nothwendig die 
Eigenscimft, dass keine zwei atifeinander folgen<len Elemente vereinigt 28 
^^gen. Findet hingegen diese ver einigle Lage statt, so nimmt do' Grad 
«^''* Betveglichkeit mindesiens um ciyis ab. 

Grassmann, Werke. Tl. 11 
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Dieser Satz reicht für die Multiplikation eines bewegliehen El 
ments mit einer Reihe fester vollkommen aus. Denn ist das bewe 
liehe Element eine Gerade, so muss diese entweder mit einer fest< 
Ebene oder mit einem festen Punkte in Kombination treten und gie 
dann einen zweifach beweglichen Punkt oder eine zweifach beweglicl 
Ebene; und für diese wurde die weitere Kombination mit festen El 
menten bereits betrachtet. Und ist das Produkt eine Gerade, so kai 
dieselbe nur durch Multiplikation zweier Punkte oder zweier Ebern 
entstanden sein; und für beide wurden die Gesetze aufgestellt. 

§4. 
Lineale Bewegung offener Figuren. 

Es sei zunächst die Aufgabe, das bewegliche Produkt eines b 
weglichen Elements mit einer Reihe fester Elemente für den Fall s 
konstruiren, dass sowohl das bewegliche Element als {auch} das Pr 
dukt ein Punkt oder eine Ebene ist. In diesem Falle kann man na< 
§ 3 statt der Reihe der festen Elemente entweder eine Reihe abwec 
selnder Punkte und Ebenen oder eine Reihe von Geraden einführe 
und zwar so, dass keine zwei aufeinander folgende Elemente dies 
Reihen vereinigt liegen. 

Ich werde mich für die Darstellung dieser Konstruktion des B 
grifiFs der offetien Fi(/ur bedienen. Darunter verstehe ich (siehe CrelU 
Journal Bd. 36, S. 181 {hier S. 78}) eine Reihe von Punkten und G 
raden, in welcher auf jeden Punkt eine durch ihn gehende Gerade ui 
auf jede Gerade ein in ihr liegender Punkt folgt, gleichviel ob die; 
Geraden oder Punkte in derselben Ebene liegen oder nicht. Das A 
fangselement der Reihe kann, ebenso wie das Endelement derselbe 
ein Punkt oder eine Gerade sein. Alle Zwischenelemente der Reil 
(das heisst, welche nicht Grenzelemente derselben sind) nenne ic 
Seiten oder Ecken der offenen Figur, je nachdem sie Gerade od< 
Punkte sind. 

Das Produkt eines beweglichen Punktes x mit einer abwechselnde 
Reihe von Punkten und Ebenen a^, a^, ... a„, a^, deren keine zw 
aufeinander folgende vereinigt liegen, ist Null, wenn x in a^ liegt; i 
jedem andern Falle ist das Produkt die letzte Ecke einer offenen Figu 
deren Anfangspunkt x ist, deren Seiten durch die festen Punk 
«1, . . . a„ gehen und deren Ecken in den festen Ebenen a^, . . . < 
liegen. Betrachtet man, zweitens, das Produkt eines bewegliche 
29 Punktes x mit einer gemden Anzahl gerader Linien A^, li^, , . . A^y 1 
(deren keine zwei aufeinander folgende sich schneiden), so zeigt sie 
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dasselbe gleich Null, wenn x in der Geraden A^ liegt; in jedem andern 
Falle ist das Produkt die letzte Ecke einer offenen Figur, deren An- 
fangspunkt X ist, deren Seiten durch die Geraden A^^ , , . A^ gehen 
und deren Ecken in den Geraden B^, . . . B^ liegen. Ferner werde 
das Produkt von x mit einer ungeraden Anzahl gerader Linien 
ilj, Bi, ... A^y J?„, ^„^.1 betrachtet (deren keine zwei aufeinander- 
folgende sich schneiden). Legt man nun, vorausgesetzt, dass x nicht 
in A^ liegt, in welchem Falle das Produkt Null ist, eine offene Figur 
hindurch, deren Anfangspunkt x ist, deren Seiten durch die Geraden 
ij, .. . ^„^1 gehen und deren Ecken in den Geraden B^, . . , B^ 
liegen, so ist durch eine bestimmte Lage des Anfangspunkts x zwar 
die letzte Ecke in B^ bestimmt, aber nicht die letzte Seite, die durch 
i^^i geht; vielmehr ist der geometrische Ort derselben eine Ebene, 
und diese Ebene ist eben jenem Produkte kongruent. 

Es bleiben nur noch die reciproken Falle zu betrachten, wo statt 
des Punktes x eine Ebene | eintritt. Man könnte hier der offenen 
Figur ihr reciprokes Gebilde substituiren ; doch ist es in vielen Fällen 
vortheilhaft, auch hier die offene Figur zu Grunde zu legen. Hat man 
das Produkt Sai«! . . • a^a„ zu konstruiren, so lässt sich eine offene 
Figur za Grunde legen, deren Anfangsstrahl in der Ebene | liegt, 
deren Ecken in den Ebenen a^, . . . «^ liegen und deren Seiten durch 
die Punkte a^, . . . a„ gehen. Wenn die Ebene S fest ist ^ohne mit «j 
zusammenzufallen), so ist dennoch die ganze offene Figur beweglich, 
und der geometrische Ort ihrer letzten Seite ist eine Ebene, welche 
dem obigen Produkte kongruent ist. Ferner ist das Produkt iA^B^ ...A^B^ 
der geometrische Ort der letzten Seite einer offenen Figur, deren An- 
fangsstrahl in der Ebene S liegt, deren Ecken in den Geraden A^^, . . , A^ 
liegen und deren Seiten durch die Geraden B^, . . . B^ gehen. Endlich, 
das Produkt ^A^B^ ... A^B^A^^^ ist der letzten Ecke einer Figur 
tongruent, deren Anfangsstrahl in der Ebene | liegt, deren Ecken in 
den Seiten A^, , . . A^,^,^ liegen und deren Seiten durch die Geraden 
ß„ . . . 7i„ gehen. 

Ich werde alle diese sechs Bewegungen der offenen Figuren Ihicah 
nennen. Es giebt also zwei Arten der linealen Bewegung offener 
Piguren, deren erste darin besteht, dass sich alle Ecken und Seiten in 
festen geraden Linien bewegen, die andere darin, dass sich alle Ecken 
>ö festen Ebenen bewegen, während alle Seiten durch feste Punkte 
gehen. Bei beiden Bewegungen soll f wieder der Fall ausgeschlossen 30 
bleiben, wo irgend zwei feste Elemente^, in denen sich zwei aufeinander 
Wgende Elemente der offenen Figur bewegen sollen, vereinigt liegen, 
löi ersteren Falle sind alle Ecken der offenen Figur einfach beweglich, 

11* 



1 64 X. üeber d. Terschied. Arten d. linealen Erzeugung algebr. OberflSlchen. C. J. 4^ 

im letzteren zweifach; daher will ich jene erstere Art der linealei^ 
Bewegung gleichfalls eine einfaclw, letztere eine zweifache nennen, la 
beiden Fällen ist jede Ecke (und ebenso der geometrische Ort jeder 
Seite) einer lineal beweglichen offenen Figur einem Produkte kongruent, 
dessen erster Faktor der geometrische Ort des Anfangselements ist 
und dessen folgende Faktoren nach der Reihe diejenigen festen Ele- 
mente sind, welchen die Ecken und Seiten der offenen Figur, bis zu 
der betrachteten Ecke (oder Seite) hin, vereinigt liegen sollen. 



§ o. 

Eonstraktion der Produkte mit mehreren variablen Faktoren 

durch Verkettungen offener Figuren. 

Wenn zwei variable Faktoren zusammentreten, so sind (immer 
noch das Produkt nuUter Stufe ausgeschlossen) folgende Fälle möglich: 
Entweder d) es treten zwei Punkte zusammen oder h) zwei Ebenen 
oder c) eine Gerade und ein Punkt oder (t) eine Gerade imd eine 
Ebene. 

In den ersten zwei Fällen ist das Produkt eine Gerade. Diese 
Gerade kann dann entweder mit einem Punkt oder einer Ebene zu- 
sammentreten. Dies giebt, wenn man in jedem dieser Fälle nur die 
drei Stufenzahlen nebeneinander schreibt, folgende vier Schemata: 

111, 113, 331, 333. 

In den Fällen c) und d) soll eine Gerade mit einem Punkt oder 
einer Ebene zusammentreten. Da die Gerade aber wieder nur als Pro- 
dukt zweier Punkte oder zweier Ebenen entstanden sein kann, so erhält 
man hier dieselben vier Schemata. Es werde in jedem Schema das 
erste der drei Elemente mit a oder a, das zweite mit h oder /5, das 
dritte mit c oder y bezeichnet, so erhält man die den vier Schematen 
entsprechenden Produkte: 

ahc, ahy, aßc, aßy, 

die wir nach der Reihe mit 

9j r, 6, s 

bezeichnen wollen, indem das erste und dritte eine Ebene, das zweite 
und vierte einen Punkt darstellt. 
31 Ich will jetzt zunächst annehmen, dass sowohl a, 2), c als auch 
a, /3, y variabel sind und dass jedes dieser Elemente dadurch entstanden 
sei, dass ein variabler Punkt, oder eine variable Ebene, mit einer Reihe 
fester Elemente multiplicirt wurde. Ebenso will ich annehmen, dass 
die entstandenen Produkte (9, r, ö, s) späterhin noch mit Reihen fester 
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Elemente multiplicirt werden sollen. Hierdurch ist Alles auf die Be- 
trachtung des vorigen Pairagraphs reducirt. 

Zuerst betrachte man das Produkt q ^ abc. Hier können nach 
^i ßf b und c als die letzten Ecken dreier lineal beweglicher offener 
Figuren angesehen werden; die Lage der Endstrahlen der drei offenen 
Figuren ist willkürlich, nur dass sie beziehlich durch a, 6, c gehen 
müssen. Die Ebene q endlich soll als solche angesehen werden, die 
hernach noch mit einer Reihe fester Elemente zu multipliciren ist. 
Dieser Multiplikation wurde in § 4 eine offene Figur zu Grunde ge- 
legt, deren Anfangsstrahl in der Ebene q beweglich ist. Also treten 
hier vier offene Figuren hervor; und zwar gehen die Endstrahlen der 
ersten drei offenen Figuren, einzeln genommen, durch die Punkte a, i, c, 
und der Anfangsstrahl der vierten liegt in der Ebene q ^ abc. Da 
die Lage jener Endstrahlen im Uebrigen willkürlich ist, so kann man 
sie leicht so annehmen, dass die vier in Betracht kommenden Grenz- 
strahlen paarweise zusammenfallen. Es sei p ein in ab beweglicher 
Punkt, so lässt sich die Gerade ab als der gemeinschaftliche Endstrahl 
der beiden ersten offenen Figuren und die Gerade pc als der Endstrahl 
der dritten und der Anfangsstrahl der vierten setzen. Denn durch 
diese Annahmen werden die Bedingungen erfüllt, dass die Endstrahlen 
beziehlich durch a, b, c gehen und der Anfangsstrahl in der Ebene 
abc beweglich sein soll. Die eigenthümliche Lage der vier Grenz- 
strahlen in dem Produkte abc ist also die, dass sie paarweise zusammen- 
fallen und das eine Paar mit dem andern vereinigt liegt, das heisst, 
von ihm geschnitten wird. • 

Betrachtet man zweitens das Produkt r^EEaby^ so sind hier a 
und b als letzte Ecken zweier offener Figuren anzusehen. Die End- 
strahlen derselben, welche beziehlich durch a und b gehen müssen, im 
Uebrigen aber willkürlich sind, kann man wieder zusammenfallen lassen, 
das heisst, ab als den gemeinschaftlichen Endstrahl derselben setzen. 
Die Ebene y ist nach § 4 als geometrischer Ort der letzten Seite 
einer offenen Figur zu betrachten. Der Endpunkt dieser offenen Figur 
ist im Uebrigen willkürlich; nur dass er in der letzten Seite, also hier 
in der Ebene y liegen muss. Der Punkt rE^aby, das heisst der 
Punkt, in welchem die Gerade ab die Ebene y schneidet, wird, f wenn 32 
r noch mit einer Reihe fester Elemente multiplicirt werden soll, zum 
Anfangspunkte einer vierten offenen Figur. Da der Endpunkt der 
dritten in y willkürlich war, so kann man ihn mit dem Anfangspunkt 
(r) der vierten zusammenfallen lassen. Also fallen in diesem Falle 
zwei Grenzstrahlen (ab) zusammen und ebenso zwei Grenzpunkte (r), 
und diese liegen mit jenen vereinigt. In den beiden bisher betrachteten 
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Fällen fallen also die vier in Betracht kommenden Orenzelemente 
paarweise zusammen, und das eine Paar liegt mit dem andern ver- 
einigt. Der Unterschied ist nur der, dass im ersten Falle alle vier 
Grenzelemente, im zweiten Falle zwei derselben Stahlen sind, die 
beiden andern Punkte. 

Es werde jetzt das dritte Produkt 6 ^ aßc betrachtet. Hier ist 
nach § 4 die Ebene a als der geometrische Ort der letzten Seite einer 
offenen Figur anzusehen, deren Endpunkt willkürlich in dieser Seite, 
also auch willkürlich in der Ebene cc liegt. Ebenso ist ß als der 
geometrische Ort der letzten Seite einer offenen Figur zu betrachten, 
deren Endpunkt willkürlich in ß angenommen werden kann. Man 
kann daher einen in der Kante ccß beweglichen Punkt p als gemein- 
schaftlichen Endpunkt jener beiden offenen Figuren setzen. Femer ist 
c als die letzte Ecke einer offenen Figur zu betrachten, deren End- 
strahl willkürlich durch c geht. Wir setzen ^>c als diesen Endstrahl. 
Endlich die Ebene ö =: aßCy das heisst die Ebene, welche durch den 
Punkt c und die Kante aß gelegt ist, wird, wenn sie noch mit einer 
Reihe fester Elemente multiplicirt werden soll, zu dem geometrischen 
Orte des Anfangsstrahls einer vierten Figur. Da p in aß beweglich 
ist, so ist 6 der geometrische Ort von cp] man kann also cp als An- 
fangsstrahl der vierten offenen Figur setzen. Es sind demnach, wie 
im vorhergehenden Falle, zwei der Gremselemente Strahlen, und die 
beiden andern sind Pimkte; jene Grenzstrahlen (cp) fallen zusammen, 
ebenso diese Grenzpunkte (p)^ und diese liegen mit jenen vereinigt. 
Der TJnteriÄhied zwischen diesem und dem vorhergehenden Falle ist 
nur der, dass das Anfangselement der vierten Figur dort ein Punkt, 
hier ein Strahl ist. 

Das vierte Produkt endlich war s^ aßy. Hier ist jede der 
Ebenen a, /3, y als geometrischer Ort der Endseite einer offenen Figur 
zu betrachten, deren Endpunkt also in jener Ebene willkürlich ange- 
nommen werden kann. Man kann daher den Durchschnittspunkt (s) 
der drei Ebenen a, /3, y als gemeinschaftlichen Endpunkt der drei 
33 offenen Figuren setzen; zugleich ist dieser f Punkt Anfangspunkt der 
vierten. Also sind dann alle vier Grenzelemente Punkte, welche in 
einem Punkt s zusammenfallen. Auch in diesem Falle kann man 
sagen, dass die vier Grenzelemente paarweise zusammenfallen und das eine 
Paar mit dem andern vereinigt liegt. Dies ist also das Gemeinschaftliche 
in allen vier Fällen. Im ersten Falle sind alle Grenzelemente Strahlen, 
im letzten Punkte; in den beiden mittleren Fällen sind zwei Grenzelemente 
Strahlen, die beiden andern Punkte; und zwar ist das Anfangselement 
der vierten Figur im zweiten Falle ein Punkt, im dritten ein Strahl. 
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Es wurde oben angenommen, dafe a, h^ c, a, /3, y dadurch ent- 
standen seien, dass ein variabler Punkt, oder eine variable Ebene, mit 
einer Reihe fester Elemente multiplicirt sei, wobei es gleichgültig ist, 
ob diese Reihe aus einem oder aus mehren Elementen besteht. Das 
erlangte Resultat bleibt indessen bestehen, auch wenn jene Bedingung 
nicht erfüllt wird. In der That, ist zum Beispiel a zwar variabel, aber 
nicht durch Multiplikation eines beweglichen Elements mit einem oder 
mehreren festen Elementen entstanden, so können wir dennoch a als 
den Anfangspunkt einer offenen Figur setzen, an den sich aber sogleich 
der Endstrahl derselben anschliesst; und die oben gezogenen Folge- 
rungen bleiben bestehen. Durch das Wegfallen der konstanten Faktoren 
ist nur das Wegfallen der Ecken und Seiten der offenen Figur bedingt, 
und diese besteht bloss aus den beiden Örenzelementen. Ebenso, wenn 
die Ebene a zwar variabel ist, aber nicht durch Multiplikation eines 
beweglichen Elements mit einem oder mehreren festen Elementen ent- 
standen ist, kann man dennoch cc als den geometrischen Ort des An- 
fangsstrahls einer offenen Figur setzen, an welchen sich aber sogleich 
der Endpunkt derselben anschliesst. Die offene Figur besteht dann 
wiederum nur aus den beiden Grenzelementen; in den übrigen Folge- 
rungen wird nichts geändert. Ganz auf dieselbe Weise kann man die 
Annahme, dass die entstehenden Produkte noch hernach mit einer Reihe 
fester Elemente multiplicirt werden sollen, ganz wegfallen lassen. 

Femer wurde oben angenommen, dafs in jedem der vier Produkte 
alle drei Faktoren variabel sind. Sind alle drei konstant, so ist auch 
ihr Produkt konstant und kann also ohne Weiteres als eins der festen 
Elemente gesetzt werden. Sind zwei derselben konstant, so ist dann 
das variable Element entweder fortschreitend mit zwei festen Elementen 
multiplicirt oder mit deren Produkt, das heisst mit einem festen Ele- 
ment. In beiden Fällen setzt sich die an das variable Element sich 
anschliessende offene Figur nur fort. Es bleibt also nur der Fall zu 
betrachten, wo eins der drei Elemente fest ist, die beiden andern be- 
weghch sind. 

Dieser Fall erfordert um so mehr Beachtung, da er bei der Er- 34 
Zeugung der Oberflächen bei weitem der häufigste ist. 

Angenommen also, es sei etwa der Punkt a, den wir bisher als 
beweglich setzten, konstant, so tritt kein anderer Unterschied hervor, 
als dass der durch a gehende Strahl, welcher bisher als Endstrahl 
einer offenen Figur sich zeigte, jetzt durch den festen Punkt a geht 
oder, anders ausgedrückt, dass die Ecke a, welche bisher beweglich 
war, jetzt fest wird. In dem vorher gefundenen Resultate wird im 
Uebrigen nichts geändert. Ja auch der Wortausdruck desselben kann 
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unverändert bleiben, wenn man den festen Punkt a, nebst dem von 
ihm ausgehenden Strahle, gleichfalls als offene Figur setzt; und zwar 
den Strahl als Endstrahl derselben. Hierbei ist es gleichgültig, ob 
man den festen Punkt a als Anfangspunkt der offenen Figur setzt 
oder als eine Ecke derselben, indem man dieser noch beliebige feste 
Seiten und Ecken vorangehen lässt. Immer kann man die ganze 
Figur, mit Ausnahme des durch a gehenden willkürlichen Endstrahles, 
als unbeweglich annehmen. Wir nennen eine solche offene Figur, da 
sie von dem veränderlichen Elemente unabhängig ist, zum Unterschiede 
von den früher betrachteten, eine mmhlrnngige offene Figur. Ist zweitens 
eine der Ebenen, etwa c«, konstant, so wird der in u liegende Punkt, 
welcher bisher als Endpunkt einer offenen Figur sich zeigte, jetzt ein 
in der festen Ebene a liegender Punkt. Man wird daher auch diesen 
Punkt als Endpunkt einer offenen Figur setzen können, indem man 
eine solche offene Figur, deren Endpunkt in einer festen Ebene liegt, 
gleichfalls unahhänffig nennt. 

Von hier aus gelangt man sogleich zur Konstruktion eines be- 
liebigen Produkts, welches das bewegliche Element x beliebig oft als 
Faktor enthält, indem man den Begriff der Verkettung offener Figuren, 
wie er von mir (siehe Crelle's Journal Bd. 42, S. 190 {hier S. 83}) 
der Erzeugung ebener Kurven zum Gnmde gelegt ist, nach Anleitung 
der soeben gegebenen Entwicklung auf den Raum überträgt. 

Wenn man nämlich einen beweglichen Punkt x zum Anfangs- 
punkte mehrerer offener Figuren macht, dann aus dreien derselben 
oder aus zweien und einer unabhängigen offenen Figur eine neue offene 
Figur in der Art bildet, dass die vier Grenzelemente (nämlich die drei 
Endelemente der drei ersteren und das Anfangselement der neuen) 
paarweise zusammenfallen, während zugleich das eine Paar mit dem 
andern vereinigt liegt, und dann fortfährt, die jedesmal noch übrigen 
oft'enen Figuren auf die angegebene Art zusammenzuschliessen, bis sich 
zuletzt alle variablen offenen Figuren zu einer einzigen vereinigt haben, 
36 so nenne ich das ganze System dieser offenen f Figuren eine Verkettung 
derselben; und zwar eine Verkettung n-ten Grades, wenn n offene 
Figuren von dem Anfangselement der Verkettung ausgehen. Wir sagen 
femer, dass eine Verkettung offener Figuren im Räume sich lincal be- 
wege, wenn alle abhängigen offenen Figuren, aus denen sie besteht, 
sich lineal bewegen. Mittels dieser Begriffe lässt sich nun das Resultat 
dieses Paragraphs in dem folgenden Satze aussprechen: 

Jedes Produkt, welchem n-mal den variahh^i Punkt x als Faktor 
entluilt und weleJies von erster oder dritier Stufe ist, aber keuieti Fakten- 
nullter Stufe einseJdiesst, lässt skh dureli eine lineal bewegte Verkettung 
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n-trn Grades in der Art darstellen, dass für jeden Punkt x das Pro- 
dtd't entweder der letztai Ecke der Verkettung oder der Ebene, in welcher 
die letzte Seite derselben beweglich ist, kongruent sei. Und umgekehrt 
U'isst sieh die letzte Ecke oder die Ebene dir letzten Seite jeder Verkettung 
n-ten Grades durch ein solches Produkt darstellen, 

§ 6. 

Erseugung der algebraischen Oberflächen durch lineale Bewegung 

geschlossener Verkettungen. 

Es werde jetzt endlich ein beliebiges Produkt nuUter Stufe be- 
trachtet, welches fhmal x als Faktor enthält, aber keinen Faktor nuUter 
Stufe einschliesst. Ich habe in dem vorhergehenden Aufsatze {auf 
S. 151 f. } gezeigt, dass man in einem solchen Produkte jeden Faktor, 
also auch Xy ohne Klammern nach der letzten Stelle bringen kann. 
Dann erhält das Produkt die Form Tsx, wo vs ein Produkt dritter 
Stufe ist, welches (n — l)-mal den Punkt x als Faktor enthält. Hat 

mau nun die Gleichung 

^x = 0, 

so drückt sie aus, dass der Punkt x in der Ebene J^ liegt. Die Ebene 
IS aber lässt sich nach dem vorigen Paragraph als die Ebene dar- 
stellen, in welcher die Endseite einer Verkettung (n — l)-ten Grades 
beweglich ist. Also drückt die Gleichung oj a; = die Möglichkeit 
aus, jene Seite durch den Punkt x zu legen, oder, anders ausgedrückt, 
die Möglichkeit, das Endelement der Verkettung mit dem Anfangs- 
element derselben zusammenfallen zu lassen. 

Wir nennen eine solche Verkettung, deren Endelement mit ihrem 
Anfangselement zusammenfällt, eine geschlossene Verkettung; und zwar 
«-ten Grades, wenn n offene Figuren von dem Anfangselemente {x) 
ausgehen (die letzte, f welche x zum Endelemente hat, eingerechnet). 36 
Dann verwandelt sich der Satz (5) der Einleitung in folgenden Satz; 

Der Anfangspuvdxt einer sich lineal betvegenden geschlossenen Ver- 
l^ettung n-teti Grades beschreibt eine Oberfläehe n-ter Ordnung, 

und umgekehrt: 

Jede algebraiselie Oberfläehe lässt sich als Ort eitler sich lineal be- 
^^genden geschlossenen Verkettung darstellen. 

Stettin, im Juli 1852. 
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97 Die stereometrische Gleichung zweiten Grades nnd 
die dadurch dargestellten Oberflächen. 



Von 

Prof. H. Orassmaun, 

am Gymnasio zu Stettin. 



Grelles Journal Bd. 49, Heft I, S. 37—46 (1856). 



Wenn ein stereometrisches Produkt nullter Stufe, welches m-mal 
einen veränderlichen Punkt x als Faktor enthält, gleich Null gesetzt 
wird, so ist der dadurch bedingte geometrische Ort von Xj wie ich in 
den früheren Aufsätzen nachgewiesen habe, eine Oberfläche w-ter Ord- 
nung. Ich will der Kürze wegen eine solche Gleichung eine siereome- 
irische Gleichung ii-ten Grades nennen. Es ist also der geometrische 
Ort eines Punktes x^ welcher einer stereometrischen Gleichung zweiten 
Grades genügt, eine Oberfläche zweiter Ordnung. Ich .werde hier 
diese Gleichung und die dadurch ausgedrückte Erzeugung der Ober- 
fläche zweiter Ordnung näher erörtern. 

§ 1. 

Die allgemeine Form der stereometrischen Gleichung zweiten Grades. 

Die stereometrische Gleichung zweiten Grades hat die Form 

wo ^ ein stercometrisches Produkt nullter Stufe ist, welches den ver- 
änderlichen I^unkt X zweimal als Faktor enthält. Da man in einem 
Produkt nullter Stufe jeden Faktor auf die letzte Stelle bringen kann, 
und zwar so, dass er von keiner Klammer mehr umschlossen wird 
(siehe Stereometr. Multiplik. § 5 { hier S. 151 f ) ), so lässt sich dies auf 
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den Faktor x auwenden, und die Gleichung zweiten Grades ninunt 
die Form 

Töx ^0 oder, anders gesehrieben, xV5 = Q 

an, welche ausdrückt, dass der Punkt x in der Ebene JS liegt. 

Da üT noch den Faktor x enthält, so kann man in der Gleichung 
X{3 = den in is enthaltenen Faktor x ohne Klammer auf die letzte 
Stelle bringen und erhält dann die Form 

xBx = 0, 

wo R eine Reihe konstanter Faktoren bezeichnet, mit welchen fort- 
schreitend f multiplicrt werden soll. Und zwar wird, da in einem 88 
Produkte nullter Stufe die Summe der Stufenzahlen öamtlicher Faktoren 
durch vier theilbar ist, die Summe der Stufenzahlen aller in 7? ent- 
haltener Faktoren, durch vier dividirt, zwei zum Rest lassen. 

Das Produkt xü stellt ein Element dritter Stufe, also eine Ebene 
dar; folglich wird man (wenn nicht etwa xlt sich in einen variablen 
Faktor nullter Stufe und in einen konstanten Faktor zerfallen lässt), 
vermöge des in dem vorhergehenden Aufsatze (§ 3 {hier S. 161}) er- 
wiesenen Gesetzes, statt JR entweder eine Reihe abwechselnder fester • 
Punkte und Ebenen, welche mit einem Punkte beginnt, oder eine 
Reihe fester Geraden setzen können. Allein im ersteren Falle würde 
^2i entweder von der ersten oder von der zweiten Stufe sein, je nach- 
dem jene Reihe mit einer Ebene oder einem Punkte schliesst. Es 
l^leibt also nur der zweite Fall übrig, das heisst, es lässt sich stets 
st^tt iJ eine Reihe gerader Linien setzen; und zwar muss die Anzahl 
derselben, da die Summe der Stufenzahlen durch vier dividirt zwei 
z^m Rest lassen muss, ungerade sein. Folglich zeigt sich die Gleichung 
i»i der Form 

(1) xABÄ.B^ . . . Ä^B^Cx = 0, 

^o ^, JB, . . . gerade Linien sind. 

Wenn insbesondere xR sich in einen variablen Faktor nullter Stufe 
utid in einen konstanten Faktor auflösen lässt, so wird der erstere 
die Form xa haben müssen, wo a eine Ebene ist, und der letztere 
wird eine konstante Ebene sein. Diese sei /3; alsdann haben wir 

xa . ßx = 0. 

Es zerfällt dann die Oberfläche zweiter Ordnung in zwei Ebenen. 
A-ber auch diesen Fall kann man der Gleichungsform (1) unterordnen. 
Itt der That: es seien A und B irgend zwei Gerade der Ebene «, die 
sich in einem Punkt c schneiden, welcher zugleich in der Ebene ß 
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liegt^ und C sei irgend eine Gerade in /3, die aber nicht durch c geht, 

so stellt die Gleichung 

xAIiCx = 

eine in diese beiden Ebenen a und ß zerfallende Oberfläche zweiter 
Ordnung dar. Diese Form aber ordnet sich der Form (1) unter, wenn 
man w = setzt. Es ist also die Form (1) die ganz allgemeine Form 
der stereometrischen Gleichung zweiten Grades. 

§2. 

Geometrisohe Deutung der Btereometrisohen Gleichung zweiten 

Grades. 

Wenn das Produkt xAIi . . . A,,B„ nicht Null ist, so stellt das- 
selbe einen Punkt in B^ dar, den wir p^ nennen wollen. Eben so 
39 stellt dann das f Produkt xÄB . . : A^B^ für jeden Index r, von 
bis n, einen Punkt dar, der p^ heissen soll. Dann folgt sogleich 

Diese Gleichung drückt aus, dass der Punkt p^ in der Geraden B^ 
liegt' und in der durch p^_j^ und A^ gelegten Ebene. Das letztere 
lässt sich auch so ausdrücken, dass die Gerade 2^r-iPr ^^® Gerade A^ 
schneidet. Es bilden also die Punkte x, /), i>i, . . . 2\ ®i"® offene Figur, 
welche mit dem Punkte x beginnt, deren Ecken 2?, . . . p„ in den Ge- 
raden B, . , . B^ liegen und deren Seiten .r;^, pp^, . . . 2\t-iPn ^^^ ^^^^ 
Geraden A^ . . , A^ gesqhnitten werden. Und wenn der Anfangspunkt x 
dieser offenen Figur gegeben ist, so ist ihr Endpunkt 2^n genau be- 
stimmt und stellt das Produkt xAB . . . A„B„ dar; immer unter der 
Voraussetzung, dass das Produkt nicht Null ist. Ist hingegen zwar 
das Produkt xAB . , . A^_^B^_i ungleich Null, aber xAB . , . A^B^ 
gleich Null, das heisst 2\-iA^B^ = 0y so liegt 2\-i entweder in A^ 
oder B^ liegt in der durch })^_^ und A^ gelegten Ebene. In beiden 
Fällen hat jeder Punkt p^ der Geraden B^ die Eigenschaft, dass die 
Gerade p^^tPr ^i® Gerade A^ schneidet; das heisst: Der Endpunkt 2^r 
einer offenen Figur, deren Anfangspunkt x ist, deren Ecken i?, . . . jt^ 
in den Geraden i^, . . . B^ liegen und deren Seiten von den Geraden 
Aj . . . A^ geschnitten werden, ist in diesem Falle innerhalb der Ge- 
raden B^ ganz willkürlich. Dasselbe gilt dann aber offenbar für die 
. Ecke 2\ der ganzen offenen Figur Xy 2h Pu - -y Pn- Also: 

Das Produkt xAB . . . A^B„ wird jedesfnal durch eine offene 
Figur Xj p^p^j ... /?„, dercti Ecken, />,... p„ in den Geraden By . . . B^ 
liegen und deren Seiten xp, ... 2^n-iPn ^^^ ^^^ Geraden A, ... A^ 
geschnitten werden y in der Art dargestellt , dass, wenn jenes Produkt 
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nicht Null ist, die Eclce p^ genau hestimmt und jenem Produkte Jcon- 
ffrucfü ist; dass hingegen, wenn jenes Produkt NuU ist, die Ecke p^ 
willkürlich in B^ angenommen iverden kann. 

Betrachtet man nun die Gleichung zweiten Grades 

(1) xAB ... A„BJJx = Ol 

so sieht man, dass sie, wenn xAB . . . A^B^ nicht Null ist, ausdrückt, 
dass p^Cx = ist, das heisst, dass sich durch p^ und x eine Gerade 
legen lässt, welche die Gerade C schneidet; das heisst, es sind dann 
in der geschlossenen Figur x, p, . . . l)„, a: alle Ecken, ausser x, in den 
Geraden B, . . . B„ beweglich, und die Seiten xp, . . . Pn^iPnj Pn^ 
werden von den Geraden A, . . . A^, 6' geschnitten. 

Ist aber das Produkt xAB . . . A^B^ = 0, so wird auch jedesmal 
das ganze Produkt zu Null, und also wird die Gleichung (1) befrie- 
digt. In diesem Falle kann nun p^ in B^ willkürlich angenommen 40 
werden. Legt man durch x und C eine Gerade, welche die Gerade B^ 
triflTt, und setzt den Punkt, in welchem sie dieselbe trifft, p^, so ge- 
nügt die geschlossene Figur x, p, ... ;;„, x auch in diesem Falle der 
oben ausgesprochenen Bedingung. Also haben wir den Satz: 

Wenn sich eine veränderliche geradlinige Figur (x^p^p^^, . . .p^, x) im 
Räume so bewegt, dass alle Seiten (xp, pp^, - - - Pn-iPnJ Pn'-^) ^^^ festen 
(reraden (A, A^, ... A^, C) getroffen werden und alle Eckefi (p, Pi, .. .p„), 
ausser einer (x), in festen Geraden (B, B^, ... B^) liegen, so beschreibt 
diese eine Ecke (x) eine Oberfläche zweiter Ordnung; und zwar eine 
geradlinige, deren Gleichung 

xAB ... ABCx = 

tt n 

ist. 

Dass die Oberfläche eine geradlinige, das heisst eine solche ist, 

auf welcher sich gerade Linien ziehen lassen, folgt unmittelbar aus 

der Gleichung, da derselben zum Beispiel durch jeden Punkt x der 

Geraden A Genüge geschieht. Die besonderen Fälle, namentlich auch 

der, wo die Oberfläche zweiter Ordnung unbestimmt wird, sollen in 

den folgenden Paragraphen abgehandelt werden. 

§ :5. 

Projektivisohe Deutung der Gleichung zweiten Grades. 

Man nehme an, dass in der Gleichung (1) keine der konstanten 
Geraden die vorhergehende oder nachfolgende Gerade schneide, und 
betrachte unter dieser Voraussetzung das Produkt xAB . . . A^B^C, 
welches wir der Kürze wegen auch mit xH bezeichnen und in welchem 
X zunächst frei im Räume beweglich angenommen wird. Dann stellt. 
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wenn x nicht in A liegt, xA eine Ebene des durch die Axe A ge- 
legten Ebenenbüschels dar, xAJi den jener Ebene entsprechenden 
Punkt der Geraden B, welche mit jenem Ebenenbüschel perspektivisch 
ist, xABA^ die entsprechende Ebene eines Ebenenbüschels, der mit 
jenen beiden Gebilden perspektivisch ist, und so fort; xR endlich die 
entsprechende Ebene eines Ebenenbüschels, welcher mit allen früheren 
Gebilden, namentlich auch mit dem Ebenenbüschel xA, projektivisch 
ist: so nämlich, dass xli und xA entsprechende Ebenen dieser Büschel 
sind. Dann sagt die Gleichung (1), die jetzt in der Form xRx = 
sich zeigt, aus, dass die der Ebene xA entsprechende Ebene xR durch 
den Punkt x geht, das heisst, dass x in der Durchschnittslinie der 
41 beiden Ebenen liegt. Also ist f jede Durchschnittslinie zweier ent- 
sprechender Ebenen jener beiden Büschel eine Linie der durch die 
Gleichung xRx = dargestellten Oberfläche, und da auch alle Punkte 
X der Geraden A in zwei entsprechenden Ebenen liegen, so besteht 
die Oberfläche aus der Gesamtheit jener Linien. Also: ' 

Die Durclischniüslinien der etitsprecJietiden Ebenefn zweier prqjekiivi- 
scher Ebejienbü^cJiel hüden eine (geradlinige) Oberflädie zweiter Ordnung. 



§4. 
Reduktion der Gleichung zweiten Grades auf die einfachsten Formen. 

Wenn zuerst in der Gleichung (1) irgend zwei aufeinander folgende 
feste Gerade, zum Beispiel A^ und B^, sich schneiden, so kann man, nach 
den Gesetzen der stereometrischen Multiplikation (§ 3 { hier S. 159 f. } ), 
statt derselben eine Ebene und einen Punkt setzen; nämlich die Ebene, 
in welcher die Geraden liegen, und den Punkt, in welchem sie sich 
schneiden. Ist a^ jene Ebene und a^ dieser Punkt, so verwandelt sich 
die Gleichung (1) in 

xAB . . . A^_^B^_y^a^ . a^A^_^^B^^^ . . . A^B^Cx = 0, 

wo der zwischengesetzte Punkt die beiden Faktoren nullter Stufe 
scheidet. Statt des ersten dieser beiden Faktoren kann man auch 
x(a^B^_^A^_i . . . BA) schreiben. 

Ist nun entweder a^B^_y^A^_^ ... BA oder ^'y-^l^+i ^^r+i ••• ^n^n^ 
Null, so genügt jeder beliebige Punkt x der obigen Gleichung. Die 
durch sie dargestellte Oberfläche zweiter Ordnung ist also gänzlich 
unbestimmt; der Punkt x ist keiner seine Lage beschränkenden Glei- 
chung unterworfen. Die einfachste Form der Gleichimg (1), welche 
den Punkt x ganz unbestimmt lässt, ist 

(a) xAx = 0, 
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Sind die beiden Produkte a^B^_iA^_i . . . BA und a^A^^^B^^^ . . . A^B^C 
ungleich Null, so stellt jedes derselben eine Ebene dar. Ist a die eine 
und ß die andere dieser Ebenen, so verwandelt sich die Gleichung in 

xa . ßx = 0, 

welche in einfachster Form die in zwei Ebenen a und ß zerfallende 
Oberfläche zweiter Ordnung darstellt und welche jedesmal hervorgeht, 
sobald die Gleichung (1) zwei aufeinander folgende Geraden enthält, 
die in derselben Ebene liegen, und nicht jeder Punkt jener Gleichung 
genügt. Zieht man von einem Punkte r, der in a und ß zugleich 
liegt, zwei Gerade in a, etwa ca und r&, und zieht in ß irgend eine 
Gerade C, die nicht durch c geht, so lässt f sich die Gleichung auch 42 
in der Form 

(b) xca(cb)Cx = 

darstellen. Wenn in dieser Gleichung auch die Gerade C durch den 
Punkt c geht, so stellt sie wieder eine unbestimmte Oberfläche dar. 

Ich nehme jetzt an, dass von den Geraden A, B, . , , A^y B^, C 
keine zwei aufeinander folgende in einer und derselben Ebene liegen. 
In diesem Falle ist, wie wir oben zeigten, die durch die Gleichung (1) 
dargestellte Oberfläche der Durchschnitt zweier projektivischer Ebenen- 
büschel mit den Axen A und C; und zwar geht jede Ebene des 
letzteren Büschels aus der entsprechenden des ersteren durch fort- 
schreitende Multiplikation mit B, A^y B^, , . , A^^ B^, C hervor. 

Nun wird bekanntlich bei Ebenenbüscheln (erster Stufe), wie bei 
punktirten Geraden, durch drei Paare entsprechender Elemente zu 
jedem vierten Elemente des einen Gebildes das entsprechende des 
andern, also hier das ganze Durchschnittsgebilde bestimmt. Dies führt 
zu einer Reduktion der Gleichung (1). 

Angenommen zuerst, es liegen die Axen A und C nicht in einer 
und derselben Ebene, so lege man durch A drei verschiedene Ebenen 
^1-4, x^Ay x^A. Dann sind, werm JB noch immer die Reihe der 
Faktoren A, B, . . , A^, B^, ü bezeichnet, die drei entsprechenden 
Ebenen: x^Iiy x^Ii, x^li. Die letzteren Ebenen gehen durch die Gerade 
^y und da A und C nicht in einer und derselben Ebene liegen, so 
tonnen die entsprechenden Ebenen x^A und x^R, x^A und x^li, x^A 
und x^R nicht zusammenfallen. Die Durchschnittslinien dieser drei 
l^aare entsprechender Ebenen seien G^y 6?,, Gj, so schneiden diese 
'Irei Geraden jede der beiden Geraden A und (7, und keine zwei jener 
Jfei Geraden können in einer und derselben Ebene liegen, weil sonst 
auch A und C in einer Ebene liegen müssten; gegen die Annahme. 

Jetzt lege man durch die drei Geraden 6r^, G^, G^ eine beliebige, 
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aber von A und C verschiedene Gerade B\ welche jeiie Geraden be- 
ziehlich in den Punkten g^^ g^, g^ schneiden mag^ so lässt sich leicht 
zeigen^ dass die Oberflächen 

(1) xRx = 

und 

(c) xABXx = 

dieselbe Oberfläche darstellen. Denn die Ebenen x^A und x^R ent- 
halten beide die Gerade G^, also auch den Punkt g^\^ sie sind also, da 
43 die Gerade f B' mit A und mit C keinen Punkt gemein hat, also 
auch g^ weder in A noch in C liegt, beziehlich mit g^A und g^C kon- 
gruent. Setzt man auch in den Ausdrücken xA und xAB'C, durch 
deren gegenseitigen Durchschnitt die Oberfläche (c) entsteht, statt x 
den Punkt g^, so wird xA^i^g^^A und xAB'CyZJig^AB'C^i.-g^C, da 
g^ in B' liegt. Dasselbe gilt, wenn man g^ oder g^ statt //^ setzt. 
Also sind die drei Ebenenpaare g^^A und g^Cy g^A und g^Cy g^A und 
g^C Paare entsprechender Ebenen sowohl in den Ebenenbüscheln, 
welche die Oberfläche (1), als {auch} in denen, welche die Ober- 
fläche (c) erzeugen, mithin sind beide Oberflächen identisch. 

Es hat sich also ergeben, dass sich jedesmal, wenn von den Ge- 
raden Aj By ... A^y B^y C keine die nächstfolgende und auch die 
letzte nicht die erste schneidet, die Reihe der Geraden in der Gleichung 
(1) auf drei Gerade Ay B\ C zurückführen lässt, deren keine zwei in 
einer und derselben Ebene liegen. Die durch die Gleichung (1) dar- 
gestellte Oberfläche besteht dann aus der gesamten Linienschaar, welche 
die drei Geraden Ay B\ C schneiden. 

Es mögen ferner die Geraden A und C einen Punkt g gemein 
haben, ohne aber zusammenzufallen. Dann haben alle Ebenen beider 
Büschel, also auch deren Durchschnittslinien, den Punkt g gemein; 
folglich ist dann die Oberfläche ein Kegel mit der Spitze g und zwar, 
vermöge des allgemeinen Satzes, ein Kegel zweiter Ordnung. Dieser 
Kegel wird durch die Spitze und einen nicht durch die Spitze gehenden 
Schnitt bestimmt. Legt man nun eine Ebene a, die nicht durch die 
Spitze des Kegels geht, durch die beiden projekti vischen Ebeuenbüschel 
hindurch, so entstehen in dieser Ebene a zwei projekti vische ebene 
Strahlenbüschel, deren gegenseitiger Durchschnitt der Kegelschnitt ist, 
in welchem der Kegel von der Ebene « geschnitten wird. Es seien a 
und c die Punkte, in welchen die Axen A und C die Ebene « schneiden, 
und es sei die planinietrische Gleichung des Kegelschnitts: 

xaDcFcx = 0, 

so ist, wie man leicht sieht, die Gleichung des Kegels: 
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{ xgaD{gc)F{gc)x = 

(d) - oder 

l xADEFCx = 0, 

wenn man ge^ E setzt. 

Es zeigt sich also, dass jeder Kegel, dessen Spitze g ist, durch 
eine Gleichung von der Form (1) mit fünf Geraden sich darstellen 
lässt, von denen die erste und die letzte durch den Punkt g gehen, 
wie auch umgekehrt, dass jede Gleichung von dieser Form einen Kegel 
darstellt. In besonderen f Fallen kann der vorher betrachtete Kegel- 44 
schnitt in zwei gerade Linien zerfallen; dann zerfallt der Kegel in 
zwei Ebenen, und die Anzahl der Geraden lässt sich dann auf drei 
reduciren, wie wir es oben sahen. 

Endlich werde der letzte Fall betrachtet, wo die beiden Axen A 
and C zusammenfallen. Dann nimmt die Gleichung (1) die Form 

xAB . . . A^BAx = 

an. Man sieht sogleich, dass wenn dieser Gleichung irgend ein ausser- 
halb der Geraden A liegender Punkt x genügt, auch jeder in der 
Ebene xA liegende Punkt ihr genugthun muss. Wir haben also nur 
die sämtlichen Punkte x einer Geraden, die mit A nicht in einer und 
derselben Ebene liegt, zum Beispiel {der Geraden} B^y zu suchen, 
welche der obigen Gleichung genügen. Liegt aber x in B^, so ist 
xAB . . . A^B^Ax E^ xAB . . . A„x . B^Ai wie sich aus den Gesetzen 

n ff n n / 

der stereometrischen Multiplikation (§ 4 {hier S. 150}) ergiebt. Da 
aber B^ und A nicht in einer und derselben Ebene liegen, also ihr 
Produkt B^A nicht Null ist, so darf man diesen Faktor nullter Stufe 
ganz weglassen und erhält 

xAB . . . B„_^A^x = 0. 

Diese Gleichung stellt eine Oberfläche snceifer Ordnung dar. Die 
Punkte, welche dieselbe mit B^ gemein hat, sind die gesuchten Punkte, 
und die Ebenen, welche diese Punkte mit A verbinden, bilden die 
durch die gegebene Gleichung (1) dargestellte Oberfläche. Nun können 
aber vier verschiedene Fälle vorkommen. Entweder die Gerade J8„ liegt 
ganz in der zu Hülfe genommenen Oberfläche, oder sie hat zwei 
Punkte mit ihr gemein oder einen oder keinen. Im ersten Falle ge- 
nügt jeder Punkt x der Gleichung (1); im zweiten Falle zerfällt die 
Oberfläche (1) in die Ebenen, welche durch A und die beiden Diirch- 
schnittspunkte gelegt sind; im dritten Falle fallen die beiden Ebenen 
zusammen; im vierten Falle endlich genügt kein ausserhalb der Axe A 
Hegender Punkt der Gleichung (1). Die Oberfläche besteht dann aus 
einer isolirten Geraden. 

Graitmann, Werke. II. 12 
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Nur der letzte Fall zeigt sich hier als ein neuer. Wir können 
diesen Fall durch die Gleichung xA = ausdrücken. Aber diese 
Gleichung ist keine stereometrische. Es lässt sich der Fall durch eine 
stereometrische Gleichung von der Form 

xADEFAx = 

ausdrücken^ wenn hier nämlich die Gerade F so angenommen wird, 
dass sie mit der durch die Gleichung xADEx = dargestellten Ober- 
45 fläche keinen f Punkt gemein hat. Aber auf weniger als fünf gerad- 
linige Faktoren lässt sich die Gleichung in diesem Fall nicht bringen, 
da xADAx = eine Gleichung ist, welcher durch jeden Punkt x 
genügt wird. 

§5. 

Die Gtesamtheit der durch die Btereometrisohe Gleichung zweiten 
Grades darstellbaren Oberflächen nebst ihren normalen Gleichungen. 

Die stereometrische Gleichung zweiten Grades stellte, wenn sie 
nicht den veränderlichen Punkt x ganz unbestimmt liess, stets eine 
geradlinige Oberfläche dar. Wir haben nun im vorigen Paragraph 
gesehen, dass sich folgende fünf Gattungen geradliniger Oberflächen 
zweiter Ordnung durch stereometrische Gleichungen zweiten Grades 
darstellen lassen: 

1) Die hyperbolische geradlinige Fläclie zweiter Ordnung, das heisst 
das einschalige Hyperboloid und das hyperbolisdie Paraboloid, 

2) der Verein zweier verschiedener Ebenen^ 

3) der Verein zweier zusammenfallender Ebenen. 

In diesen drei Fällen liess sich die stereometrische Gleichung auf 

die Form 

xABCx = 

bringen. Diese Form stellt die erste Fläche dar, wenn von den drei 
Geraden A, B, C keine zwei in einer und derselben Ebene liegen; die 
zweite Fläche, wenn zwei jener Geraden sich schneiden und die dritte 
Gerade weder in der Ebene der beiden ersteren liegt, noch durch ihren 
Durchschnittspunkt geht; die dritte Fläche endlich, wenn die drei Ge- 
raden A, J8, C in einer und derselben Ebene liegen, aber nicht durch 
einen und denselben Punkt gehen. 

4) Der Kegel zweiter Ordnung, 

5) die isolirte Gerade. 

In diesen zwei Fällen liess sich die stereometrische Gleichung auf 

die Form 

xABCDEx = 

bringen. Diese Form stellte den Kegel dar, wenn A und E sich 
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schneiden und weder eine der vier Geraden A^ B, C, D die nächst 
folgende Gerade schneidet, noch auch jeder Punkt der Ebene a, in 
welcher A und JE? liegen, der Gleichung genügt. Der letzt erwähnte 
Fall tritt, wie man leicht sieht, dann und nur dann ein, wenn die 
Gerade C so liegt, dass sie die Gerade aB{aD) schneidet. Endlich 
stellte diese Form die isolirte Gerade dar, wenn A und E zusammen- 
fallen und die Gerade D die Oberfläche, welche durch die Gleichung 
xABCx = dargestellt wird, gar nicht trifft. 

Die aufgestellten fünf Gattungen geradliniger Flächen zweiten 46 
Grades haben die Eigenthümlichkeit, 4ass jede Fläche, welche einer 
dieser Gattungen angehört, sich aus jeder Fläche derselben Gattung, 
aber aus keiner Fläche einer andern durch EoUineation ableiten lässt. 
Daraus folgt, dass, wenn sich eine dieser Flächen durch eine stereome- 
trische Gleichung zweiten Grades darstellen lässt, auch jede andere 
Fläche derselben Gattung auf gleiche Weise dargestellt werden kann, 
indem man nur statt der geraden Linien, welche in der Gleichung 
jener Fläche vorkommen, die geraden Linien desjenigen kollinearen 
Systems setzen darf, in welchem statt der ersteren Fläche die zweite 
als jener entsprechend sich zeigt. Da nun jene fünf Gattungen die 
geradlinigen Flächen zweiter Ordnung vollständig umfassen, so folgt 
Nachstehendes: 

Jede geradlinige Fläche zweiter Ordnung lässt sich durch eine stereo- 
märische Gleichung zweiten Grades darstellen; wie auch umgekehrt jede 
Gleichung der letzteren Art eine Fläche der ersteren Art darstellt 

Stettin, im Juli 1852. 
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47 Die stereometrisclieii Gleichungen dritten Grades 
nnd die dadnrch erzengten Oberfläclien. 



Von 

Prof. H. Orassmann, 

am Oymnmsio zu Btettin. 



Grelles Journal Bd. 49, Heft I, S. 47—66 (1865). 



§ 1. 
Die versoliiecLenen Formen der stereometrisohen Gleichungen 

dritten Grades. 

Eine stereometrische Gleichung, welche in Bezug auf den ver- 
änderlichen Punkt X vom driäen Grade ist, hat die Form eines gleich 
Null gesetzten Produkts nullter Stufe, welches den Punkt x dreimal als 
Faktor enthält. 

In diesem Produkte lässt sich nach den in der Abhandlung IX 
(Stereometr. Multiplikation § 5 { hier S. 152 } ) entwickelten Gesetzen 
der stereometrischen Multiplikation jeder beliebige Faktor auf die 
letzte Stelle schaflPen; und zwar so, dass er von keiner Klammer 
mehr umschlossen wird; also lässt sich namentlich auch einer der drei 
Faktoren x auf die letzte Stelle bringen. Dann nimmt das Produkt 
die Form ABRx an, in welcher A und B Produkte sind, die den 
Punkt X nur einmal als Faktor enthalten, und wo R eine Iteihe kon- 
stanter Faktoren ist, welche fortschreitend verknüpft werden sollen. 

Bezeichnet man durch R die umgekehrte Reihe von Faktoren, so 
kann man, nach den am angeführten Orte entwickelten Gesetzen der 
stereometrischen Multiplikation, statt des VroAwVis A Büx auch AB^xR") 
setzen, und das Produkt besteht nun aus drei Faktoren, deren jeder 
den Punkt x einmal als Faktor enthält. 
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Da das Produkt von nullter Stufe sein soll^ so muss die Summe 
der drei Stufenzahlen der Faktoren durch vier theilbar sein; und da 
jede Stufenzahl grösser als Null und kleiner als vier ist^ so kann die 
Summe derselben nur entweder vier oder acht sein. Im ersten Falle 
sind die Stufenzahlen 1, 1, 2, im zweiten 3, 3, 2. In beiden Fällen 
ist einer der drei variablen Faktoren von zweiter Stufe. Dieser Faktor 
zweiter Stufe kann entweder ein Produkt zweier Punkte oder ein Pro- 
dukt zweier Ebenen sein; und zwar muss von den Faktoren des Pro- 
dukts^ da dasselbe x nur einmal enthält^ der eine konstant^ der andere 
variabel sein. 

Bringt man den konstanten Faktor auf die letzte Stelle des f Pro- 48 
duktS; so erhält man folgende vier Schemata: 

1111, 1133, 33 11, 33 3 3, 

wo in jedem Schema die drei ersten ZiflFem der Reihe nach die Stufen- 
zahlen der drei variablen Faktoren, wie sie bei der letzten Umgestaltung 
hervorgingen, bezeichnen, während die letzte ZiflFer die Stufenzahl des 
konstanten Faktors ist. Es ergeben sich demnach folgende vier Glei- 
chungsformen : 

prsa = Oy 2>r<ya = 0, Sypsa = 0, (öQöa = 0, 

wo Pj r, s variable Punkte, oJ, p, 6 variable Ebenen sind, a ein kon- 
stanter Punkt, a eine konstante Ebene ist, und wo jedes der variablen 
Elemente ein Produkt ist, welches x nur einmal und zwar verbunden 
mit einer Reihe fester Elemente enthält. 

Nun habe ich gezeigt (siehe Abh. X § 3 { hier S. 161 } ), dass man, 
wenn x mit einer Reihe fester Elemente multiplicirt ist und das Pro- 
dukt einen Punkt oder eine Ebene giebt, statt jener Reihe entweder 
eine Reihe abwechselnder fester Punkte und Ebenen, die mit einem 
Punkt beginnt und mit einer Ebene schliesst, oder eine Reihe fester 
Gferaden setzen kann; und zwar in dem Sinne, dass die substituirte 
Reihe bei jedem beliebigen x dasselbe Produkt giebt wie die ursprüng- 
liche. Die Reihe der festen Geraden, mit dem Punkte x fortschreitend 
verbunden, giebt eine Ebene oder einen Punkt, je nachdem die Anzahl 
der Geraden ungerade oder gerade ist; wohingegen die Reihe der ab- 
wechselnden Punkte und Ebenen, da sie mit einem Punkt beginnt und 
mit einer Ebene schliesst, stets wieder einen Punkt als Produkt liefert. 
Ist nun SR (oder Stj oder 9lj) eine Reihe fester Elemente, deren Stufen- 
zahlen eine durch vier theilbare Summe haben, und zwar entweder 
eine Reihe abwechselnder Punkte und Ebenen, die mit einem Punkte 
beginnt und mit einer Ebene schliesst, oder eine Reihe gerader Linien, 
deren Anzahl gerade ist, und bedeutet xSR, dass das Element x fort- 
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schreiteud mit den Elementen der Reihe 9{ multiplicirt werden sca 
80 lässt sich jede der Grössen |), r, s in der Form a;SR darstellen xxzm 
jede der Grössen o5^ q, 6 in der Form x^A^ wo A eine Gerade :■ 
und daher auch 9i eine Reihe von Geraden bezeichnet. Setzt man 

p^x^j rE^rcSRi, s^^SRj, 

oS^X^Ay Q'=:X^y^A^y Ö^X^A^j 

so ergeben sich die vier Gleichungsformen 

(1) x^{x%){x%)a = 0, 

(2) x'SiAix'Si^A;) {x%A^)a=^ 0, 

(3) X SR (rcSRi) {x%A;) a = 0, 

(4) x'SiA {x%A;) {x%) a = 0. 

49 Hierbei muss man wohl merken, dass die Reihen 9i, 91^, SR^, da 

die Stufenzahlen ihrer Faktoren jedesmal eine durch vier theilbare 
Summe geben, die Stufenzahl der Grösse, mit der sie verbunden sind 
unverändert lassen; dass sie femer überall, wo zu ihnen keine fest^ 
Gerade mehr hinzutritt, sowohl Reihen abwechselnder fester Punkt« 
und Ebenen als auch Reihen fester Geraden darstellen können; dass 
sie hingegen, wo noch eine feste Gerade hinzutritt, jedesmal Reiher 
fester Geraden darstellen sollen. Die beiden ersten Gleichungen, ir 
Worte gefasst, geben folgende Sätze: 

1. Wenn ein Punkt x Anfangspunkt dreier oflFener Figuren isi 
und die Ebene, welche die Endecken derselben verbindet, durch einer 
festen Punkt (a) geht, während in jeder oflFenen Figur entweder die 
Seiten durch feste Punkte gehen und die Ecken in festen Ebener 
liegen oder aber die Seiten und Ecken von festen Geraden getroflfer 
werden, so beschreibt der Anfangspunkt x eine Oberfläche dritter Ordnung 

2. Wenn ein Punkt x Anfangspunkt dreier oflFener Figuren ist 
deren drei Endseiten sich in einem und demselben Punkte einer fester 
Ebene (a) begegnen, und alle Sacken imd Seiten der drei offener 
Figuren von festen Geraden getroffen werden, so beschreibt der An 
fangspunkt x eine Oberflädie dritter Ordnung, 

Bestehen insbesondere die Reihen in Formel (1) nur aus je einen 
Punkt und einer Ebene, in Formel (2) aus je zwei Geraden, so erhall 
man folgende Specialsätze: 

Wenn die Grundfläche eines veränderlichen Tetraeders und die ar 
der Spitze liegenden Kanten desselben durch feste Punkte gehoi, wä/irenc 
die Ecken der Grundfläche in festen Ebenen liegen , so beschreibt dii 
Spitze des Tetraeders eine Oberfläche dritter Ordnung, 

Wenn von den beiden Spitzen einer dreiseitigen Doppelpyramidi 
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die eine in einer festen Ebene liegt, wäJirend die an den Spitzen liegenden 
Kanten sowie die Ecken der gemeinschaftlichen Grundfläche van festen 
Geraden getroffen tverden, so beschreibt die andere Spitze eine Ober- 
fläche dritter Ordnung, 

Da wir die vier aufgestellten Gleichungsformen auf die beiden 
ersten reduciren werden, so ist es nicht nöthig, auch die beiden un- 
symmetrischeren Gleichungsformen (3) und (4) in Worte zu fassen. 

§ 2. w 

Bedaktdon der vier Gleichungsformen auf die ersten beiden Formen. 

Bezeichnet man in der Gleichung (3) die Gerade x^{x^^ mit Y' 
und den Punkt x^ mit r, so nimmt die Gleichung die Form an: 

T{rÄ;) a = 0. 

In dem Produkte Y{rA^a kann man (siehe Stereom. Mult. § 5 
jhier S. 151)), da es von nullter Stufe ist und aus drei Faktoren be- 
steht, die letzten beiden in Klammem schliessen und erhält: 

= Y{rÄ^a). 

Nun sei a der Punkt, in welchem die Gerade A^ die Ebene a schneidet, 

und Oj irgend ein von a verschiedener Punkt in Ä^, also A^ "ET- a^a. 

Dann wird 

rA^a ^ra^aa. 

Da der Faktor a in a liegt, so kann man (siehe Stereom. Mult. § 4 
(hier S. 150)) diese beiden Faktoren vertauschen und erhält 

rA^a rTz ra^aa^ 
also: 

= Y(ra^aa). 

Hier lässt sich wieder a, als letzter Faktor, aus der Elammer heraus- 
locken, und man erhält: 

= Y(ra^a)a. 

Da endlich ra^cc einen Punkt darstellt, welcher aus x durch Multipli- 
kation mit einer Reihe fester Elemente hervorgegangen ist, so kann 
man ihn in der Form x^„ darstellen. Substituirt man dies und setzt 
zugleich statt Y seinen Werth, so erhält man die Gleichungsform (1). 
In der Gleichung (4) wollen wir 

x^ ^^p, xSHj ^ 2hy ^^i ^= Pi 
setzen; dann giebt dieselbe: 

pA{p^Ai)p^a = 0, 
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♦ Es wird hier zu unterscheiden sein, ob sich die Geraden Ä und A^ 
schneiden oder nicht. 

Angenommen zuerst, sie schneiden sich nicht, so drückt pÄ(piAi) 
die Durchschnittslinie der beiden Ebenen pÄ und p^Äj^ aus, die ich 
mit Y bezeichnen will, so dass 

Ye^^pA(piA^) und Yp^a = 

ist. Es genügt, zwei Punkte dieser Geraden Y zu kennen. 

Es ist klar, dass der Punkt pAA^, das heisst der Punkt, in wel- 
61 chem die Ebene pA die Gerade A^ f schneidet, sowohl in der Ebene 
pA als auch in ^-4^ liegt, also auch in der Durchschnittslinie Y 
beider Ebenen. Dasselbe gilt von dem Punkte Py^A^A. Beide Punkte 
sind, da der eine in J.^, der andere in A liegt und A und A^ keinen 
Punkt gemein haben, von einander verschieden; also ist Y ihrem Pro- 
dukte kongruent, mithin 

Setzt man diesen Werth in die Gleichung Yp^a = und giebt dann 
dem pAA^y was einen Punkt darstellt, die Form x^i und dem p^A^A 
die Form rcSR^, so erhält man: 

was die Form (1) ist. 

Angenommen, zweitens, A und A^ schneiden sich in einem Punkte c. 
Dann sei A ^ c&, A^ ~~. cb^, und man erhält 

pch(^p^cb^p^a = 0, 

Das VroA\\ki pch{p^ch^ stellt die Durchschnittskante der beiden Ebenen 

pch und p^c\ dar, also eine durch c gehende Linie. Sie werde gleich 

sc gesetzt, also 

sc ^pcb(p^cbi), scp^a = 0. 

Es sei nun a irgend eine konstante Ebene, die jedoch nicht durch 
c geht, so lassen sich, da dann ca nicht Null ist, zu dem Produkte 
nuUter Stufe scp^a noch die Faktoren c und a hinzufügen; also wird 

scp^a ^^ scp^a . ca. 

Hier kann man in dem Produkt der vier Punkte scp^a die beiden 

ersten und die beiden letzten Faktoren zusammen schliessen, indem man 

(sc)(p^a) schreibt. Tritt nun hier noch der Faktor c hinzu, so liegt 

derselbe in dem ersten Faktor sc; folglich kann man (siehe Stereom. Mult. 

§ 4 {hier S. 150}) c mit dem zweiten Faktor p^a zusammenschliessen 

und erhält 

scp^a . sc(p2ac)tty 



\ 
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alsO; indem man statt sc seinen Werth setzt: 

=pcb(p^cbj) (p^ac)a, 

welche Gleichung die Form (2) hat. Demnach haben wir alle stereo- 
metrischen Gleichungen dritten Grades auf die Formen (1) und (2) reducirt. 

§ 3. 62 

Lineale Konstruktion der Oberflächen dritter Ordnung. 

Die durch stereometrische Gleichungen dritten Grades dai^estellten 
Oberflächen lassen sich lineal kofistruiren; das heisst, es lässt sich 
mittels des einzigen Postulates „Drei Punkte durch eine Ebene zu 
Terbinden" jeder Punkt einer solchen Oberfläche konstruiren. 

In der That, sei in der Formel (1) das Produkt 

(a) xm{x%){x%)E^q> 
gesetzt, so verwandelt sich die Formel (1) in 

(b) (pa = 0. 

Setzt man noch die Punkte x'SR^ ^^i} ^^i beziehlich p, p^, p^, so 
wandelt sich die Kongruenz (a) in pPiP^ ~~ (f- Multiplicirt man die- 
selbe auf beiden Seiten mit p, so erhält man, da pPiP^P = ist, 
0==|)9, das heisst = x^tp. Es ergiebt sich auf die Weise: 

(c) = xSR^ = x^^q) = icSRg^. 

Diese Gleichungen lassen sich (siehe Stereom. Mult. § 5 {hier S. 152)) 
umkehren, und mau erhält: 

wenn nämlich 911', 9t/, 31^' die durch Umkehrung aus 91, Si^, Sig her- 
vorgehenden Faktorenreihen sind. 

Diese Gleichungen führen nun unmittelbar zu der gesuchten Kon- 
struktion. 

In der That, sei (p eine beliebige durch den Punkt a gelegte 
Ebene, und es seien die Ebenen 9)91', ^^i, fp^^ konstruirt, so ist der 
Durchschnittspunkt dieser drei Ebenen oder, falls sie mehrere Punkte 
gemein haben, jeder den drei Ebenen gemeinschaftliche Punkt .;; ein 
Punkt der Oberfläche dritter Ordnung. In der That: ist x den drei 
Ebenen gemein, so genügt x den Gleichungen (d), also auch den um- 
gekehrten (c), und mithin liegen die Punkte p, p^^ p^ in 9; das heisst, 
^enn nicht p .p^ . p^ Null ist, so ist 9 PPiP^- Man erhält also, da 
9 durch a geht, in allen Fällen: 

pPiP^a = 
aas heisst 

x^{x%)(xm^)a = 0', 
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das heisst: x ist ein Punkt der Oberfläche. Jeder durch a gelegten 
Ebene entspricht also, wenn 9 91'. 9 9li'. 9 SR/- nicht Null ist, ein hc- 
stimmter, lineal konstniirbarer Punkt der Oberfläche, und wenn jenes 
Produkt Null wird, so entspricht der Ebene 9 die Gesamtheit der in 
63 einer Geraden (der Durchschnittslinie der f drei Ebenen) liegenden 
Punkte, oder, falls die drei Ebenen zusammenfallen, entsprechen ihr die 
sämtlichen Punkte dieser Ebene, und jene Gerade oder diese Ebene 
liegen dann ganz in der Oberfläche. 

Umgekehrt giebt es zu jedem Punkte x der Oberfläche mindestens 
eine Ebene 9, aus welcher er sich lineal konstruiren lässt. Denn ver- 
möge der Gleichung der Oberfläche pPiP^d = lässt sich stets für 
jedes X, was dieser Gleichung genügt, durch die Punkte p, Pi, P2, o. 
mindestens eine Ebene legen. Wird dieselbe mit 9 bezeichnet, so sind 
pq)y p^(p, p^ff gleich Null, also auch ^SR'a:, ^St^'a:, ^SR/iC; das heisst: 
der Punkt x wird aus der angenommenen Hülfsebene 9 konstniirt. 

Hierdurch ist also die lineale Konstniirbarkeit der Oberfläche 
dritter Ordnung völlig dargethan. 

Man betrachte die Gleichung (2) 

(2) x^Ä {x%AJ {x%A^) « = 0, 

und es sei 

I x^A ^ üJ, x^^A^ EEl oTj, x^2^ - ^» 

(a) I und 

Dann verwandelt sich die Gleichung (2) in 

(b) ya = 0. 

Multiplicirt man die Kongruenz (a) auf beiden Seiten nach und nach 
mit oX, cü^j (S^f so ergiebt sich: 

= ioy = V)^y = (Dgt/, das heisst 

= x^Ay ='x^^Aiy= x^^^Vf 

also auch umgekehrt: 

= yA^'x = yA^^^x = yA^^^'Xy 

wo wiederum 5R', SR/, SR^' aus SR, SR^, SRj durch Umkehrung hervorgehen. 
Es sei also y ein beliebiger Punkt in der Ebene a, und die 
Ebenen yJ.SR', y-^^SR/, yA^^i^' seien konstruirt, so ist jeder Punkt x, 
welcher in diesen drei Ebenen liegt, ein Punkt der durch die Glei- 
chung (2) dargestellten Oberfläche. Umgekehrt: wenn x ein Punkt 
jener Oberfläche ist, so ist für ein solches x das Produkt i^GS^ü)^a = 0, 
Es haben also die vier Ebenen CT, ST^, ST^, « mindestens einen Punkt 
gemein. Derselbe sei t/; dann sind VSy, cSr^i/, ^^V gleich Null, also 



(c) 
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auch yA^'x, yA^^^'x, yA^^^"x sind Null, das heisst x liegt in den 
drei Ebenen y-4SR', t/^i5R/, yA^^^', ^^^^ Vstsni sich jeder Punkt x 
der Oberfläche aus einem Punkt y der Ebene a auf die angegebene 
Weise lineal konstruiren; und umgekehrt liefert jeder in der Ebene a 54 
liegende Punkt y mittels der angegebenen Konstruktion einen Punkt 
der Oberfläche. 

Es ist also die lineale Konstruirbarkeit aller durch stereometrische 
Gleichungen dritten Grades dargestellten Oberflächen nachgewiesen und 
die Konstruktion angegeben. 

§4. 

FrojektiyiBOhe Beziehuiig zwischen Ebenen und räumlichen 

StrahlenbÜBCheln. ' 

Bei den stereometrischen Gleichungen zweiten Grades liess sich 
alles auf die fortschreitende Multiplikation mit einer Reihe von Ge- 
raden zurückführen. Es traten daher nur punktirte Gerade und Ebenen- 
büschel erster Stufe, überhaupt nur Gebilde erster Stufe hervor. Bei 
der stereometrischen Gleichung dritten Grades tritt zum ersten Male 
der veränderliche Punkt mit einer Reihe von Punkten und Ebenen so 
in Verbindung, dass Gebilde zweiter Stufe sich ergeben. 

Verfolgt man fortschreitend das Produkt xaabß . . ., so stellt xa 
einen räumlichen Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkt a dar, xaa 
eine punktirte Ebene, welche mit jenem Strahlenbüschel perspektivisch 
ist, xaab einen nlumlichen Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkt 6, 
welcher mit dem ersten Strahlenbüschel perspektivisch ist, indem die 
punktirte Ebene a ihren perspektivischen Durchschnitt darstellt; xaabß 
ist eine punktirte Ebene, welche mit der punktirten Ebene a perspek- 
tivisch und mit xa projektivisch ist. So wird man überhaupt je zwei 
dieser Gebilde (räumliche Strahlenbüschel und punktirte Ebenen) zu 
einander projektivisch nennen können, wenn man eins aus dem andern 
durch Multiplikation mit einer Reihe abwechselnder fester Punkte und 
Ebenen ableiten kann. Doch setzen wir stets voraus, dass keins der 
aufeinander folgenden festen Elemente mit einem Nachbarelemente 
vereinigt liegen darf (also der Punkt nicht in der vorhergehenden oder 
folgenden Ebene). Es leuchtet ein, dass diese Beziehung gegenseitig 
ist; 80 zum Beispiel, wenn aus xa das Gebilde xaabßc r=^ yc abgeleitet 
ist, 80 geht das ursprüngliche Gebilde durch die rück^ngige Kombi- 
nation hervor, nämlich xa Zz= ycßhaa. Analytisch betrachtet beruht 
die Gegenseitigkeit auf dem Gesetze, dass ABFB AB ist, wenn die 
Stufenzahlen von F und B zusammen vier betragen und diese beiden 
^ieiaente nicht vereinigt liegen. Aus diesem Gesetze nämlich, welches 
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früher (Stereom. Mult. § 4 {hier S. 150}) nachgewiesen wurde, folgt 
sogleich durch wiederholte Anwendung: 

ABB^ . . . B^FB^ ... B^B ^=: ABj 

66 wenn die Stufenzahlen je zweier aufeinander folgender Faktoren 
5, 5j, . . . 5,^, F zusammen vier betragen. Hierin liegt dann un- 
mittelbar die Gegenseitigkeit der Projektivitat. 

Betrachtet man nun zwei projektivische punktirte Ebenen, so ist 
klar, dass dreien Punkten der einen Ebene, welche in gerader Linie 
liegen, auch drei in gerader Linie liegende Punkte der andern ent- 
sprechen. Denn dreien in gerader Linie liegenden Punkten einer 
Ebene werden in dem perspektivischen Strahlenbüschel drei in einer 
imd derselben Ebene liegende Strahlen entsprechen und diesen wiederum 
in der mit jedem Strahlenbüschel perspektivischen Ebene drei in ge- 
rader Linie liegende Punkte; und so fort. Es sind also die projekti- 
vischen Ebenen zugleich einander koUinear. Sind daher vier Punkte 
in der einen Ebene, von denen jedoch keine drei in gerader Linie 
liegen, vier derselben Bedingung unterworfenen Punkten der andern 
entsprechend, so ist dadurch nothwendig zu jedem fünften Punkte der 
einen Ebene der entsprechende der andern bestimmt. 

Der Beweis dafür, dass man auch in der That vier beliebige 
Punkte in einer Ebene (von denen jedoch keine drei in gerader Linie 
liegen) vier solchen in einer andern projektivisch entsprechend setzen 
könne, ergiebt sich aus der Lösung der Aufgabe: Vier beliebige Punkte 
einer Ebene a (von denen keine drei in gerader Linie liegen) aus vier 
beliebigen (derselben Bedingung unterworfenen) Punkten einer andern 
Ebene «^ durch Multiplikation mit einer Reihe abwechselnder fester 
Punkte und Ebenen abzuleiten. 

Es seien a, &, c, d die vier Punkte in a und a^, &i, q, d^ die 
in «j. Verbindet man zwei entsprechende Punkte a und a^ durch 
eine Gerade und nimmt in ihr einen beliebigen Punkt k^ an, der jedoch 
nicht mit a^ zusammenfallt, legt dann durch a eine beliebige Ebene ctj, 
die jedoch nicht mit a zusammenfällt, und multiplicirt die Punkte 
a^, &!, Cj, rf| fortschreitend mit \ und «,, so erhält man vier Punkte 
^29 ^2) ^\y ^hy ^^^^ denen a^ mit a zusammenfällt. Jetzt ziehe man 
die Geraden ah und cd und nenne ihren Durchschnittspunkt e, ziehe 
dann die entsprechenden Geraden a^h^ und (\d^ und nenne ihren Durch- 
schnittspunkt eg. Da nun ah und a^h^ sich in a schneiden, also in 
einer imd derselben Ebene liegen, so werden auch die Geraden 6Ä, 
und ee^ sich schneiden. Ihr Durchschnittspunkt sei A'j. Jetzt lege 
man durch ah eine beliebige Ebene «j, welche jedoch nicht mit a 
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zusammenfallt, und multipHcire die Punkte a^, b^^ ^27^ ^2? ^^ ^'^^ 
schreitend mit k^ und «3, so erhält man fünf Punkte Oj, fcg, ^3, rfj, ^3^ 
von denen drei in gerader Linie f liegende, nämlich Oj, fcj, e^, mit 56 
den entsprechenden Punkten a, b, e zusammenfallen und von denen 
auch die Punkte c^, ri,, e^ in gerader Linie liegen, weil die ent- 
sprechenden ^2, ^2» ^i ^^ gerader Linie lagen. Nun ziehe man endlich 
die Geraden cc^, dd^. Dieselben werden sich, da sich die Geraden cde 
und TjdjCj in dem Punkte e -^ e^ schneiden, gleichfalls schneiden 
müssen; ihr Durchschnitt sei A*^. Multiplicirt man nun die Punkte 
^jKj ^3; ^3 fortschreitend mit k^ und a, so fallen die so hervor- 
gehenden vier Punkte mit a, fc, c, d zusammen. Also ist 

a, b, Cj d («1, 6i, c^y d^) k^a^k^a^k^a. 
Es lässt sich sagen, dass nach dieser Formel die Punkte a, b, c, d 
aus a^, fej, Cj, d^ durch dreimalige Projektion hervorgehen, indem die 
Punkte zuerst durch den Punkt ig *^ ^^^ Ebene «j projicirt sind, 
dann die so hervorgegangenen Projektionen durch den Punkt k^ auf 
die Ebene «3, und dass diese Projektionen schliesslich durch k^ auf a 
projicirt sind. Dann ergeben sich aus der vorstehenden Auflösung 
und durch Reciprocität folgende Sätze: 

1. Vier beliebige Punkte einer Ebene, von denen keine drei in 
gerader Linie liegen, lassen sich aus beliebigen vier derselben Be- 
dingung unterworfenen Punkten einer andern Ebene durch dreimalige 
Projektion ableiten. 

2. Wenn insbesondere ein Punkt der einen Gruppe mit dem ent- 
sprechenden der andern zusammenfällt, so lassen sich die Punkte der 
einen Gruppe aus denen der andern durch zweimalige Projektion ableiten. 

3. Wenn endlich zwei der ersten vier Punkte mit zweien ent- 
sprechenden der andern zusammenfallen und die geraden Linien, welche 
die beiden übrig bleibenden Punkte jeder Gruppe verbinden, sich 
schneiden, so lassen sich die einen vier Punkte aus den andern durch 
^nmalige Projektion ableiten. 

4. Vier beliebige, durchweinen Punkt gehende Ebenen, von denen 
keine drei dieselbe Kante gemein haben, lassen sich aus beliebigen 
vier, derselben Bedingung unterworfenen Ebenen durch dreimalige 
Projektion ableiten [wobei ich den Ausdruck Projektion auch auf die 
reciproke Ableitungsweise übertrage]. 

5. Wenn dabei ein Paar entsprechender Ebenen zusammenfällt, 
so lassen sich die einen aus den andern durch zweimalige Projektion 
»Weiten. 

6. Wenn dabei zwei Paare entsprechender Ebenen zusammenfallen 
^Dd die Durchschnittskanten, in welchen sich die beiden übrig bleibenden 
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Ebenen jeder Gruppe sclineiden, in einem Punkte sich begegnen, so 
lassen sich die einen vier Ebenen aus den andern durch einmalige Pro- 
jektion ableiten. 
57 7. In zwei Ebenen, welche projektivisch sein sollen, lassen sich 

beliebige vier Punkte der einen beliebigen vier Punkten der andern, 
vorausgesetzt, dass keine drei Punkte einer Gruppe in gerader Linie 
liegen, entsprechend setzen. Dann aber ist zu jedem fünften Punkte 
der einen Ebene der entsprechende der andern bestimmt. Dasselbe 
gilt, wenn man statt der vier Punkte in beiden Ebenen vier Gerade 
setzt, von welchen keine drei durch denselben Punkt gehen. 

9. Bei zwei Punkten, welche die Mittelpunkte von projektivischen 
räumlichen Strahlenbüscheln werden sollen, lassen sich beliebige vier 
durch den einen Punkt gehende Ebenen, von denen keine drei eine 
und dieselbe Kante gemein haben, beliebigen vier derselben Bedingung 
unterworfenen Ebenen, die durch den andern Punkt gehen, entsprechend 
setzen; dann aber ist zu jeder fünften Ebene des einen Büschels die 
entsprechende des andern bestimmt. Dasselbe gilt, wenn man statt 
der vier Ebenen durch jeden der beiden Punkte vier Strahlen setzt, 
von denen keine drei in einer und derselben Ebene liegen. 

9. Zwei projektivische punktirte Ebenen lassen sich stets durch 
dreimalige Projektion aus einander ableiten. Haben sie insbesondere 
einen selbstentsprechenden Punkt, so lassen sie sich durch zweimalige 
Projektion aus einander ableiten; und wenn in der Durchschnittslinie 
der beiden Ebenen drei selbstentsprechende Punkte liegen, durch ein- 
malige Projektion. 

10. Umgekehrt: Wenn sich zwei projektivische Ebenen aus ein- 
ander durch einmalige Projektion ableiten lassen, so ist in der Durch- 
schnittslinie beider Ebenen jeder Punkt ein selbstentsprechender. Wenn 
sie sich durch zweimalige Projektion ableiten lassen, so haben sie 
einen selbstentsprechenden Punkt (nämlich den Punkt, welchen die 
beiden Ebenen mit der Projektionsebene gemein haben). 

11. Zwei projektivische {räumliche} Strahlenbüschel lassen sich stets 
durch dreimalige Projektion aus einander ableiten. Haben sie insbesondere 
eine selbstentsprechende Ebene, so lassen sie sich durch zweimalige 
Projektion aus einander ableiten, und, wenn durch die Verbindungslinie 
der beiden Mittelpunkte drei selbstentsprechende Ebenen gehen, durch 
einmalige Projektion. 

12. Umgekehrt: Wenn sich zwei projektivische { räumliche } Strahlen- 
büschel aus einander durch einmalige Projektion ableiten lassen, so ist 
jede durch die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte gehende Ebene eine 
selbstentsprechende. Wenn sie sich durch zweimalige Projektion aus 
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einander ableiten lassen, so haben sie eine selbstentsprechende Ebene 
(nämlich die Ebene , welche durch die beiden Mittelpunkte und den 
Projektionspunkt geht). 

Noch ergeben sich leicht die folgenden Sätze, welche zur Ver- 68 
anschaulichung der projektivischen Beziehungen nothwendig sind. 

13. In je zwei projektivischen Ebenen (a und a^) giebt es min- 
destens ein Paar entsprechender Geraden, welche sich schneiden. (Es 
giebt deren im allgemeinen mehrere; und zwar bilden in jeder Ebene 
die Geraden, die von den entsprechenden Geraden getrofiFen werden, die 
Tangenten eines Kegelschnitts.) 

Beweis: Denn es lassen sich beide nach dem Satze Nr. 9 durch 
dreimalige Projektion aus einander ableiten. Legt man nun durch die 
drei Projektionspunkte eine Ebene a^, welche die Ebenen a und ^^ 
beziehlich in A und A^ schneidet, so sind A und A^ entsprechende 
Geraden. Denn die fortschreitenden Projektionen der Geraden A^ 
bleiben stets in der Ebene a^] also liegt auch die der Geraden A^ ent- 
sprechende in dieser Ebene, mithin im Durchschnitt von a^ und a, das 
heisst, ist identisch mit A, 

14. Wenn sich zwei projektivische Ebenen (a und Oj) durch zwei- 
indige Projektion aus einander ableiten lassen, so giebt es eine Gerade 
von der Art, dass alle durch sie gelegte Ebenen die beiden Ebenen 
« and 0^ in entsprechenden Geraden schneiden; und zwar ist jene 
Gerade die Verbindungslinie der beiden Projektionspunkte. 

15. Wenn sich zwei projektivische Ebenen durch einmalige Pro- 
jektion aus einander ableiten lassen, so schneiden sich je zwei ent- 
^rechende Geraden beider Ebenen; und die Ebenen, welche zWei ent- 
sprechende Geraden verbinden, gehen alle durch denselben Punkt, 
nämlich durch den Projektionspunkt. 

Und ebenso reciprok: 

16. Je zwei projektivische {räumliche} Strahleubüschel haben 
Diindestens ein Paar entsprechender Strahlen, welche sich schneiden. 

17. Wenn sich xwei projektivische {räumliche} Strahleubüschel 
durch zweimalige Projektion aus einander ableiten lassen, so giebt es 
ßine Gerade, deren sämtliche Punkte Vereinigungspunkte entsprechender 
Strahlen sind; und zwar ist diese Gerade die Durchschnittslinie der 
'meiden Projektionsebenen. 

18. Wenn sich zwei projektivische {räumliche} Strahlenbüschel 
durch einmalige Projektion aus einander ableiten lassen, so begegnen 
sich je zwei entsprechende Strahlen in der Projektionsebene. 

Die aufgestellten Beziehungen werden für die projektivische Deu- 
tung der Gleichungen dritten Grades genügen. Da diese Beziehungen, 
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so viel ich weiss, bisher nirgends im Zusammenhange dargestellt 
sind, so glaubte ich, der Deutlichkeit wegen, sie hier zusammenstellei 
zu müssen. 

59 § 5. 

Die Oberfläche dritter Ordnung als Dnrohschnitt dreier 

projektivischer Büschel. 

Nimmt man an, dass x in der Gleichung dritten Grades stets niii 
einer Reihe abwechselnder fester Punkte und Ebenen multiplicirt sei 
so erhält man eine Gleichung von der Form 

(1) a;SR(a:3ii)(a:SRa)a = 0, 

wo SR, SRj, SRg Reiten abwechselnder fester Punkte und Ebenen sind 

Wir haben gezeigt, dass jeder Punkt o?, welcher dieser Gleichung 
genügt, sich mittels einer durch den Punkt a gelegten Hülfsebene ^ 
als Durchschnitt der drei Ebenen 9>9i', 9>9ii', ^>^^ konstruiren lässt 
indem nämlich 91', SR/, SRg' durch Umkehrung der Reihen SR, 9ij, 9i. 
hervorgehen. Femer wurde gezeigt, dass, wie auch die Hülfsebene ^ 
durch den Punkt a gelegt werden mag, stets der Durchnittspunkt jenei 
drei Ebenen oder allgemeiner jeder den drei Ebenen gemeinsame Punki 
{der Gleichung) (1) genügt. Nun stellt die Gesamtheit der durch der 
Pimkt a gehenden Ebenen 9 einen Ebenenbüschel zweiter Stufe {darj 
und ihre Durchschnittslinien stellen einen räumlichen Strahlenbüsche 
dar. Aus diesem Ebenenbüschel geht das System der Ebenen 97 SR 
durch fortschreitende Multiplikation mit einer Reihe abwechselnde] 
fester Ebenen und Punkte, also durch fortschreitende Projektion hervoi 
Das hervorgehende Gebilde ist ein Ebenenbüschel zweiter Stufe, au: 
welchem also (nach dem vorhergehenden Paragraph) der ursprüngliche 
Ebenenbüschel wiederum durch Projektion abgeleitet werden kann 
Die Beziehung ist also eine gegenseitige, das heisst: beide Büschel sin( 
zu einander projektivisch. Demnach sind die drei Ebenenbüschel 9)9t' 
g?SRi', gjSij' dem Ebenenbüschel g?a projektivisch, also auch unterein 
ander, und wir haben folgenden Satz: 

Der Durchschnitt dreier projektivisciwr Ebenenbüschel zweiter Stuf^ 
ist eine Oberfläche dritter Ordnung. 

Oder, anders ausgedrückt: 

Die gesamten Durclischnütspunhte je dreier entsprecliender Ebenen dreie 
projektivisdier StraMenbüscJiel bilden eine Oberfläche dritter Ordnnni^ 

Sucht man, umgekehrt, wenn drei projektivische Ebenenbüsche 
zweiter Stufe gegeben sind, die möglichst einfache Gleichung ihrej 
Durchschnitts, so kann man auf den Satz zurückgehen, dass zwe 
solche Büschel sich stets durch dreimalige Projektion aus einande] 



Oberfläche 3. Ord. als Durchschnitt dreier projekt. Büschel. 193 

ableiten lassen. Es seien a, a^^ a^ die f Mittelpunkte der drei Ebenen^ 60 
büschel und ip^ (p^, (p^ entsprechende Ebenen derselben. Da sich nun 
ans einem Ebenenbüschel (9) jeder damit projektivische Büschel (9^^ (p^) 
durch dreimalige Projektion^ also durch fortschreitende Multiplikation 
mit drei Paaren von Ebenen und Punkten ableiten lässt, so folgt; dass 
sich 9j und (p^ in den folgenden Formen ausdrücken lassen: 

Also wenn x der Durchschnitt der drei entsprechenden Ebenen 9), 9^, ip^ 
ist; so ist 

X = g>g>i<Pi = q>{q>Ycßhaa^ i!PYi<h.ßA^<h)' 

Ist X der Durchschnitt der drei Ebenen 9), 97^^ ip^ oder allgemeiner 
(auch wenn die drei Ebenen eine Kante gemein haben oder zusammen- 
fallen) ein Punkt; der in allen dreien zugleich liegt; so hat man: 

0= q>Xj = (p^x = q>ycßhaa^Xy = q>^x = 9>ytOißihiCCia2X 

oder umgekehrt: 

X(p = 0, xa^abßcyg) = 0, X(^thiißi(^iyiV = 0, 

also, da die drei Punkte x, xa^abßcyy xa^cc^b^ß^c^y^ in 9? liegen: 

9? ^ x(xa^abßcy) {^(^cc^b^ß^c^y^). 

Die Ebene 9) geht aber durch Uy also hat man 

= q>a = xixa^abßcy) {xa^a^b^ß^Cy^y^ a. 

Dies ist die gesuchte Gleichung, durch welche der Durchschnitt dreier 
projektivischer Ebenenbüschel dargestellt ist. 

Wenn insbesondere zwei der projektivischen Ebenenbüschel durch 
zweimalige Projektion aus einander sich ableiten lassen, das heisst, 
wenn sie eine selbstentsprechende Ebene haben, so reducirt sich nach 
der soeben gegebenen Entwicklung die Gleichung auf die Form 

= x{xa^abß) (iPCfjÄi&iÄCiyja. 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass die Durchschnittslinie der 

•Ebenen a und ß auf der durch die Gleichung dargestellten Oberfläche 

^tter Ordnung liegt. In der That, ist x irgend ein Punkt dieser 

^Urchschnittslinie, das heisst, liegt x in a und in ß, so ist xa^a^x, 

^Iso xa^abß" 1 xbß^=:X. Mithin geben die beiden ersten Faktoren 

^l>iger Gleichung denselben Punkt x, folglich ist ihr Produkt gleich 

''^till, also auch das ganze Produkt. Somit ist x, also jeder Punkt 

^^n aß, ein Punkt der Oberfläche, das heisst: die Gerade aß f liegt 61 

^^Ibst auf der Oberfläche. Die Ebenen a und ß sind mm diejenigen 

^tfcenen, mittels deren die beiden ersten Ebenenbüschel (9? und tp^ 

^Vi8 einander durch Projektion abgeleitet werden konnten. Die Durch- 

OrasBinann, Werke, n. 13 
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Schnittslinie dieser beiden Ebenen hat nach dem Satze Nr. 17 (im 
vorigen Paragraph) die Eigenschaft, dass in jedem Punkte derselben 
zwei entsprechende Strahlen der beiden Büschel sich begegnen, weshalb 
sie die KoUineationsaxe dieser Büschel genannt werden kann. 

Haben insbesondere je zwei der drei projektivischen Büschel, 
welche die Oberfläche erzeugen, eine selbstentsprechende Ebene, so ist 
klar, dass die drei KoUineationsazen, die zu je zweien jener Büschel 
gehören, in der Oberfläche liegen. Fallen endlich diese drei selbst- 
entsprechenden Ebenen zusammen, das heisst, fallen in der Ebene d, 
welche die drei Mittelpunkte der Büschel verbindet, drei entsprechende 
Ebenen zusammen, so liegt jeder Punkt jener Ebene d in drei ent- 
sprechenden Ebenen und ist also ein Punkt der Durchschnittsfläche; 
das heisst: die Durchschnittsfläche zerfällt in die Ebene 8 und in eine 
Fläche zweiter Ordnung. In dieser Fläche zweiter Ordnung müssen 
aber die drei Kollineationsazen liegen, folglich ist die dadurch erzeugte 
Fläche zweiter Ordnung gleichfalls eine geradlinige. 

Für die drei EoUineationsaxen ergiebt sich leicht, dass, wenn zwei 
derselben in einem Punkt zusammentrefi^n, auch die dritte durch diesen 
Punkt gehen muss. Denn treffen zwei Kollineationsazen, zum Beispiel 
die zwischen dem ersten und zweiten und die zwischen dem zweiten 
und dritten Büschel, in einem Punkte zusammen, so begegnen sich in 
diesem Punkte drei entsprechende Strahlen jener drei Büschel, also 
auch zwei entsprechende Strahlen des ersten und dritten Büschels; das 
heisst: die Eollineationsaze zwischen dem ersten und dritten Büschel 
muss gleichfalls durch diesen Punkt gehen. Hieraus nun folgt, dass 
die Kollineationsazen entweder durch einen und denselben Punkt gehen 
oder sich überhaupt nicht treffen. Im ersteren Falle ist die durch sie 
gelegte Fläche zweiter Ordnung ein Kegel, im zweiten ein einfaches 
Hyperboloid oder, wenn die drei Kollineationsazen mit einer und der- 
selben Ebene parallel sind, ein hyperbolisches Paraboloid. 

In beiden Fällen wird die Fläche zweiter Ordnung durch jene drei 
Axen bestimmt. Sind ^ jB, (7 die drei Azen und wird angenommen, 
sie treffen nicht in demselben Punkte zusammen, so ist dje Gleichunf^ 
des gesamten Durchschnitts der drei Büschel: 

xd . xABCx = 0, 
und in Worten ausgedrückt: 
62 Wen,n in der Verbindungsebene der Mittelpunkte dreier projektivischer 

Büschel drei entsprecJiende Ebenen zusammenfallen, so zerfällt die Durch 
Schnittsfläche der drei BüscJid in jene Verbindungsebene und in eim 
durch die drei Kdttineationsa/jcen gehende Fläche zweiter Ordnung, 

Wir stellen nun noch die Aufgabe: „Die Oberfläche dritter Ordnung, 
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welche durch drei gegebene Punkte und durch vier gegebene gerade 
Linien geht^ als Durchschnitt dreier projektivischer Büschel zu kon- 
struiren." 

Die Bedingung, dass eine Oberfläche durch eine gerade Linie gehen 
(das heisst: diese ganz in jener liegen) soll, ist identisch mit der Be- 
dingung, dass vier in gerader Linie liegende Punkte auf der Oberfläche 
liegen sollen. Die Bedingung also, dass sie durch vier gerade Linien 
gehen soll, drückt aus, dass sie sechzehn Punkte enthalten soll, die zu 
je vieren auf vier geraden Linien liegen. Diese sechszehn Punkte, mit 
den drei ursprtogUch gegebenen, liefern eine Anzahl von neunzehn 
Punkten, welche zur Bestimmung einer Oberfläche dritter Ordnung im 
allgemeinen ausreichen. Es wird also die Oberfläche durch jene drei 
Punkte und vier Gerade im allgemeinen bestimmt werden. Es seien 
a, Ol, ttj die drei Punkte, J., JB, C, D die vier Geraden. Durch jene 
drei Punkte und diese vier Geraden lege man die zwölf Ebenen, «o 
bilden diese drei Büschel mit den Mittelpunkten a^ a^, a^^ indem jeder 
Büschel vier Ebenen enthält. 

Wir nehmen an, dass die gegebenen sieben Elemente nicht eine 
solche besondere Lage haben, dass sich durch irgend einen der drei 
Punkte eine Gerade ziehen lasse, welche drei der gegebenen Geraden 
schnitte. Dies angenommen, folgt, dass von den vier Ebenen eines 
jeden Büschels keine drei sich in einer und derselben geraden Linie 
schneiden, weil sonst diese gerade Linie, gegen die Annahme, durch 
den Mittelpunkt dieses Büschels gehen und die drei Geraden, durch 
welche die drei Ebenen gelegt wären, schneiden würde. Man kann 
daher (nach § 4, Nr. 8) die drei Büschel zu einander projektivisch 
setzen, wobei sich die entsprechenden Ebenen beliebig wählen lassen. 
Wir setzen aA, a^Aj a^A einander entsprechend; und so überhaupt 
diejenigen jener zwölf Ebenen, welche jedesmal in einer der vier Ge- 
raden Ay By C, D zusammentreffen. Die Durchschnittsfläche dieser 
drei Ebenenbüschel wird dann durch eine Gleichung von der Form 

ausgedrückt, wo die Reihen SR^, SR^ beziehlich mit a^ und a^ beginnen. 
Diese Gleichung lässt sich, da die vier Faktoren Punkte sind, auch 

xa{x%) (a;9fi,) = 

sehreiben. Es ist {noch} zu zeigen, dass die durch sie dargestellte 63 

Durchschnittsfläche die sieben gegebenen Elemente enthält. 

Ist zuerst x :^ a, so wird xa = 0; ist x i- a^ oder a^, so wird 

^x^Sj oder a:SRj = 0, also wird in allen drei Fällen der Gleichung ge- 

li^, das heisst, die Fläche enthält die Punkte a, a^, a^. Femer, in 

13* 
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der Geraden ^, da sie in drei entsprechenden Ebenen liegt, ist jeder 
Punkt dreien entsprechenden Ebenen gemein, also ein Punkt der Durch- 
schnittsfläche, folglich geht diese auch durch die Gerade A und ebenso 
durch Bf C, D, Mithin ist die Aufgabe vollständig gelöset. 

§6. 

Deutung jeder stereometriBOhen Gleiehuug dritten Grades durch 

Projektivität. 

In dem yorhergehenden Paragraph wurde nur die Gleichungsform 
(1) und von ihr wiederum nur der Fall betrachtet, wo die in der 
Gleichung vorkommenden Reihen (SR, SRj, SR,) von Paktoren aus ab- 
wechselnden Punkten und Ebenen bestehen. Es bleiben also noch die 
Fälle zu berücksichtigen, wo eine oder mehrere der Reihen nur aus 
Geraden bestehen. In der zweiten Gleichungsform bestehen, wie wir 
oben sahen, alle drei Reihen aus Geraden. Die Gleichung (1) war: 

(1) a;SR(a;SRi)(icSR,)a = 0. 

Es wurde gezeigt, dass sich jeder Punkt x^ der dieser Gleichung 
genügt, als Durchschnitt dreier Ebenen ansehen lässt; mittels eines 
durch a gelegten Ebenenbüschels zweiter Stufe. Wenn nämlich tp eine 
beliebige Ebene dieses Büschels ist und SR', SR^', SR,' die durch Umkehr 
aus SR, SRi, SR, hervorgehenden Reihen sind, so genügt der Durchschnitt 
der drei Ebenen 9 SR', 9 SR/, 9 SR,' der obigen Gleichung, und die Ge- 
samtheit dieser Durchschnitte bildet die durch die Gleichung (1) dar- 
gestellte Oberfläche. Die Ebene 9 SR' geht nun aus 9 durch fort- 
schreitende Projektion hervor, und die ganze Schaar der Ebenen ^Si' 
bildet einen Ebenenbüschel; und zwar entweder einen Ebenenbüschel 
zweiter Stufe oder erster Stufe, je nachdem SR' aus einer Reihe ab- 
wechselnder Ebenen und Punkte oder aus einer Reihe von Geraden 
besteht. Im ersten Falle ist der letzte Punkt jener Reihe SR' der 
Mittelpunkt des Ebenenbüschels zweiter Stufe; im zweiten Falle ist 
die letzte Gerade jener Reihe SR' die Axe des Ebenenbüschels erster 
Stufe. In beiden Fällen ist der Ebenenbüschel g?SR' durch Projektion 
aus dem Ebenenbüschel zweiter Stufe tp abgeleitet. Im ersten Falle 
64 liess sich rückwärts aus dem letzteren Büschel 9 f wieder der erste 
durch Projektion ableiten. Im zweiten Falle ist dies nicht möglich, 
da man durch fortschreitende Projektion eines Ebenenbüschels erster 
Stufe immer nur höchstens zu Gebilden erster Stufe gelangen kann. 
Die Projektivität ist also in diesem Falle nicht gegenseitig. Dasselbe 
gilt nun von den Ebenenbüscheln fp^, 9» SR,'. 

Nach diesen Vorbemerkungen lassen sich die vier aus der Formel (I) 
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fliessenden Sätze der Projektivität unmittelbar aussprechen, wobei wir, 
der Vollständigkeit wegen, auch noch den früher entwickelten Satz 
hinzufügen: 

1. Der Durchschnitt dreier einander projektivischer Ebenenbüschel 
zweiter Stufe ist eine Oberfläche dritter Ordnung, 

2. Der Durchschnitt zweier Ebenenbüschel zweiter Stufe und eines 
Ebenenbüschels erster Stufe, von denen die ersten beiden untereinander 
projektivisch sind, der letzte aber aus ihnen durch Projektion ableitbar 
ist, bildet eine Oberfläche dritter Ordnung, 

3. Der Durchschnitt eines Ebenenbüschels zweiter Stufe und 
zweier aus ihm durch Projektivität ableitbarer Ebenenbüschel erster 
Stufe ist eine Oberfläche dritter Ordnung, 

4. Der Durchschnitt dreier aus einem Ebenenbüschel zweiter Stufe 
durch Projektion ableitbarer Ebenenbüschel erster Stufe ist eine Ober- 
fläche dritter Ordnung, 

Hierzu füge ich sogleich den aus der Formel (2) {S. 182} ableitbaren 
Satz, welcher sich aus ihr genau auf die entsprechende Weise ergiebt. 

5. Der Durchschnitt dreier aus einer punktirten Ebene durch Pro- 
jektion ableitbarer Ebenenbüschel erster Stufe ist eine Oberfläche dritter 
Ordnung. 

Endlich lassen sich alle diese Fälle in dem folgenden Satze zu- 
sammenfassen: 

6. Der Durchschnitt dreier aus einem Gebilde zweiter Stufe durch 
Projektion ableitbarer Ebenenbüschel ist eine Oberfläche dritter Ordnung, 

Zu der speciellen Diskussion der Sätze Nr. 2 bis 5 würde eine 
Entwickelung der projektivischen Beziehungen zwischen Gebilden zweiter 
und erster Stufe und zwischen Gebilden erster Stufe, die aus demselben 
Grebilde zweiter Stufe entspringen, nothwendig sein. Diese Beziehungen 
sind indessen von so eigenthümlicher Art, dass ihre auch nur noth- 
dürftige Entwickelung einen bedeutenden Umfang haben würde. Nur 
beispielsweise will ich hier eine der einfacheren Beziehungen ohne Be- 
weis aufstellen: 

„Aus einem beliebigen Verein von fünf verschiedenen Punkten 66 
(a, &, c, dy e) einer Ebene (a), von denen jedoch keine vier in gerader 
Linie liegen, lässt sich ein beliebiger Verein von fünf verschiedenen 
Punkten (a^, 6^, q, d^, e^) einer Geraden A^ durch fortschreitende 
Projektion ableiten; vorausgesetzt jedoch, dass keine vier Punkte des 
letzten Vereins mit den vier Strahlen projektivisch sind, welche von 
den vier entsprechenden Punkten des ersten Vereins nach dem fünften 
Punkte desselben gezogen werden. Alsdann ist zu jedem sechsten 
Punkt der Ebene der entsprechende Punkt der Geraden bestimmt. 



198 ^I- I^ie stereometr. Gl. dritten Gr. u. d. dadurch erzeugten Oberflächen. C. J. 49. 

Wenn hingegen vier Punkte der Geraden (zum Beispiel a^, b^, q, dj) 
mit den vier Strahlen (ae, be, ce, de) projektivisch sind, welche von 
den entsprechenden Punkten (a, 6, c, d) nach dem fünften Punkt (e) 
der Ebene gezogen sind, so hängt die projektivische Beziehung zwischen 
jener Geraden und dieser Ebene von dem durch fünf Punkte (a, 6, c, d, e) 
der Ebene gelegten Kegelschnitt in folgender Weise ab: Ist der von 
irgend einem sechsten Punkt (g) des Kegelschnitts nach den fünf 
Punkten (a, 6, c, d, e) gezogene Strahlenbüschel zu der gegebenen 
Geraden nicht projektivisch, so kann dieselbe aus jener Ebene nicht 
durch Projektion abgeleitet werden; findet dagegen jene Projektivitat 
statt, so ist die projektivische Beziehung zwischen der Ebene und der 
Geraden nicht bestimmt, sondern man kann dann zu jedem beliebigen 
sechsten Punkt (J) der Ebene, der jedoch nicht in dem Kegelschnitt 
liegt, den entsprechenden Punkt /i der Geraden noch willkürlich an- 
nehmen, sodass noch immer die Gerade aus der Ebene durch fort- 
schreitende Projektion erfolgt." 

Dieser Satz entspricht dem bekannten Satze, „dass man in zwei 
Geraden drei Paare von Punkten beliebig annehmen und dann die 
Geraden projektivisch setzen kann, so dass jene Punktenpaare ent- 
sprechende Elementenpaare werden". Und schon aus diesem Satze, 
welcher für die gegenseitige Beziehung dreier aus einem Gebilde zweiter 
Stufe ableitbaren Gebilde erster Stufe noch bei weitem zusammen- 
gesetzter sich gestaltet, sieht man, dass zu der weitem Behandlung des 
hier berührten Gegenstandes ein umfangreicherer Apparat nöthig ist; 
weshalb ich diesen Gegenstand für eine andere Gelegenheit vorbehalte. 

Stettin, im JuU 1852. 
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M. Caachy a commnnique ä rAcademie des Sciences^ le 10, 
17 et 24 janyier de Tannee pass^e, les principes d'un calcid fond^ sur 
des quantites qu'il nomine defs cUgebriques, (Voyez Comptes rendus 
XXXVI, {1853}, pages 70, 129, 161. Oeuvres completes, I. Serie, 
Bd. XI, Nr. 514, Bd. XII, Nr. 516, 517.) II a fait voir qu'ä Taide de 
ce calcnl, on peut resoudre avec une grande facilite des questions 
danalyse et de mecanique, dans lesquelles Tapplication des methodes 
ordinaires entrainerait de longs et penibles calculs. Ce n'est qne 
depnis quelques semaines que j'ai pu obtenir connaissance de ces Com- 
munications; mais au premier coup d'oeil je reconnus que les principes 
qui 7 sont etablis, et les resultats qui en ont ete tir^s, etaient absolu- 
raent les memes que ceux, que j'avais publies d^jä en 1844 (dans un 
ouvrage intitule „Ät^sdehnungslehre oder Wissenschaft der extensiven 
Grösse/^ Leipzig 1844) et dont j'avais donne en meme temps des 
applications nombreuses ä Fanalyse alg^brique, ä la geometrie, ä la 
mecanique et ä d'autres branches de la physique. Depuis la publication 
de cet ouvrage, je suis parvenu ä simplifier et ä generaliser les prin- 
cipes du calcul qui y est expos^, mais je m'etais propose d'en retarder 
la publication jusqu'au temps ou j aurais le loisir de remanier tout 
l'ouvrage. Cependant, en raison des articles cites, je me trouve force 
de publier ici quelques-uns des resultats obtenus, comme je vois que, 
dans ses clefs oigebriques, M. Cauchy a trouve en quelque sorte les 
cle£3^ non seulement pour entrer dans la theorie que j'ai publiee 

• 

jusqu'a preseut, mais encore pour ouvrir la porte ä plusieurs resultats 
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non encore publies. Ce qui en parait le plus important^ c'est 1( 
d^yeloppement des divers genres de multiplication, dont je me propos< 
de donner ici un aper^u. 

Larithmäique ne connait qu*un seul genre de multiplication, don 
la propri^te est que Ton puisse intervertir Tordre des facteurs, et reuni: 
en un produit particulier autant de facteurs que Ton voudra, sans qu< 
la valeur du produit total en soit alteree; et qui de plus ne s'evanoui 
pas, ä moins que Fun de ses facteurs ne devienne egal ä z6ro. C'es 
surtout dans la theorie des quantit^ dans Tespace, que j'ai nommee 
V^^ extensives y et traitees dans f Touvrage cite, que se presentent de 
genres de multiplication enti^rement differentes de celle de Tanaly» 
ordinaire, dont Tapplication neanmoins s^ötend, a peu pres, ä toute: 
les branches des mathematiques et de la physique. 



§ 1. 

Systdme d'uiiit^B relaüves. 

Pour fixer Tid^e generale de la multiplication dont il s'agit, j< 
commencerai par ^tablir les principes sur lesquels il parait convenabl 
de s'appuyer. 

Je dis que deux ou plusieurs quantit<^^ -4, JB, C, . . . ont entr eile 
une rdation (ügebrique, quand l'une ou Fautre d'entre elles est egale i 
un polynome dont les termes sont proportionnels aux autres, en sort 
que Fon ait, par exemple, 

oü /3, ^, . . . designent de simples nombres, soit rationnels ou irration 
nels, soit reels ou imaginaires, soit egaux ä zero ou non. Pour ei 
donner une idee palpable, concevons que les lettres Aj B designen 
des objets dififerents quelconques, par exemple, dififi^rentes esp^ces d 
plantes. Alors il est evident que la cbose representee par la lettre j 
ne saurait etre regardee comme le produit de la chose B par aucui 
facteur alg^brique; ou, pour en choisir un exemple qui soit plus con 
forme aux mathematiques, supposons que J. et JS designent des ligne 
donn^s en grandeur et en direction, et supposons que le produi 
d'une ligne par un facteur algebrique r^el, represente une ligne de l 
meme direction, mais dont la grandeur est ä celle de la ligne donn^ 
comme le facteur algebrique est ä Funite; supposons de plus que 1 
produit d'une ligne reelle par un facteur imaginaire, soit une lign 
imaginaire. Alors la ligne A ne pourra evidemment resulter d*un 
multiplication de la ligne B par un facteur algebrique, ä moins qu 
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les lignes ne soient paralleles entre elles. D'oü il r^sulte que les 

lignes Ä et B n'ont ancune relation algebrique entre elles. 

Gonsiderons maintenant n qnantit^ a, by Cy , . , qui n'ont aucune 

relation algebrique entre elles: alors il est Evident que Ton pent en 

deduire une infinite de quantites, en mnltipüant chacune d'elles par un 

facteur alg^riqne, et en ajoutant les produits ainsi obtenus. Nous 

appellerons uniie relative toute quantit^ que Ton se propose d'employer, 

pour en deduire d'autres quantit^s au moyen d'une multiplication par 

des facteurs algebriques^ tandis que nous reserrerons k Funite des 

nombres le nom d!unite' ahsolue. De meme nous appellerons Systeme 

iunites relatives tout assemblage de plusieurs quantites^ non liees 

entre elles par des relations algebriques^ mais destin^ pour en d^river 

par voie de multiplication et d'addition, toutes les quantit^ que f Ton 125 

yeut considerer. Enfin, nous designerons les quantit^s ainsi obtenues 

par le nom de qtumtit^ extensives , en sorte que, par exemple le 

polynöme 

aa -{' ßb -{' yc -^ ' - ' , 

oü Uj ßy yy . . , designent de simples nombres, et ay by Cy , . , un Systeme 
d'unit^ relatives, deviti etre regarde comme une quantite extensive; et 
nous dirons qu'elle est compos^ des unit& ay by Cy . . . au moyen des 
coefficients a, /J, y, . . . (Dans mon ouvrage cit^, j*ai designe les unitfe 
relatives par le nom „Crrundänderungen^'y et un Systeme d'unites rela- 
tives par le nom de „von einander unabhängige Grundänderungen'* [voir 
§ 16 {diese Ausgabe I, 1, S. 51 }]: denominations qui r^sultent du point 
de Yue particulier, sous lequel les quantite extensives y sont envisag^es.) 
II ne serait pas convenable d'employer Tepith^te compose pour 
designer les quantit^s extensives elles-memes, parcequ'il arrive sou- 
Tent que les quantites extensives sont des quantites aussi simples 
que les unites dont elles resultent. Par exemple, la diagonale d'un 
Parallelogramme peut etre regardee comme la somme des cotes qui 
partent du meme point, pourvu que Ton tienne compte de leur 
direction, aussi bien que de leur grandeur. Donc, si Ton regarde 
ces cotes comme des unites relatives, il est clair que la diagonale 
est compos^ de ces unites, sans qu*elle cesse pour celä d'etre une 
simple ligne. Nous remarquons ä cette occasion que Ton peut 
regarder trois lignes, ou quatre points quelconques dans Fespace, 
comme un Systeme d'unites relatives, et qu'on peut en composer toutes 
les lignes ou tous le points de Fespace, ä moins que les lignes ne 
soient paralleles h un meme plan et que les points ne soient situes 
^ns un m§me plan. (Voyez sur ce sujet mon ouvrage precedemment 
citÄ, oü je suis entr6 dans des d^tails; et en suivant, quant aux points. 
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les principes etablis par M. Moebius dans son calcul barycentriquc 
Quant ä la somme des lignes donn^es en grandeur et directioii; il es 
remarquable que plusieurs geom^tres ont con^u cette id^e presque ei 
meme temps et ind^pendamment les unes des autres.) 

§2. 
Multiplication des quantit^B extensives. 

ConsideroDS maintenant la multiplication des quantites extetisiva 
La maltiplication en general est caract^ris^e par la propriete^ que loi 
peut multiplier, chacun par chacun, les termes^ dont les faeteurs son 
compos^Sy ou sont censes composes, sans que la yaleur du produi 
total en soit alteree. II faut cependant en general tenir compte d< 
l'ordre^ dans lequel les multiplications sont effectuees successivement 
en Sorte que les termes, qui entrent dans chaque produit, j soien 
I26rang& dans le meme ordre, dans lequel les faeteurs qui les f renfer 
maient, etaient rang^s dans le produit donne. II est facile de voi 
que Ton pourrait deduire de cette idee generale toutes les lois de h 
multiplication des nombres, sans y ajouter aucune autre condition qu< 
Celle que 1 . 1 soit 6gsl ä 1: condition qui servira ä definir Funii 
absolue. II resulte aussi de Tidee generale , qu'ayant ä multiplier de 
quantites quelconques, affectees chacune d'un facteur algebrique, il seri 
permis de multiplier le produit de ces quantites par le produit de 
faeteurs alg^briques, ä moins que Ton n'intervertisse Tordre des facteur 
dans le premier des produits. II sera maintenant facile de defini 
pr^cisement la multiplication des quantites extensives. 

Definition. Multiplier des quantites extensives , c'est muUiplie 
cFabord dans le meme ordre, chacune par chacune, les unites dont le 
diverses quantites extensives sont composees: muUiplier ensuite ces produit 
chacun par le produit des coefficients dont les unites qui y entrent etaien 
affectees, et ajouter finaiement par voie d'addition les produits ainsi obtetius 

En d'autres termes: 

On multipliera les quantites extensives en suivant les regles de U 
multiplication algebrique, en ayant seulement soin que Vordre des facteur 
ne soit point altere'. Par exemple, le produit des quantites extensive 
aa -{' ßb et ya -{- dft, a, ß, y, ö designant des nombres, a et b de 
unites relatives, sera: 

(aa + ßb) (y« + 56) = ay . aa -]- ad , ab -^ ßy . ba -^ ßd . bb, 

D n'y aura donc qu'ä definir les produits des unites relatives. Oi 
con9oit que, si Ton n'admet aucune relation entre ces produits, i 
faudra regarder ces produits comme de nouvelles unites relatives, qu< 
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Tod poorrait appeller unites d'un degr^ snp^rieur, par ezemple du 
n-ieme degre, n etant le nombre des facteurs. Mais rien n'empeche de 
supposer des relations algebriques arbitrairement cboisies, qui lient 
entre eux les produits des unites. Quelles que soient d'ailleurs ces 
relations, on pourra toujours en repr&enter chacune par une equation, 
en egalant ä zero la somme des ces produits, multiplies chacun par 
un facteur algebrique. Soient, pour fixer les idees, 

a, /J, y, . . . 
des Dombres quelconques, et 

^, x>, O, ... 

les produits des unites relatives: alors toute relation entre ces produits 
pourra f etre represent^e par une equation de la forme 127 

aA^ ßB + yC-] = 0, 

equation qu'on peut appeler equation de condition par rapport ä la 
multiplication dont il s'agit. Etant donne le Systeme de toutes les 
equations de condition relatives ä une multiplication particuliere, 
celle-ci en sera d^terminee pr^cis^ment; et il est evident qu'ä Faide 
de ces equations, on pourra eliminer autant des produits Ä, B, C, , . , 
qu'il y en a d'^quations. Ces eliminations ^tant efibctu^s, le reste des 
produits Ay B^ C, . , , formera un systfeme d'unites relatives, qui ser- 
riront ä en composer toutes les quantites foumies par la multiplication 
dont il s'agit. 

Yoila Fid^e la plus generale qu'on puisse concevoir de la multi- 
plication de quantites quelconques. C'est cette idee qui a servi de 
base aux developpements dans mon ouvrage cite (voyez „Ausdehnung^- 
lehr&^ § 12 {diese Ausgabe I, 1, S. 44}), et que j'ai tache ensuite de 
perfectionner ä plusieurs egards. C'est encore cette idee que M. Cauchy 
parait avoir eue en yue dans ses memoires sur les defs algebriques. 
Gn effet: les defs algebriques de M. Cauchy ne sont au fond que les 
unites relatives; et ses fadeurs symboliques conviennent, du moins dans 
un certain rapport, aux quantites extensives telles que je les ai definies. 
La diflFerence ne consiste qu'en ce que M. Cauchy regarde les clefs 
algebriques seulement comme un moyen pour resoudre divers problfemes 
de Tanalyse et de la mecanique et qui, les probl^mes etant r^solus, 
disparaissent, tandis que d'apres les principes etablis par moi, on est 
eu etat, ä chaque pas du procede, d'attribuer une signification indepen- 
^te aux unites relatives et aux quantites qui en sont composees, 
qu'elle que soit d'ailleurs la marche que Fon suive. 

Pour consid^rer les produits de quantites quelconques, on pourra 
se bomer d*abord ä des produits de deux facteurs. Car, quel que soit 
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le nombre des facteors, 11 sera toujoars possible de les reduire ä dea 
facteurs; ce que l'on effectuera, en partageant tous les facteurs en deu 
groupes, et en r^unissant ensuite les facteurs de Tun et de Tauti 
groupe ä deux produits particuliers^ lesquels multiplies donneront 1 
produit propose. Si donc les lettres u^, u^, , . , u^ designent des uiiitc 
relatives^ on pourra presenter toute equation de condition sous la form 

oü les a^^ designent des nombres quelconques et le signe sommatoir 
doit etre etendu ä toutes les valeurs entiferes des indices r et 5 enti 
128 les limites f 1 et n. U est evident que Ton peut supposer plusieui 
equations de cette forme qui doivent subsister simultanement^ et qu 
d'ailleurs tous les coefficients, tels que a^,, sont tout-ä-fait arbitraire 
On se trouTerait ainsi conduit ä ime infinite de multiplieations part 
culiferes, qui ne semblent promettre aucune utilite pour la scienee. I 
plus grave inconv^nient, qui s'y trouve, est surtout que les equatior 
de condition cessent generalement de subsister lorsqu'on y substitv 
aux unites les quantit^s qui en sont compos^es. 

Pour faire disparaitre cet inconvenient, nous supposerons premier^ 
ment que Ton puisse changer le signe de Time quelconque des uniU 
relatives, ou bien, de deux quelconques d*entre elles, et substituc 
chacune d'elläs ä la place de Tautre, sans que les equations de cond 
tion cessent de subsister. En second lieu, nous supposerons en outi 
que, pour deux unites quelconques, il y ait toujours deux quantiti 
extensives, qui ne soient ni multiples des unites, ni Egales ä elles, < 
qui n^anmoins, etant Substitutes ä ces unites, satisfassent encore au 
equations de condition. En troisieme lieu enfin, nous supposeroi 
qu'il soit meme permis de substituer ä toutes les unites des quantit< 
qui en sont composees ä volonte, sans que les Equations de conditio 
en soient alter^es. 

Nous designerons, dans la suite, les multiplieations qui r^sultei 
de ces trois suppositions, respectivement par les noms des multiplm 
tions symetriqueSy circtilaires et Unedles; ce qui nous servira, des 
present, pour distinguer entre elles les trois suppositions que noi 
venons d*exposer. 

§3. 

Multiplioations sym^triques. 

Dans la premiere supposition, soit lequation 

Tune quelconque des equations de condition. Apres Tavoir mise soi 
la forme 
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oü les indices r et s sont di£Perents de 1^ substituons — u^ ä la place 
de + ttj, et nous aurons: 

Ces equations, ajoutees et retranchees, donneront: 

et 

S(%r^iU,) + S(a^^iU,u,) = 0. 

PuiS; en substituant dans la premi^re de ces equations^ — u^ ä la 
place de Funite Mj on en tirera, par voie d'addition: 

les indices r et 5 ^tant di£Eerents des indices 1 et 2. En poursuivant 129 
de cette maniere, on obtiendra finalement Tequation 

De meme^ en substituant, dans la seconde des equations ci-dessus trou- 
vees, — Uj ä la place de + Mj, et en retranchant Tequation ainsi ob- 
tenue de celle d*oü Ton est parti, on trouvera Fequation 

dans laquelle les indices 1 et 2 pourront etre remplac^s par deux 
jdifferents} quelconques des indices 1 . . . n. On est donc conduit ä la 
proposition suivante. 

Theoreme 1, Si Vequation 

t4 Vune quelconque des equations de condition relatives ä une mtUtipU' 
co/jon, et qu'il soit d'ailleurs permis de changer le signe de chacune des 
mtes relatives m^, ti,, . . . if„, sans que les equations de condition cessent 
de siAsister, on aura les (-quations sxdvantes: 

(l) «,^,^1^1 + «j^jMjWj H h ^n,n^n^n = ^ 

d(yni la demiere aura encorc Heu, quand on y re^npUicc les indices 1 et 2 
par deux differents quelconques parmi les i'ndices 1 , . . n. 

Ajoutons maintenant ä la supposition precedemment etablie, cette 
^utre, que Ton puisse substituer reciproquement Tune quelconque des 
uiiites ä l'autre, sans alterer par la les equations de condition. Cette 
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hypothese admise^ en substituant^ dans T^quation (1) du theoreme p 
cedent^ les unites u^ et u^ Tune ä Tautre^ on aura T^quation 

donc, en la retranchant de requation primitive 

«1.1^1^1 + «2,2^«*2 H 1- ^n,n%% = 0, 

on obtiendra celle-ci: 

(«1.1 — «2.2) Kwi — u^u^) = 0. 
De plus, en rempla^ant, dans la meme ^quation (1), les unites 

^17 Wg, . . . M„_i, w^ 
respectivement par 

isoon en tirera F^uation 

(«2,2 — «8,8) (^«*2 — «*8«8) = ^' 

Puis, en appUquant le meme remplacement ä requation obtenue, 
ainsi de suite, jusqu'ä ce que chaque unit^ soit changee successiveme 
dans toutes les autres, et en ajoutant finalement toutes ces equatioi 
on obtiendra pour ^quation r^sultante: 

(«1,1 + «2,2 H h «„. J (wiWi + fh^-{ h w„w„) = 0. 

Gonsiderons maintenant Tautre equation du th^or^me precedei 
savoir: 

«l,2WiW2 + «2,l«fi«*l=0. 

En y substituant Tune ä Tautre les deux unites ti^ et u^, nous auro 

«i,2W2«*i + «2,i«*i«fi = 0. 
Ces equations, combinees entre elles par voie d*addition et de so 
straction, donneront les ^quations 

(«1,2 + «2,l) (^1^ + «<2«l) = 0, 
(«1,2 — «2,l) {^1^2 — «^2%) = 0, 

dans lesquelles on peut remplacer les indices 1 et 2 par deux qu« 
conques diffi^rents parmi les valeurs 1 . . . w. Les resultats, auxque 
on est arrive, peuvent etre enonces par la proposition suivante. 

Theoreme 2. SHl est permis de cJianger le signe de Vune qw 
conque des unites relatives, ainsi que d'en substituer reciproquement l'u 
qudconque ä VaiUre, sans que les equatuyns de condition cesseyü de su 
sister, on peut en tirer les systenies suivants cCequations: 

(1) («1,3 — a^^,) (U^U^ — MjMi) = 0, 

(2) («,,3 + flCj i) (MiM, + MjMi) = 0, 

(3) («1^1 — oj^j) (tt^Wi — u^u^) = 0, 

(4) («1,1 + «2,2 H h «n,n) (^i^i + ^2^2 H H ^n^J = % 
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dont ks trois premiers submtent encore, quand on y substitue ä la place 
des indices deux quelconques differents parmi les valeurs 1 . . . n. 

Le premier membre de chacime des ^quations pr^c^dentes contient 
deux facteurs; par consequent, le second membre ^tant ^gal ä z^ro^ il 
faudra que run oa Fautre de ces facteurs s'evanouisse. On tirera donc 
de chacime de ces ^quations deux nouvelles ^quations^ dont Tone ou 
lautre deyra se verifier, et dont Time se rapporte aux coefficients, 
lautre aux unites. Or il f est clair que chacune des equations qui.l3i 
renferment les unites , entrainera avec eile les autres qui en r&»ultent 
par Techange des indices, et qu*il en sera de meme pour les equations 
des coe£6cients. II s'ensuit que chacun des quatre systemes d'equations 
ci-dessus etablis, se partagera en deux systämes, dont Tun ou Tautre 
deyra subsister. En pla9ant ces systemes deux i deux en ligne hori- 
zontale, on aura: 

P. ou «1 2 = «^ 1 ßtCv ^^ tt^Mj = WjWj etc., 

2". ou a, 2 + «2 1 = ^ ^^^'f ^^ ^l**2 + ^2**! = ^ ^^^y 

3°. ou «i 1 = Oj^j = «3 3 = . . ., ou Ujtti = WjWj = WjWs = '", 

i'. ou ^i + CC^^i-] h««.„ = 0, ou WxWi+tljWjH t-WnWn = 0. 

II y a donc seijse cas diflferents, puisqu'on peut choisir Tun ou lautre 
Systeme de chaque colonne horizontale. Or il est Evident que, recipro- 
quement, toutes les equations que uous venons d'^tablir entre les 
unites, continueront encore de subsister, quand on y fait les substitu- 
tions ci-dessus designees. On est donc conduit a la proposition suivante. 
Theoreme 3. Entre deux facteurs, composes des unites relatives 
«1, ttj, . . . w„, ü en existe setze especes de muUiplication; de sorte que 
h equations de condition stibsistent encore, soit que Von echange arbi- 
irairement les uniU's relatives, soit que Von change le signe de Vune 
^uekonque d'entre elUs. On obtient les equations de condition relatives 
a chacune de ces espea^s, en choisissant, comnie Von voudra parmi ces 
quatre systemes d' equations suivants: 

(1) UyU, = ti,U^, 

(2) u,u^ + nn^ = 0, 

W Mi^i + W3W2 H h w„w^ = 0; 

^^ deux Premiers devant subsister pour deux differentes valeurs entieres 
ff^lconques r et s entre les limited 1 et n. 
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§4. 

MultiplioationB oiroulaires. 

En second Heu, en poursuivant la marche propos^e, ajoutons 
suppositions prÄJ^demment etablieS; cette autre, qu'aux unites w^ e\ 
on puisse substituer des quantit^s x^ti^ -\- X2tJ^ et Vi^ -\- y^^, <]^^ 
sont composfes au moyen des coefficients rrj, x^, y^, y^, suppc 
distincts de z^ro, sans que les equations de condition en soient alter 
132 En posant; pour abr^ger, 

on aura: 

aa = x^^u^Ui + x^^u^u^ + ^i ^2(^*1 **» + ^i^i)? 

« 

ab = x^y^u^u^ + x^y^u^u^ + Xiy^u^u^ + x^y^u^Ui, 

d*oü Ton tirera les valeurs des produits 66 et fea, en rempla^ant, V 
par Tautre, les lettres x et y. 

D'apres le th^o^'^me pr^c^dent, on a pour equations de condii 
les quatre syst^mes d^^quations: 

(1) Ujttg == ^^u • • • 

(2) UiW, + UjUi = 0, . . . 

(3) u^t^ = u^u^ = u^u^ = ' " 

(4) Wi^i + WjWs H h %^n = ^, 

qui doivent subsister, ou separes, ou combinfe d*une maniere q 
conque. II est d'abord evident que le premier de ces systemes 
sera pas altere par des substitutions quelconques. 

Pour trouver les transformations des autres equations, suppos 
d'abord, pour plus de simplicit^, qu*il en existe plus de deux un 
Alors, en substituant a et 6 ä la place des unites u^ et Uj, ce 
est permis par hypothfese, on aura, en partant des equations (2) 
suivante: 

= a6 + 6a = 2xiy^UiUi + 2x^y^u^u^ + {x^y^ + x^y^) {u^u^ + u^u 

d'oü, puisque le demier terme s*evanouit en vertu de Tequation s 
posee MjUg + WjjMj = 0, il vient: 

On en tirera, ä Taide du theoreme 2: 

d*oü il suit (Xj et y^ etant differents de zero): 



§ 4. MultiplicationB circulaires. 209 

Donc, on obtiendra par T^change des indices, permis par hypoth^se: 

c'est a dire: les equations (2) entraineront avec elles les equations (3). 
Supposons maintenant que les equations (3) aient lieu. En appli- 
quant ä T^quatioD 

la Substitution indiqu^e^ on aura: 188 

d'oü; en remplafant les carr^s u^u^ et u^u^ par le carre equivalent 
«ittj, on trouvera: 

(^1* + V — l)««i«*i + ^i^K«*« + ^^i) = 0. 

En y changeant le signe de Tunite u^, ce qui est permis par hypoth^, 
et retranchant Tequation ainsi obtenue de l'^quation precedente, on aura: 

d'oü, 2:, et X2 etant distincts de zero, il resulte: 

c'est ä dire: les Equations (3) entraineront avec elles les Equations (2). 

U est donc Evident que^ dans Thypoth^e admise^ les equations 
(2) et (3) ne sauraient subsister s^par^ment, et que, par suite, au lieu 
de ces deux systämes d'^quations, on en aura un seul, r^sultant de 
leur combinaison. 

Pour trouyer les conditions auxquelles les coef&cients x^yy^yX^^y^ 
sont assujettisy transformons aussi T^quation (4) par les substitutions 
ci-dessus enonc^es. On aura: 

= aa + 66 + Wjtig H f- t4„w„ = {x^^ + y^^)u^u^ + 

+ (V + y%)^^ + (^1^2 + »1^2) K«^ + W2«*l) + ^8^8 H h t4„ti„. 

Par suite, en retranchant T^quation (4), on obtiendra: 

^==(V + yi*~lKt^ + (V+y2*— l)«^W2 + (a:ia:2+yiy,)(wiUg+^ 

d'oü Ton tirera, ä Taide du theorfeme 2, les equations suivantes: 

(^1* + Vi — 1) K^i — Ws«*«) = 0, 

(^* + ^2* — 1) K«<2 — ^i^i) = 0, 

(^1^2 + ViVi) (wiw, + W2W1) = 0. 

Par cons^quent, si le systfeme combin^ des Equations (2) et (3) n*a 
pas lieu^ on aura: 

^i* + yi*-l = 0, V + y2*— 1=0, x^x^ + y^y^ = Oy 

Or an mann, Werke. II. 14 
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d'oü Ton tirera: 

C'est ä dire: pour que Ton puisse substituer les quantites a et 
place des unites Uj^ et u,, ü faudra que Ton ait: 

134 x^^ -\- x^ etant egal a l'unite. Les memes equations auraie 
obtenueS; si nous avions suppose au lieu de requation (4) le s 
des equations (2) et (3). 

Supposons^ pour en donner un exemple palpable, que les 
«1 et u^ representent deux rayons d'un cerele, perpendiculaires 
Tautre; alors il est clair, que les quantites a et 6 represei 
pareillement deux rayons perpendiculaires du meme cercle. Pai 
raison nous appelons cha/ngement drctUaire ou transformation ein 
toute transformation, au moyen de laquelle deux quantites quelc< 
a et b se changent respectivement en xa -{' yh et en + (xh - 
x^ + y* ^tant ^gal ä Tunit^ absolue; et admettons que le chanj 
soit appele ou positif ou negatif, selon que, dans l'expression de 
on met le signe positif ou le signe negatif. Je dirai de plus 
Systeme de quantites est transforme par un changement ein 
quand on a applique ce changement ä deux quelconques d'entn 

(Les changements eireulaires s'appliquent convenablement s 
aux theories des diamfetres conjugues, des points triples et quad 
ä la theorie de la rotation et ä d'autres theories de la geome 
de la mecanique, oü ils servent souyent ä faciliter beaucoi 
recherches.) 

Nous avons trouv^ que, dans Thypothfese admise, les equati 
condition se reduisent ä trois systemes d'equations, dont Fun ; 
de la combinaison des equations (2) et (3) du theor^me 3, et ( 
plus il faut que les transformations des unites soient de la forn 
calaire, pour que les trois systemes d'equations n'en soient pas i 
n nous reste ä faire voir que, reciproquement, ces transformatio] 
culaires ne sauraient älterer aucun de ces systemes. 

Premiferement, il est evident que les equations (1) ne 
alterees par aucune transformation des unites. 

Secondement, supposons que les equations (2) et (3) aieri 
simultan^ment, et admettons qu'on y remplace les unites u^ et i 
des quantites a et h, qui en sont d^rivees par un changement 
laire positif, de sorte que Ton ait: 

a = x^u^ + x^u^y b = x^^i^ — x^u^y a\^ + x^" = I. 
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L'expression t^tij -|~ ^^ ^^ changera par Ik en 

ab + ha = (x^^ — x^^) {u^u^ + u^u^ + 2x^x^{u^u^ — u^u^. 

Donc, puisque par hypoth^e: 

OH aora: 136 

a6 4" ^^ = 0. 

De plus, rexpression MjW^ + «4^% (t* etant difif^rent de 1 et 2) se 
cliangera en 

La meme chose ayant lieu pour Fexpression u^u^-\- ^r^, U ^ 
clair que les ^quations (2) subsisteront encore dans lliypothfese admise. 
De l'autre cot^, le carr^ u^u^ se changera en 

aa = x^^u^u^ + V^^ + XiXi(u^u^ + ^«*i); 
d'oü, pnisque w^w, + ^3^1 ©st egal ä zero, et u^u^ = ii^ti^^ il vient: 

donc, en vertu de T^quation iCi* + ^* = h ^^ *• 

aa = WjW^. 

n est donc Evident que le Systeme des equations (2) et (3) ne sera 
altera par aucun changement circulaire positif. Mais comme ces Equa- 
tions ne cessent pas de subsister, quand on y change le signe d'une 
quantitE quelconque y contenue, il est clair que le r^sultat obtenu 
ainra encore lieu par rapport ä un changement circulaire negoHf, et 
consEquemment par rapport ä un changement circulaire qudconqae. 

Troisifemement, supposons que TEquation (4) ait lieu, et admettons 
qu'on y applique le changement circulaire ci-dessus adoptE; alors 
Vexpression w^w^ + Wgti^ + • • * + ^n^n ^^ changera en: 

aa'j-hh+u^u^-\ \-u^u^={x^^+x^'^(u^u^+u^u^)+f^u^-\ \-u„u^. 

Donc, x^^ 4" ^* Etant Egal ä TunitE, il en rEsultera: 
aa + bh + u^u^-] h w » w„ = t*i Wi + W2 M j + Ws ^8 H h «*„ ti„ = 0. 

L^equation (4) ne sera donc altErEe par (mcune transformation circulaire. 

Nous avons supposE jusqu'ici qu'il y ait plus de deux imitEs. Or 
i est facile de s'assurer que pour le cas de deux unitEs, on pourrait 
deduire les mSmes consEquences, quoique la marche nEcessaire dans ce 
cas, s'Ecarte ä quelques Egards, de celle que nous venons de suivre. 

Les r^ultats, auxquels on est arrive^ peuvent etre EnoncEs par les 
propositions suiyantes. 

14* 
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Theoreme 4, Si d'ahord ü doit eire permis de changer le sigm 
de Vune qudconque des unites relatives, et de remplaeer ä volonte Vum 
isepar Vautre, et si ensuite ü doit y avoir deux quantites, composees di 
deux unites (m moyen de coefficients differents de zero, et gut, etant sub- 
stituees ä ces unites , satisfont encore aax equations de condition: ü es 
necessaire que ces equations, pourvu qu'ü y en ait, forment un ou plu- 
sieurs des trois systemes suivants: 

[1] u^u, = u,u^, 

[2] * u^M, + W,t4^ = 0, u^u, = u^u^ = ' " = u^u^, 

[3] «*iWi + w,ws, H 1- u^u^ = 0, 

oti les signes w^, u^, . . ., m„ representent les unites relatives, et an r et i 
desiffnent deux quetconques differents des indices 1, 2, . , . n, 

Theoreme 5, Chaeun des systemes d'equaiions, etablis dans h 
theoreme prec^dent, continue de subsister, quand les unites soni trans 
formees par des changements drculaires qudconques; et reciproquenient 
ü n'y a en outre aucune transformation des unites qui laisse subsistei 
tous ces systemes. 

Theoreme 6. H existe huit especes de multiplication, dont le^ 
equations de condition continuent de subsister, quand on assujettii Ui 
unites d des transformations drculaires qudconques. On obtient le; 
equations de condition relaMves ä chwune de ces multiplications, en choi 
sissant entre les trois systemes, assignes dans le theoreme 5 autant qw 
Von en voudra. 

Nous d^signons les multiplications obtenues ici sous le nom d< 
multiplications drculaires, tandis que les multiplications ^tablies par le: 
theorfemes 1, 2, 3 pourraient etre appelees multiplications symetriques 
Gependant il faut faire observer que les huit especes de la multiplica 
tion drctdaire fönt partie des sdze especes de la multiplication syme 
trique, en sorte que parmi celles-ci il n*y a que huit espfeces, qui m 
sont pas en m^me temps circulaires. 

§5. 

MultiplioationB linöales. 

En troisi^me lieu, supposons qu'il soit permis de substituer aui 
imites des quantites qui en sont composees ä yolont^, sans que lei 
Equations de condition en soient alterees. D est d'abord Evident qu( 
les suppositions etablies jusqu^ci, auront encore lieu dans ce cas. Oi 
peut donc recourir aux systemes d^^quations obtenus ci-dessus. Re 
prenons les quatre systemes d^^quations relatifs ä la multiplicatioi 
sym^trique, savoir: 
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(1) t*lWj = WÄt«i, 

(2) 1*1 w, + w,t4i = 0, 

(3) w^t*i = tljW, = . . . = u^u^, 187 

(4) ^1% + Ws|W2 H h ^nn = 0, 

et substituons ä la place de l'unite u^, la quantite a^ supposee egale 
au polynöme x^u^ -\- x^u^ -{--'• , dont les coefficients x^, Xj, ... sont 
arbitraires. 

Alors, en partaüt de l'^quation (1), on aura: 

d^oü, en echangeant l'ordre des unit^s dans chaque terme du second 
membre (ce qui est perinis en vertu de Pequation (1)), il r^ulte: 

au^ = ^iWjt*i + ojgtijttg + x^u^u^ -\ = 

= t^ix^Uj^ + x^u^ + x^ti^ H ) = Uja, 

c'est ä dire: I'equation (1) ne cesse pas de subsister^ quand on y rem- 
place Tune quelconque des unit^s par une quantite composee arbi- 
trairement de toutes les unit^s. 

PuiSy en partant de Tequation (2)^ on obtiendra par la meme 
Substitution: 

aa, + M^a = Xi{u^u^ + u^u^) + 2x^ii^u^ + x^{uiU^ + u^u^) -| , 

et comme tous les termes du second membre, except^ seulement le 
tenne 2x^ii^u^y doivent s'evanouir en vertu des equations (2), il faudra, 
que ce terme 2x^ti^u^ s'evanouisse pareillement, pour que Tequation (2) 
puisse subsister encore apres la Substitution. Donc, puisque x^ peut 
^tre suppos^ diffi^rent de zero, on aura u^ii^ = 0; et par l'^hange 
des indices: 

Or il est Evident que ces Equations r^sulteraient aussi de la combi- 
naison des Equations (3) et (4). Par suite nous en conclurons que 
dans rhypothfese admise, les Equations (2) entraineront avec elles les 
equations (3) et (4). 

En partant maintenant des Equations (3), on aura: 

Or d'aprfes Thypoth^, le carre aa doit ötre egal encore au carre listig. 
On aura donc: 

et puisque cette ^quation doit subsister, quelles que soient les valeurs 
coefficients x^^ x^, . . ., on aura s^parement: 
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c'est ä dire: les equations (3) entraineront les ^quations (2) et (4). 
188 En partant enfin de requation (4) on aura: 

= a* + M,» H h V = 

d'oü Ton tirera: 

Wi* = tij* = • • • = 0, 

1*1 tij + ii^u^ = 0, etc. 

En combinant les resultats, trouves dans Thypothese etablie^ on. 
peut enoncer la proposition suivante. 

Theoreme 7, S'ü est permis de remplacer chaque unite, renferme^ 
dans les equations de condition, par une quanüte composee arbitrairemen^ 
d'unites, sa/ns que ces equations cessent de subsister: ü faudra, que 
les equations de condition^ pourvu qu'il y en aü, forment un des deusr 
sy Sternes: 

[1*] u^u, = u,u^, 

[2*] Uit4^ = u^u^ = . . . = 0, Mjt«, = — u^u^y . . ., 

ou bien qu'eUes en soient combinees. 

Nous designons les multiplications stabiles dans ce th^reme sous 
le nom de multiplicaMons linedleSy parce que^ etant appliquees ä la 
G^ometrie^ elles s'effectuent par des constructions lineales, sans qu'il 
fftudrait recourir au cerde. TL est evident qu*il y aura^ pour parier 
exactement^ quatre especes de multiplication lin^ale, et qu'il y restera 
^gal^ment quatre multiplications circulaires, qui ne sont pas en meme 
temps lineales. Gependant parmi les quatre multiplications lineales il 
y en a une que Ton peut rejeter entiärement^ parceque tous les pro- 
duits en seraient ^gaux ä zero. Ge serait celle oü les deux systemes 
d'^quations, ^tablis ci^lessus, auraient lieu conjointement. De m§me^ 
la multiplication qui n'est assujettie ä aucune condition^ peut ^tre 
rejetee^ parcequ'elle ne parait pas foumir des applications remarquables. 
II nous restera donc deux multiplications lin^ales^ dont l'une est assu- 
jettie aux Equations [1*] et Fautre aux equations [2*]. L'une et l'autre 
est de la plus grande importance, tant pour Tanalyse que pour la 
g^om^triC; la m^canique et la pbysique en gen^ral; Tune et l'autre 
peut d'aiUeurs §tre ^tendue sans aucime difficulte ä autant de facteurs 
que l'on youdra. La premifere, qui jouit de la propriete, que le produit 
est independant de l'ordre dans lequel se suiyent les facteurs^ est 
identique^ quant aux Operations^ ä la multiplication employee dans 
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l'analyse algebrique, et sera appelee pour cela multiplication f alge- 1^9 
brique; Tautre est celle que j*ai appelee multiplication exterieu/re, et 
qul fait Tobjet principal de mon ouvrage cite plus haut. C'est par 
eile qu'on est en etat d'effectuer avec la plus grande facilite relimi- 
nation des inconnues entre des equations^ tant lineaires que non- 
lineaires^ et de resoudre tout ä coup un grand nombre de pfoblemes 
de geometrie, ainsi que de mecanique, difficiles ä resoudre autrement; 
comme je Tai fait voir dejä en 1844 et comme Mrs. Cauchy et de 
Saint-Venant Tont propose recemment, sans y ajouter rien de nouyeau. 
Cependant, ayant publie plusieurs applications de cette multiplication 
QOD seulement dans Fouvrage cite, mais aussi dans le Journal de M. 
Grelle (Tomes 31, 36, 42, 44*)) je peux me dispenser d^entrer dans 
plus de detail ä ce sujet. 

A Tegard de la multiplication algebrique, les r^gles d'operation 
en sont connues; mais il n'en est pas de meme quant ä Tapplication 
de cette multiplication ä des quantites qui ne sont pas tout ä fait 
algebriques; par exemple, s'il s*agit de multiplier alg^briquement, non 
les grandeurs des lignes, mais les lignes elles-memes, donn^es en 
grandeur et direction, ou bien des points quelconques. Pour mettre 
en eyidence Tavantage de cette multiplication, nous remarquerons par 
exemple que, les lettres a, &, c, rf, e, f, g, h, i designant neuf points 
quelconques d'une courbe du troisieme ordre, et a; un dixieme point 
de cette courbe, on obtiendra pour equation de cette courbe celle-ci: 

equation, dans laquelle chaque exposant se rapporte ä la multiplication 
algebrique, en sorte que la puissance a^ = aaa designe im produit 
alg^rique de trois facteurs, dont chacim est 6gal au point a, et ainsi 
de suite, et dans laquelle les diverses puissances sont multipliees Fime 
par Tautre au moyen de la multiplication exterieure. Une proposition 
analogue aura lieu par rapport a toute courbe algebrique. De plus, 
ä Taide de la multiplication algebrique, appliquee ä des quantites 
eitensiyes, on peut reduire toute fonction de plusieurs variables a une 
fonction d'une seule variable, et appliquer directement la plupart des 
theoremes d^montres pour des fonctions d'ime seule variable, ä des 
fonctions d'un nombre quelconque de variables. Enfin, par cette 
multiplication, on est en etat d'appliquer immediatement tous les 
theorfemes analytiques aux fonctions de quantites purement geometri- 
ques; comme de points etc. 



•) {ffier S. 49, 78, 80, 109.) 
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§ 6. 
Deux oas importantB de multiplioationB oirotilaires. 

Parmi les quatre multiplications, proprement dites circidaires, il j 
en a deux qui sont d*un grand usage dans Tanalyse^ dans la geometrie, 
et surtout dans la mecanique. Ge sont Celles, dont les produits sont 
140 independants de f l'ordre des facteurs, et dont l'one d'ailleurs est 
assujettie aux equations [2] du th^oreme 4, et Tautre ä T^quation [3] 
du m^me theoreme. 

La premiäre est determinee par les Equations 

M^tt, = 0, oü rindex r est different de s, 
et 

Je Tai appelee multijAication interieure, (voyez ,,Atisdehnungdehre*^ 
pag. XI, {diese Ausgabe I, 1, S. 11} et surtout .jGeometrische Analys&'^ 
gekrönte Preisschrift, Leipzig 1847, pag. 17 — 57 {diese Ausgabe I, 1^ 
S. 345 — 395}, oü j'ai donne des applications ä la geometrie et ä lik 
mecanique) en voulant exprimer par ce mot le rapport particulier qui 
existe entre eile et la multiplication ext^rieure. Pour trouver ce rap- 
port, prenons pour unites trois lignes perpendiculaires et egales en. 
grandeur Tune ä Tautre, et projetons une ligne quelconque, dösignee 
par la lettre a sur deux autres lignes h et o, supposees perpendicu- 
laires l'une ä l'autre; soient \ et q ces projections: alors il est facile 
de s'assurer que le produit interiewr des deux lignes a et & sera egal 
au produit db^^ tandis que le produit exteriewr des memes lignes sera 
egal au produit ac^\ donc parceque les lignes a et \ sont situ^es Fune 
da/ns Tautre, et que les lignes a et q sont situ^es Tune au dehors de 
Tautre, il sera convenable de d^signer ces produits sous les noms que 
je leur ai donn^es. 

L'autre multiplication circulaire est determinee par les equations 

et 

%«*i + «^«wj H h KK = 0. 

Cette multiplication remarquable est repr^sent^e, si Ton ne suppose 
que deux imites relatiyes, par la multiplication de deux quantit^s com- 
plexes, telles que a + 6 Y — 1 ei c -\- d Y— 1. En effet, il sera permis 
de regarder Timit^ absolue et Tunite imaginaire ]/ — 1 comme des 
unites relatives, pourvu que Ton n'en compose des quantites qu'au 
moyen de coefficients r^els. Alors, en d^signant Tunite imaginaire ")/— T 
par la lettre i, on aura 
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et le produit sera en outre ind^pendant de l'ordre des facteurs. Donc 
les equations 

WjMj = Wjtii et u^u^ + MjW, = 

auront lieu au cas oü Wj est = 1 et t*j = ]/ — 1. Pour cette raison, 
OD pourrait designer cette multiplication sous le nom de midtiplication 
cmplexe. 

H est bon de remarquer que l'une ou l'autre de ces multiplications 141 
circulaires s'appliquera en geometrie et en mecanique ä tous les 
probl^mes qui se rapportent d'une maniere quelconque au cerde, ou ä 
hngle, ou ä la grandeur des lignes, separee de leur direction, et aux 
aires des surfaces situees dans Tespace. Et il sera facile de voir que 
dans tous ces cas, Temploi des multiplications lin^ales ne suffira pas 
pour r^soudre les probl^mes. 

n nous resterait encore ä discuter les huit multiplications sym^ 
triques qui ne sont pas en meme temps circulaires. Mais nous remar- 
quons que ces multiplications ne sont d*aucim usage, ni dans Tanalyse^ 
ni dans la geometrie, et que nous n'en aurions fait aucune mention, 
s'il ne nous eüt pas paru convenable, d'en partir, pour etablir les 
divers genres de la multiplication circulaire. 

Stettin le 5 f^vrier 1854. 
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Die lineale Erzeugung von Kurven dritter Ordnung. 



Von 

Prof. H. Orassmann^ 

Oberlehrer am Gymnasio zu Stettin. 



Grellere Journal Bd. 52, Heft 3 (1856). 



264 Im 31. Bande (S. 122 f. {hier S. 62 f.}) und im 36. Bande dieses 
Journals (S. 177 f. {hier S. 74f. }) habe ich drei möglichst einfache 
Methoden angegeben, um sämtliche Kurven dritter Ordnung durch Be- 
wegung gerader Linien um feste oder geradlinig bewegliche Punkte 
zu erzeugen. Es wurden diese Methoden durch die drei Gleichungen: 

(1) xaBcDxD^c^B^a^x = 0, 

(2) xaAa^ . xiB\ . rcc === 0, 

(3) xaÄ .xbB . xcC =0y 

dargestellt^ in welchen die kleinen Bachstaben Punkte, die grossen 
gerade Linien, x den die Kurve konstruirenden Punkt bezeichnen, und 
in welchen die Multiplikation planimetrisdi ist. Ich habe dort streng 
und ausführlich nachgewiesen, dass die beiden ersten Methoden allgemein 
sind, das heisst, dass sich jede Kurve dritter Ordnung durch jede dieser 
Methoden erzeugen lasse; und zwar die erste auch dann, wenn man B 
und B^ zusammenfallen lässt, wogegen ich für die dritte Methode dort 
den Beweis nur mehr andeutete als ausführte (Bd. 36, S. 180 { hier S. 77 } ). 
Hr. Prof. Bellavitis behauptet nun in einem Aufsatze (unter dem 
Titel: Sopra un algoritmo proposto per esprimere gli allineamenti etc., 
Venezia 1855), welchen er nur zuzuschicken die Güte gehabt hat, es 
sei keine jener Methoden allgemein, sondern es liessen sich durch jede 
derselben nur ganz speciale Kurven dritter Ordnung erzeugen; nämlich 
nur solche, die durch sieben oder gar durch sechs Punkte bestimmt 
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werden, und die daher von noch speciellerer Natur seien als die durch 
acht Punkte bestimmte Doppeltpunktskurve; dagegen sei Ghasles der 
erste, welcher (Compte rendu, 30 mai 1853) ein solches Problem ge- 
löst habe. Dies und die freie Darstellung des Algorithmus, wie ich 
ihn in Band 31, 36, 42, 44 dieses Journals {hier S. 49 — 135} ent- 
wickelt, sowie der Kechnungsregeln, welche ich dort für diesen Algo- 
rithmus mitgetheilt habe, bildet den Inhalt des genannten Aufsatzes. 
Der Einwurf musste fiir mich um so bedeutender sein, da Hr. Bella- 
yitis diesen Algorithmus selbständig behandelt f und damit Resultate 255 
erzielt. Ich glaube es daher mir und dem Gegenstande schuldig zu 
sein, denselben noch einmal au£sunehmen und namentlich auch die 
Allgemeinheit der dritten Methode streng nachzuweisen. Zugleich werde 
ich zeigen, dass^ sich nicht nur jede beliebige lineale Erzeugung der 
Kurven dritter Ordnung auf die zweite Methode direkt zurückführen 
lasst, sondern dass sich auch aus neun beliebig gegebenen Punkten die 
Konstanten der Gleichung (2) so bestimmen lassen, dass die durch diese 
Gleichung dargestellte Kurve durch jene neun Punkte geht; das heisst, 
ich werde die linealen Eigenschaften eines ZehneckSy welches einer 
Kurve dritter Ordnung eingeschrieben ist, aus einer Gleichung von 
jener Form ableiten. Gelegentlich werde ich dann auch die Fehlschlüsse 
angeben, auf welchen der Einwurf des Hm. Bellavitis beruht. 

§1. 

Die wichtigsten Sechnungsregeln der planimetrisohen Multiplikation. 

Im folgenden, wie in den früheren Aufsätzen, sollen stets die 
Punkte mit Meinen^ die geraden Linien mit gössen Buchstaben be- 
zeichnet werden, und jene „Elemente erster Stufe", diese „Elemente 
zweiter Stufe'' heissen, während ich die Zahlen „Grössen nviUter Stufe" 
nennen werde. Ich werde vorzugsweise solche Gleichungen betrachten, 
deren eine Seite Null und deren andere Seite ein Produkt ist, in wel- 
chem die Sunmie der Stufenzahlen aller darin enthaltener Faktoren 
durch drei theilbar ist und in welchem überhaupt keine andere Ver- 
knüpfung vorkommt als nur planimetrische Multiplikation. Eine solche 
Gleichung drückt, wenn nicht einer der Faktoren Null ist, stets aus, 
dass ein bestimmter Punkt in einer bestimmten geraden Linie liegt. 
So zum Beispiel drückt die Gleichung 

Ab = 

aus, dass der Punkt b in der geraden Linie A liegt. Hr. Bellavitis 
braucht hiefÜr das Wort KangruenZj was aber nicht ganz angemessen 
sein dürfte, da ein Punkt nicht mit einer geraden Linie kongruent 
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genannt werden kann. Ich werde mich, wo es anf einen kurzen Namen 
ankommt, des entsprechenden Wortes Incidenz bedienen, sodass also 
die obige Gleichung^ welche ausdrückt, dass b in A fallt oder b mit Ä 
inddent ist, eine Inddenz heissen soll, während ich für das Zusammen- 
fallen zweier Putzte oder zweier gerader Linien das Wort Kongruenz 
beibehalte, fQr welches Hr. Bellavitis ohne Noth Koincidenz setzt. 
Dass Hr. Bellavitis jene Gleichung überdies in der Form 

^&||0 

266 schreibt, ist eine Veränderung der Bezeichnung, welche nicht bloss 
überflüssig, sondern auch, wenn das Zeichen || nicht denselben Sinn 
haben soll wie jedes Gleichheitszeichen, unrichtig genannt werden muss. 
(Man sehe meine Ausdehnungslehre, wo sich die Gleichheit plani- 
metrischer Produkte sowie ihre Addition und so weiter im weitesten 
Sinne behandelt findet.) 

Die wichtigsten Rechnungsregeln, deren ich mich im Folgenden, 
bedienen will und bei deren Anwendung ein Produkt sich selbst kon- 
gruent bleibt, werde ich hier kurz zusammenstellen, indem ich mich 
dabei auf meine früheren Aufsätze berufe. 

Begd 1. Die Stufenzahl eines planimetrischen Produkts ist der 
Summe der Stufenzahlen seiner Faktoren kongruent, in Bezug auf den 
Modul 3. (Man sehe den entsprechenden Satz für das stereometrische 
Produkt in diesem Journal Bd. 49, S. 12 {hier S. 147}). 

Regel 2. Zwei Elemente von gleicher Stufe, welche entweder die 
ersten Faktoren eines Produkts sind oder auf einen ersten Faktor der- 
selben Stufe folgen, können unter sich vertauscht werden und geben 
Null, wenn sie einander kongruent sind (Bd. 42, S. 194 { hier S. 87 } ), 
zum Beispiel: 

a6 = 6a, AB = BA, abc = acb, ABC = AGB, 
aa = AA=- abb = ABB = 0. 

Begd 3. In einem Produkt nullter Stufe (siehe Regel 1) kann 
man eine schliessende Klammer weglassen, wenn man zugleich die Ord- 
nung sämtlicher frei in der Klammer stehenden (das heisst nicht von 
einer neuen Klammer umschlossenen) Faktoren umkehrt; oder, anders 
ausgedrückt: Man kann in einem Produkt nullter Stufe eine Schluss- 
klammer setzen, wenn man die Ordnung sämtlicher frei in die Klammer 
tretender Faktoren umkehrt (Bd. 44, S. 5 {hier S. 115)), zum Beispiel: 

a})CdEfg = a{gfEdCb\ 

Zusatz, Man kann auch die Ordnung sämtlicher Faktoren eines 
Produkts nullter Stufe umkehren (ebenda), zum Beispiel: 

abCdEfg = gfEdCba, 
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Regel 4. Zwei einander incidente Faktoren, welche auf einander 

folgen, können vertauscht werden (Bd. 42, S. 194 {hier S. 87, 88}), 

zum Beispiel: 

abC^aCbf wenn 6(7=0. 

liegeJ 5. Ein Faktor nullter Stufe (siehe Regel 1) kann, wenn 
er nicht Null ist, weggelassen werden (Bd. 42, S. 194 {hier S. 87}), 
zum Beispiel (siehe Regel 4): 

aCh ^ 6, wenn aC ^ ist. 

Begd 6. Wenn in einem Produkte zwischen zwei kongruenten 257 
Elementen ein Element von anderer Stufe steht, so kann man es mit 
einem der beiden andern zusammen weglassen, falls nicht Incidenz 
zwischen ihnen stattfindet. Zum Beispiel: 

abCb^aby wenn Cb^O ist. 

Beweis. abCb=C(ab)b (Regel 2) eie Cb{ab) (Regel 4) = ab 
(Regel 5), wenn Cb ^ 0. 

Hegel 7. Wenn ein Produkt mit vier Faktoren gleicher Stufe be- 
ginnt, Ton denen die zwei letzten von einer EJammer umschlossen sind 
und einer der zwei letzten kongruent ist mit einem der zwei ersten, 
so kann man statt aller vier Faktoren einen der beiden kongruenten 
setzen, falls nicht das Produkt der drei übrigen Null ist (Ausdehnungs- 
lehre. Leipzig 1844. § 133 {Ges. Werke I, 1, S. 219}), zum Beispiel: 

ab{ac) ^ a, wenn abc ^ 0. 

Denn ab(ac) ^z ba(ac) (Regel 2) ^£ b{ac)a (Regel 4) ^ a (Regel 5), 
venn acb ^ ist. 

Begd 8. Wenn das Produkt zweier Elemente, deren eines wieder 
aas zwei Faktoren besteht, gleich Null gesetzt ist, so ist diese Glei- 
ctung gleichbedeutend mit dem Vereine zwei anderer Gleichungen, die 
^^n aus jenen erhält, wenn man von den letztgenannten Faktoren 
einmal den einen, dann den andern auslasst; zum Beispiel die Gleichung 

abC = 

^j wenn ab ein Element (also nicht Null) ist, gleichbedeutend mit 
dem Vereine der beiden Gleichungen 

aC = 0, 60 = 0. 

Begd 9, Eine Incidenz, welche in Bezug auf x vom n-ien Grade 
^^9 bestimmt als geometrischen Ort von x eine Linie w-ter Ordnung 
(Bd. 31, S. 119 {hier S. 58}). 
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§2. 
Deutung der Gleichung (3). 

Die Gleichung (3) 

xaA . xbB . xcC = 

ist in Bezug auf x vom dritten Orade; also ist (Regel 9) der geome- 
trische Ort von X eine Linie dritter Ordnung. Der Ausdruck xaÄ 
stellt den Durchschnittspunkt der geraden Linien xa und A dar^ und 
258 da das Produkt dreier f Punkte dann und nur dann Null ist^ wenn 
die drei Punkte in gerader Linie liegen, so enthält obige Gleichung 
folgenden, schon (Bd. 36 {hier S. 74}) mitgetheilten Satz: 

Der geometrische Ort eines Punkts, dessen Verbindungslinien mit 
drei festen Punkten drei feste gerade Linien so schneiden, dass die drei 
Durchschnittspunkte in gerader Linie liegen^ ist eine Kurve dritter 
Ordnung. 

Die Kurve geht, wie ich (Bd. 31, S. 125 {hier S. 66}) nach- 
gewiesen habe, durch folgende neun Punkte: 

a, h, c, BC, CA, AB, bcA, caB, abC, 

die ich beziehlich mit 

a, b, c, aj, &i, Ci, a, ß, y 

bezeichne. Es haben also die beiden Dreiecke abc und a^b^Cj^ die 
Eigenschaft, dass sich ihre entsprechenden Seiten in den Punkten 
a, ß, y treffen; nämlich bc triflPt die Seite \c^ oder A in dem Punkte a, 
ca die Seite c^a^ oder B in ß und ab die Seite a^b^ oder C in y. 
Folglich ist es, damit sich eine Kurve dritter Ordnung mittels der 
Gleichung (3) darstellen lasse, nothwendig, dass man ihr zwei Dreiecke 
abc und a^b^c^ einschreiben könne, deren entsprechende Seiten sich in 
drei Kurvenpunkten a, ß, y schneiden. Um auf rein geometrische 
Weise zu zeigen, dass dies bei jeder Kurve dritter Ordnung möglich 
sei, will ich einige Sätze über diese Kurven voranschicken. 

§3. 

Ueber den Gang der Kurven überhaupt und der Kurven dritter 

Ordnung insbesondere. 

Satz 1. Definition. Ich sage, ein Punkt, welcher sich in einer 
Ebene bewegt, bewege sich stetig, wenn die gerade Linie, welche von. 
irgend einem Punkte ausserhalb der Ebene nach ihm gezogen wird^ 
bei jener Bewegung niemals aus einer Lage unmittelbar in eine andere 
übergeht, welche mit jener einen endlidien Winkel bildet. 
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Bemerkung. So lange der Punkt in endlicher Entfernung bleibt^ 
lässt sich seine stetige Bewegung auch dadurch bestimmen, dass er bei 
jener Bewegung niemals aus einer Lage in eine andere übergeht, 
welche um eine endliche Strecke von jener entfernt liegt. 

Satz 2. Definition. Wenn ein Punkt von einer beliebigen Lage 
aus sich stetig so bewegt, dass er keinen Punkt seiner früheren Bahn 
berührt, bis er wieder in seine ursprüngliche Lage zurückkommt, so 
nenne ich diese Bahn einen Zug und sage, der Punkt habe diesen Zug 
einmal durchlaufen. 

Bemerkung. In diesem Sinne wird man zum Beispiel sagen können, 259 
dass jeder Kegelschnitt, der nicht in zwei gerade Linien zerfallt, aus 
einem Zuge bestehe. 

Satz 3. Jede Projektion eines Zuges ist wieder ein Zug. 
Satz 4. Jede Kurve dritter Ordnung besteht entweder aus zwei 
Zügen oder aus nur einem Zuge oder aus einem Zuge und einem iso- 
ürten Punkt, und zwar sind die drei reellen Wendepunkte jedesmal in 
einem Zuge enthalten. 

Beweis. Es geht dies am deutlichsten aus den fünf von Newton 
aufgestellten divergirenden Parabeln hervor, durch deren Projektion 
alle Kurven dritter Ordnung erzeugt werden können (Newton, Enume- 
ratio linearum tertii ordinis, pag. 92, 93). Die Kurve mit einem Kreuz- 
punkte muss nach der aufgestellten Definition als aus zwei Zügen be- 
stehend angesehen werden, welche in dem Kreuzpunkte zusammen- 
stossen. Eine in gerade Linien zerfallende Linie höherer Ordnung 
recline ich nicht zu den Kurven. 

Satz 5. Wenn eine gerade Linie, die sich um einen festen Punkt 
stetig bewegt, eine algebraische Kurve schneidet, so kann die stetige 
Portbewegung der Durchschnittspunkte nur gleichzeitig bei zweien 
dieser Punkte aufhören. 

Bemerkung. AUe diese Sätze sind entweder bekannt oder un- 
mittelbar einleuchtend. 

Satz 6. Zieht man von irgend einem festen Punkte einer Kurve 
dritter Ordnung, der aber nicht ein Doppelpunkt ist, eine Gerade nach 
einem beweglichen Punkte, welcher einen Zug der Kurve einmal durch- 
läuft, 80 durchlauft auch der dritte Punkt, in welchem jene Gerade die 
Kurve trifft, einen ZAAg derselben einmal. 

Beweis. Es sei a der feste Punkt, p der heweglieliSy welcher einen 
Zug der Kurve einmal durchläuft, und q der dritte Durchschnitfspunkt 
^on ap mit der Kurve. Zu zeigen ist, dass auch q einen Zug der 
Kurve einmal durchlauft. Erstms kann während jener Bewegung q 
^icht unbew^lich bleiben, weil sonst a ein Doppelpunkt wäre; zweitem 
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kann aber q nie aufhören^ sich stetig zu bewegen, weil sonst, nach 
Satz 5, auch einer der beiden andern Punkte p oder a aufhören 
müsste, sich stetig zu bewegen. Für p ist dies gegen die Annahme; 
für a ist es gleichfalls nicht möglich, da sich a nach der Annahme 
gar nicht bewegt. Drittens kann aber auch q nicht einen früheren 
Punkt seiner Bahn, etwa den Punkt q\ wieder berühren; denn es sei 
260i>' der Punkt, in welchem aq die Kurve ausser {in} a und q trifft, 
so ist p' der Punkt, in welchem sich beidemale p befunden haben 
müsste, während q sich in q' befindet; also müsste auch p in p wieder 
einen Punkt seiner früheren Bahn berührt haben; gegen die Annahme. 
Endlich, wenn p wieder zu seiner Anfangslage zurückkehrt, so kehrt 
auch q zu ihr zurück; also durchläuft q während jener Bewegung die 
Kurve einmal. 

Satz 7. Die Anzahl der Punkte, in welchen eine algebraische 
Kurve den umfang einer geschlossenen Figur schneidet, ist stets 
eine gerade. 

Beweis. Da jeder Zweig einer algebraischen Kurve entweder in 
sich geschlossen ist oder nach beiden Seiten ins unendliche hin sich 
erstreckt, so muss jeder Zweig, der in das Innere der Figur hineingeht, 
auch wieder aus demselben herausgelangen; mithin muss die Anzahl 
der Kurvenstücke, welche den Umfang schneiden, gerade sein, folglich 
auch die Anzahl der Punkte, in welchen die Kurve den Umfang 
schneidet, indem, wenn m Kurvenzweige durch denselben Punkt des 
Umfangs gehen, dieser als ein m-facher Punkt gerechnet wird. 

§4. 

Entsprechende Dreiecke, welche einer Kurve dritter Ordnung 

eingeschrieben sind. 

Wenn die Richtung, in welcher eine gerade Linie in einer Ebene 
durchlaufen wird, bekannt ist, so ist dadurch auch ihre rechte oder 
lifüce Seite bestimmt. Ich sage, ein Punkt c liege von der geraden 
Linie ah aus nach rechts, wenn man, um auf zwei geradlinigen Wegen 
von a über h nach c zu gelangen, nach rechts hin abbiegen muss. 

Satz 8. Wenn eine gerade Linie (pq) sich um einen festen 
Punkt (c) dreht und zwei Punkte in ihr (p und q) sich in zwei festen 
Oeraden (Ä und B) bewegen, welche während der Bewegung nie mit 
jener beweglichen geraden Linie {pq) zusammenfallen, so bewegen sich 
beide Punkte {p und q) von der beweglichen Linie aus nach derselben 
Seite, wenn der Drehpunkt (c) ausserhalb dieser Punkte liegt, und nach 
entgegengesetzter, wenn innerhalb. 
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Satz 9. Wenn die Schenkel eines Winkels {cqa) sich um zwei 
feste Punkte {c und d) drehen und der Scheitelpunkt desselben (g) 
sich in einer festen geraden Linie {B) bewegt, welche während der 
Bewegung mit keinem der Schenkel zusammenfällt, so bewegt sich 
der Scheitelpunkt {q) von den beiden Schenkeln {cq und aq) aus nach 
derselben Seite, wenn die gerade f Linie {B) nicht in den Winkel hinein- 261 
geht, imd nach entgegengesetzten Seiten, wenn sie hineingeht. 

Nach diesen vorbereitenden Sätzen, von welchen die beiden letzten 
keines Beweises bedürfen, schreite ich nun zu dem Hauptsatze: 

Satz 10, Zu jedem Dreiecke abc, welches einer Kurve dritter 
Ordnung eingeschrieben ist und dessen Seiten nicht Tafigenien sind, 
giebt es ein, aber auch nur ein entsprechendes Dreieck a^b^c^y dessen 
Seiten die entsprechenden des ersteren in Punkten der Kurve schneiden 
ond von dessen Ecken jede mit der entsprechenden in demselben 
Kurrenzuge liegt. 

Beweis. Es seien a, ß, y die Punkte, in welchen die Seiten &c, 
ca^ ah beziehlich die Kurve zum drittenmale schneiden, und A^ By C 
seien die Tangenten der Kurve in den Punkten a, 6, c. Nun bewege 
sich von a aus ein Punkt p auf der Kurve, also von a aus in der 
Richtung der Tangente A. Man ziehe die gerade Linie yp, welche die 
Kurve zum drittenmale in q treffen mag, so bewegt sich q von b aus 
in der Richtung der Tangente B. Femer ziehe man die gerade Linie 
«J, welche die Kurve zum drittenmale in r treffen mag, so bewegt 
sich r von c aus in der Richtung der Tangente C, Endlich ziehe 
man die gerade Linie /3r, welche die Kurve zum drittenmale in p^ 
treffen mag, so bewegt sich p^ von a aus in der Richtung der Tangente A, 
Anch p bewegte sich von demselben Punkte a aus in der Richtung 
derselben Tangente A. Es lässt sich aber leicht zeigen, dass p und p^ 
^on a aus nach entgegengesetzten Seiten sich bewegen. In der That, 
wenn m von den drei Punkten a, /3, y innerhalb der Seiten des Drei- 
ecks abc liegen und n von den drei Tangenten Ay By C nicht in das 
Dreieck abc hineingehen, so werden, da der Annahme gemäss die 
Seiten des Dreiecks abc keine Tangenten sind, 3 — n von den Tangenten 
^ J5, C in das Dreieck hineingehen, ebenso aber diejenigen m Curven- 
theile, welche die (unverlängerten) Seiten des Dreiecks treffen. Also 
wird, nach Satz 7, w + 3 — n eine gerade Zahl sein, folglich m — n 
eine ungeradCy mithin auch m + w eine ungerade Zahl sein. 

Betrachtet man nun der Reihe nach die Seiten (rechte oder linke), 
i^h welchen sich p und q von ab aus, q und r von bc aus, r und jpi 
^on ca aus und Pi von ab aus bewegen, { so ) zeigt sich klar, nach Satz 8, 
p und q von ab aus dann und nur dann nach entgegengesetzten 

<^r>iamann, Werke, n. 16 
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Seiten sich bewegen, wenn y innerhalb der Seite ab liegt; dasselbe 
gilt för die Bewegung von q und r von bc aus und fftr die von r 
und Pi von ca aus. Femer wird q, nach Satz 9, von ab und bc aus 
262 sich dann und nur dann nach f entgegengesetzten Seiten bewegen, 
wenn die Tangente B nicht in das Dreieck hineingeht; und dasselbe 
gilt für die Bewegung des Punktes r von bc und ca aus sowie des 
Punktes p^ von ca und ab aus. Folglich wird sich die Seite, nach 
welcher die Bewegung in den sieben oben genannten Fällen erfolgt, 
(m -{- n)-mal umkehren, also, da m -\- n ungerade ist, im siebenten Falle 
entgegengesetzt sein wie im ersten; das heisst: p^ bewegt sich von ab 
aus nach entgegengesetzter Seite wie p. 

Lässt man nun den Punkt p von a aus den ganzen Kurvenzug, in 
welchem a liegt, einmal durchlaufen, so durchläuft, nach Satz 6, der 
Punkt q gleichfalls einen Zug der Kurve einmal, und weil g, so auch r, 
und weil r, so auch] p^. Folglich durchlaufen p und 2>i von a aus 
nach entgegengesetzten Seiten den Zug, in welchem a liegt, einmal, 
müssen sich also in einem zweiten Punkte dieses Zuges begegnen, aber 
auch in keinem dritten. Es sei a^ dieser Punkt; und mögen q und r, 
während p in a^ übergeht, in b^ und c^ übergehen, so ist a^b^c^^ das 
entsprechende Dreieck, dessen Seiten die entsprechenden des Dreiecks 
abc in den Kurvenpunkten cc, ß, y schneiden und dessen Ecken mit 
den entsprechenden in denselben Kurvenzügen liegen. Ausser ihm 
giebt es kein anderes Dreieck dieser Art, q. d. e. 

Zusatz. Wenn die drei Punkte (a, ß, y), in welchen die Seiten 
eines Dreiecks {abc) die Kurve zum drittenmale schneiden, in gerader 
Linie li^en und jeder dieser Punkte mit der gegenüberliegenden Ecke 
(a mit a, ß mit 6, y mit c) in demselben Kurvenzuge liegt, so streckt 
sich das jenem Dreieck entsprechende (Dreieck) in die gerade Linie, 
welche jene drei Punkte (a, ß, y) verbindet, aus: und es giebt dann 
ausserdem kein Dreieck, welches dem gegebenen {abc) in der genannten 
Weise entspricht. 

§5. 

Allgemeinheit der Kurven dritter Ordnung, welche durch die 

Gleichung (3) dargestellt werden. 

Es sei eine beliebige Kurve dritter Ordnung gegeben. Um sie 
auf die Gleichung (3) zurückzuführen, zeichne man in demjenigen Zuge 
derselben, der die Wendepunkte enthält, ein beliebiges Dreieck, dessen 
Seiten jedoch nicht Tangenten sind; dann müssen die dritten Durch- 
schnittspunkte der Seiten und der Kurve in demselben Zuge liegen. 
Sollten diese drei üurchschnittspunkte etwa in gerader Linie liegen^ 
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30 ist nach obigem Zusätze das angenommene Dreieck das einzige dem- 
selben Zuge eingeschriebene, dessen Seiten f durch jene drei Durch- 268 
scbnittspunkte gehen. Verändert man also in dem genannten Zuge 
das Dreieck auf beliebige Weise, jedoch so, dass zwei seiner Seiten 
durch zwei jener Durchschnittspunkte gehen, so kann die dritte Seite 
nicht den dritten Durchschnittspunkt treffen. 

Hat man nun das Dreieck so angenommen, dass seine Seiten nicht 
Tangenten sind, so hat man in jedem Falle ein Dreieck ahc erlangt, 
dessen Seiten, ohne Tangenten zu sein, die Kurve zum drittenmale in 
drei Punkten a, /5, y schneiden, welche nicht in gerader Linie liegen. 

Jetzt konstruire man das entsprechende Dreieck ^^i&i^i, dessen 
Seiten sich mit den entsprechenden des Dreiecks ahc in den Kurven- 
punkten a, ß, y schneiden. Dies ist nach § 4 stets möglich. Man 
setze b^Cj^^Äj c^a^^^B^ a^\^=:Cj so ist der geometrische Ort 
eines Punktes x, welcher der Gleichung 

(3) xaA.xlB,xcC = 

genügt, eine Kurve dritter Ordnung, welche mit der gegebenen die 
neun Punkte a, &, c, a^, \, q, u, ß, y gemein hat. Es bleibt also 
nur noch zu zeigen, dass diese neun Punkte von der Art sind, dass 
durch sie eine Kurve dritter Ordnung vollkommen bestimmt wird, das 
heisst, dass zwei Kurven dritter Ordnung, deren jede durch diese neun 
Punkte geht, mit einander zusammenfallen. 

Zu dem Ende berufe ich mich auf folgenden allgemein bekannten Satz: 
Wenn zwei Linien dritter (n-ter) Ordnung sidi in neun (in n*^, 
aber auch nicht in mehr Punkten treffen, und man nimmt zu acht 
(zu 1^ n (w + 3) — 1) derselben einen Tunkt hinzu, welcher nicht jenen 
leiden Linien dritter (n-ter) Ordnung gemein ist, so unrd durch diese 
neun {durdi diese | w (w + 3)) Punkte eine lAnie dritter (n-ter) Ord- 
nung unter allen Umständen vollkommen bestimmt 

Legt man nun durch die drei Punkte b, c, a eine Gerade, femer 

eine zweite Gerade durch die drei Punkte c^, öj, ß und eine dritte 

Gerade durch die drei Punkte a, y, b, so bildet der Verein dieser drei 

Geraden eine Linie dritter Ordnung, welche mit der gegebenen Kurve 

dritter Ordnimg ausser den genannten Punkten, imter denen b, als 

Doppelpunkt der einen, zweimal gerechnet werden muss, keinen Punkt 

weiter gemein hat, weil jede Kurve dritter Ordnung von einer geraden 

Linie in nicht mehr als drei Punkten getroffen werden kann. Der 

Punkt bi kann nun in keiner jener drei Geraden liegen, weil sonst 

^eee Gerade die Kurve in vier Punkten treffen würde; also ist b^ nicht 

oeiden Linien dritter Ordnung gemein, wilhrend die übrigen acht Punkte 

lö* 
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264 a, &, c, Oj, q, a, ß, y beiden gemein sind. Somit wird nach dem an- 
geführten Satze durch die neun Punkte a, &, c, a^, \, c^, a, /3, y eine 
Linie dritter Ordnung vollkommen bestimmt; das heisst, zwei Linien 
dritter Ordnung, welche diese neun Punkte gemein haben, sind idetitisch; 
also ist die gegebene Kurve mit dem durch die obige Gleichung (3) 
bestimmten geometrischen Orte des Punkts x identisdi; folglich lässt 
sich jede Kurve dritter Ordnung durch eine Gleichung von der Form 
(3) darstellen. Das heisst: 

Jede Kurve dritter Ordnung lässt sich als geometrischer Ort eims 
PuiMes erzeugen, dessen Verbindungslinien mit drei festen Punkten drei 
feste gerade Linien in drei Punkten schneiden, die in gerader Linie 
liegen; und zwar kommt es zu dem Ende nur darauf an, das Dreieck 
der festen Punkte und das der festen Geraden so anzmiehmen^ dass sie 
der Kurve eingeschrieben sind und dass die entspreclienden Seiten beider 
auf der Kurve sich begegnen. 

Bemerkung. Hr. Bellavitis behauptet, dass sich durch die Glei- 
chung (3) nur solche Kurven dritter Ordnung darstellen lassen, welche 
schon durch sechs beliebige Punkte bestimmt sind, das heisst, welche 
schon bestimmt sind, wenn nur sechs Punkte gegeben sind, durch 
welche sie gehen sollen. An diesem Resultate hätte Hr. Bella- 
vitis schon um deswillen sich stossen sollen, weil es keine Kurve 
dritter Ordnung giebt, die durch sechs Punkte auf lineale Weise be- 
stimmt vnrd. 

Die Art, wie er zu seinem Resultate gelangt, ist im Wesentlichen 
folgende: Wenn nämlich sechs Punkte a, 6, c und a^, \y q gegeben 
sind, so sind auch die Linien A, B, C als Seiten des Dreiecks a, &, c, 
also alle konstanten Elemente der Gleichung (3), mithin auch die 
durch sie dargestellte Kurve dritter Ordnung bestimmt, und folglich 
(so schliesst Hr. Bellavitis weiter) ist diese Kurve dritter Ordnung 
schon bestimmt, wenn sechs Punkte a, 6, c, a^, 6^, c^ gegeben sind, 
welche in ihr liegen sollen; imd dies ist der Fehlschluss. Nicht da- 
durch schon ist jene Kurve bestimmt, dass die genannten sechs Punkte 
in ihr liegen sollen, sondern erst dadurch, dass die sechs Punkte auch 
in der verlafigten Weise in ihr liegen sollen, nämlich in der Weise, 
dass die entsprechenden Dreiecke abc und a'^b^^c^ sich auf der Kurve 
begegnen; wie ich dies auch schon in der oben angeführten Abhand- 
lung (Bd. 36, S. 180 {hier S. 77}) bemerkt habe. Also, so wenig 
man daraus, dass ein Kreis durch die Endpunkte eines Durchmessers 
bestimmt wird, schliessen darf, dass der Kreis schon durch zwei be- 
liebige Punkte bestimmt werde, ebenso wenig kann jener Schluss 
266 Geltung f haben. Ganz dieselben Fehlschlüsse wendet Hr. Bellavitis 
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aiiy um die Allgemeingültigkeit der beiden andern Eonstruktions- 
methoden zu bestreiten, wobei er auf die von mir gegebenen Beweise 
der Allgemeinheit keine Rücksicht nimmt. 



§6. 

Zusammenhang zwisohen den versohiedenen linealen Erzeugungs- 

weisen einer Kurve dritter Ordnung. 

Es wird dieser Zusammenhang am klarsten sich ergeben , wenn 
ich zeige, wie sich alle andern linealen Erzeugungsweisen auf eine der- 
selben, zu welcher ich die durch die Gleichung (2) dargestellte nehme, 
direkt zurückführen lassen; nämlich in der Art, dass man, wenn man 
die gegebene Erzeugungsweise gleichfalls durch eine lineale Gleichung 
darstellt, aus den konstanten Elementen dieser Gleichung stets solche 
Elemente ableiten kann, welche, in die Gleichung (2) gesetzt, diese der 
gegebenen gleichbedeutend machen. Nun habe ich in dem angeführten 
Aufsätze (Bd. 36, S. 178 {hier S. 75)) folgenden Satz bewiesen: 

Der geometrische Ort des Punktes x, der durch die Gleichung 

xaAa^ . x})B\ .xc = 

hesHmmt wird, ist eine Linie dritter Ordnung, wddie durch folgende 
iimn Punkte geht: erstens durch a, h, c, zweitens durch die Ecken 
eines Vierecks, von weleJieni zwei einafider gegen- 
überliegende Seiten in den geradeiri Linien aa^ 
nnd A und die beiden andern in den geraden 
Linien h\ und B liegen, mid endlich durch 
die beiden Punkte, in weMien a^c die Seite A 
und b^c die Seite B schneidet, 
und den umgekehrten Satz: 

Werden in einer Seite eines Vierecks zwei 
beliebige Punkte a und a^ angenommen, wahrend 
die gegenüberliegende Seite in der geraden Linie 
Ä liegt; sind femer in einer dritten Seite zwei 
bdi^ige Punkte b und b^ antfenommen, wäfi- 
^end die gegeniiberliegende Seite in der geraden Linie B liegt, utid ist c 
(^in beliebiger Punkt, der nicht in den Vierecksseiten liegt, so ist 

xaAu^ . xbB\ . ajc = 

die Gleichung derjenigen Kurve dritter Ordnung, wddie durch die Ecken 
des Vierecks und durch den Punkt c gefit, und die Viereeksseiten ausser- 266 
^^* in den Punkten a, b und in denjenigen zwei Punkten trifft, in 
^^Hen die Geraden a^c und b^c die gegenüberliegenden Seiten A und B 
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schneiden; und zwar giebt es ausser dieser Kurve Iceine andere Kurve 
dritter Ordnung, welche durch die "bezeichneten neun Punkte ginge. (Siehe 
Fig. 33.) 

Jede lineale Erzeugung einer Kurve dritter Ordnung lässt sich nun 
(siehe Bd. 42, S. 190 {hier S. 83 f.}) durch ein gleich Null gesetztes 
Produkt darstellen, welches mit dem konstruirenden Punkte x beginnt 
und schliesst und ausserdem eine Reihe abwechsehider Punkte und 
gerader Linien als Faktoren enthält, die mit einem Punkte beginnt 
und schliesst, während einer der übrigen Faktoren der Reihe von dem 
Punkte X im ersten Grade abhängt, also in der Form 

(4) xd^fx = 0, 

wo A eine Reihe abwechselnder gerader Linien und Punkte ist, von 
denen einer noch den Punkt x als Faktor enthält. 

Es seien e und g zwei beliebige Punkte der Kurve (4), von der 
Art, dass keine drei der vier Punkte rf, e, /', g in gerader Linie liegen. 
Durch Konstruktion lässt sich leicht der dritte Punkt finden, in wel- 
chem jede Seite des Vierecks defg die Kurve schneiden muss. Wird 
zum Beispiel der dritte Punkt x gesucht, in welchem die Seite ed die 
Kurve schneidet, so fällt die Gerade xd mit ed zusammen und die 
Gleichung (4) verwandelt sich in 

(5) ed^fx = 0. 

Da dieselbe nur noch vom zweiten Grade in Bezug auf x ist, so ist 
der geometrische Ort von x ein Kegelschnitt. In diesem Kegelschnitte 
liegt (nach Regel 2) der Punkt /'; femer aber auch der Punkt e, indem 
e der Annahme zufolge ein Punkt der Kurve (4) ist, also, statt x ge- 
setzt, der Gleichung (4) und mithin auch der Gleichung (5) genügt. 
Es lassen sich nun beliebig viele neue Punkte dieses Kegel- 
schnittes lineal konstruiren. Es seien 1c, l, m drei neue Punkte des- 
selben. Bildet man das Sechseck xeklmf) so liegen, nach dem Pascal- 
schen Satze, die Punkte xe . Im, eh . mf, kl . fx in einer geraden Linie, 
das heisst es ist 

(6) xe(lm) (ek . mf) (kl) fx = 

die Gleichung des Kegelschnitts, der durch die fünf Punkte e, k, l, m, f 
geht, also mit dem Kegelschnitte (5) identisch ist. Es ist demnach 
der gesuchte Punkt x derjenige, in welchem die Gerade ed den Kegel- 
267 schnitt ausser {in} e noch f trifift. Da x in ed liegt und nicht mit e 
identisch ist, so ist die Gerade xe mit de identisch, und die Gleichung 
(6) verwandelt sich in 

de{lm) {ek . mf) (kl)fx = 0; 
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das heisst, der Punkt x liegt in der Geraden de (Im) (ek . mf) {kT)f] er 
liegt aber auch in der Geraden de, also im Durchschnitt beider, das 
heisst, wenn man diesen Punkt jetzt mit a bezeichnet, so ist 

(7) a = de (Im) (ek . mf) (kl)f(de). 

Ganz auf dieselbe Weise finden sich die dritten Punkte, in welchen 
die Seiten ef, fg, gd die Kurve (4) schneiden. Sie mögen beziehlich 
durch b, h, i bezeichnet werden (siehe Fig. 33). Dann ist, wie be- 
kannt, auch der Durchschnitt von ah und bi ein Punkt der Curve. 
Endlich sei c ein beliebiger zehnter Punkt der Kurve (4), und es werde 
fg durch -4, dg durch Bj der Durchschnitt von he und de durch a^ 
und der Durchschnitt von ic und ef durch bi bezeichnet; dann ist 
nach dem obigen Satze die Gleichung 

(8) xaAa^ . xbB\ .xc = 

die einer Kurve dritter Ordnung, welche durch die neun Punkte a , . , i 
geht; und zwar ist diese Kurve, nach jenem Satze, die einzige dritter 
Ordnung, welche durch die neun Punkte geht. Aber auch die Kurve 
(4) geht durch diese neun Punkte, also ist die Kurve (4) mit der 
{Kurve} (8) identisch; mithin ist auch die Gleichung (4) mit der 
Gleichung (8) gleichbedeutend; und die Aufgabe der Umwandlung 
ist gelöset. 

Als Beispiel der Umwandlung nehme ich die von Hrn. Bellavitis 
aufgestellte Gleichung 

(9) xeDpEdF(xfB) ,xdC=0 

ao, in welcher noch Ff und Bd gleich Null gesetzt sind (siehe Fig. 33), 
und welche nach ihm die erste allgemeine Auflösung des Problems der 
linealen Erzeugung der Kurven dritter Ordnung darstellen soll, und 
zwar diejenige, welche Chasles in dem angefOhrten Aufsatze ange- 
geben hat. 

Es lässt sich diese Gleichung (Regel 3) wie folgt schreiben: 

xeDpEdF(xdC)Bfx = 0, 

wobei sich annehmen lässt, dass von den konstanten Faktoren keine 
zwei auf einander folgende incident sind, weil sonst (Bd. 42, S. 197 
Ihier S. 90f. }) die Linie in eine gerade Linie und einen Kegelschnitt 
zerfallen würde. Punkte jener Kurve sind (Regel 2) d, e, f Femer 
ist auch g^BC ein Punkt derselben. Denn dann f ist x mit JB268 
^d C incident; also verwandeln sich dann xdC und xfB, wenn sie 
nicht selbst Null sind (Regel 2, 4, 5), beide in g, folglich wird 
xdC(xfB) = (Regel 2). Um den dritten Punkt a, in welchem de 
die Kurve schneidet, zu finden, muss man in obige Gleichung a statt x 
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und statt ae und ad das mit ihnen identische de setzen; dann wird 
deDpEdF(deC)Bfa = Of also, da a auch in de liegt: 

a = deDpEdF{deC)Bf{dey, 

und ebenso findet sich für den dritten Punkt 6, in welchem ef die 

Kurve triflPt: 

b _- efI)pEdF{efB) Cd(ef). 

Es mögen jetzt die dritten Punkte h und i gesucht werden, in 
denen fg und gd die Kurve treflPen. Setzt man, um den dritten Durch- 
schnittspunkt h in fg zu finden, h in die Gleichung (9) statt x, so 
erhält man, da h ia fg liegt, xf^hfE^fg-^ und da g mit B wie mit 
C incident ist, so ergiebt sich xfBE^.fgB^g (Regel 4, 5) und 
xdC{xfB).:~xdCg z xdg . C (Regel 4). Sollte xdg Null sein, so 
müsste X in dg wie in fg, also in g liegen. Um also den dritten 
Durchschnittspunkt zu finden, muss man xdg ungleidi Null annehmen: 
dann erhält man xdC,{xfB) ^ C (Regel 5) und somit heBpEdFC= 
oder umgekehrt (Regel 3) FCdEpDeh = 0; folglich, da h auch in fg liegt: 

h = FCdEpDe{fg) 
und ebenso: 

i = BFdEpI)e(gd), 

Femer ist auch CF ein Punkt der Kurve. Denn setzt man CF 
statt X, so wird xdC=FCdC=FC (Regel 6), und xfB wird 
= CFfBEF Cf. FB (Regel 4), da /' nach der Annahme mit F inci- 
dent ist. Ist nun Cf nicht Null, so kann man es (nach Regel 5) 
weglassen. Also wird xfB entweder zu Null oder ^ FB] also 
xfB . {xdC) entweder zu Null oder = FB{FC) ~ F (Regel 2, 4, 5). 
Somit erhält man dann 

xeDpEdF{xfB) . xdC = xeDpEdFF = (Regel 2), 

also ist X ^^ FC ein Punkt der Kurve. Dieser werde ^ c gesetzt. 

Wird nun, wie oben, gf^ A, hc . de'=: o^, ic , ef=bj^ gesetzt, so ist 

die Gleichung 

xaÄa^ . x})B\ . xc = 

gleichbedeutend mit der Gleichung (9). Also folgt Nachstehendes: 
«69 Die Gleicliung 

xeDpEdF(xfB).xdC=0, mit Ff=Bd = 0, 

ist gleichbedeutend mit der Ghidmng 

xaAa^ . x})B\ . xc = 0, 
wo 

a = deDpEdF{deC)Bf(de), h = efBpEdF{efB)Cd{ef). c = FC, 

A = BCf, a^=cdEpDeAc{de), b^ = BFdEpBeBc(ef) 

ist 
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§7. 

Lineale Erzeugung einer Kurve dritter Ordnung aus neun 

beliebigen Punlcten. 

Entwurf der Auflösung. Jede lineale Erzeugung einer Kurve dritter 
Ordnung kann durch eine Gleichung von der Form 

dargestellt werden, in welcher P, Qy R entweder drei gerade Linien 
oder drei Punkte sind, die in beiden Fallen in Form von Produkten 
Torkommen, deren jedes den konstruirenden Punkt x einmal als Faktor 
enthält. 

Es seien nun a, b . . . i die neun Punkte, durch welche die durch 
jene Gleichung darzustellende Kurve gehen soll. Es giebt stets drei 
Punkte, die statt x gesetzt ein solches Produkt PQ zu Null machen; 
und die konstanten Faktoren in P and Q lassen sich so annehmen, dass 
a, hj c diese drei Punkte sind. Femer wird R durch den Punkt d zu 
Null gemacht, wenn man dem R die Form xd . . . giebt. Setzt man 
nun in PQ statt x nach und nach die Punkte e . . . i und ebenso 
in xdy so stellt PQ nach und nach fünf Elemente dar imd xd 
einen Büschel von fünf Strahlen. Es lassen sich aber im Allgemeinen 
aus fünf gegebenen Elementen fQnf gegebene Strahlen eines Strahl- 
büschels projektivisch, das heisst, durch fortschreitende Multiplikation 
mit einer Beihe abwechselnder Punkte und Linien ableiten; und zwar 
sind diese Punkte und Linien lineal konstruirbar. Es sei A diese 
Reihe fortschreitender Faktoren, so stellt das Produkt P(?A eine gerade 
Linie dar, welche mit der geraden Linie xd, sobald man statt x irgend 
einen der ffinf Punkte e . . .i setzt, zusammenfällt. Also ist fQr diese 
filnf Punkte: 

(10) PQ/^x = 0. 

Aber auch für die vier Punkte a, 6, c, d wird diese Gleichung 
erfallt; för a, &, c, da für sie das Produkt PQ Null ist, und für d, 
da PQA, wenn es nicht Null ist, eine durch d gehende gerade Linie 
darstellt, also PQ^d stets Null ist. Die Gleichung (10) stellt nun 
aber eine Kurve dritter Ordnung f als Ort von x dar, und da die 270 
nenn Punkte a . , . i, statt x gesetzt, jener Gleichung genügen, so 
geht die Kurve durch die gegebenen neun Punkte, und die Aufgabe 
ist geloset 



234 ^IV. Die lineale Erzeugung von Kurven dritter Ordnung. C. J. 52 (1856). 

% 

FortsetBung. 

Um eine specielle Lösung der Aufgabe zu geben , will ich an- 
nehmen, es solle die lineale Konstruktion der Kurve, die durch die 
neun Punkte a , , , i gehen soll, durch eine Gleichung von der Form 
(2) ausgedrückt werden, zu welcher jedoch, um die Lösung zu verein- 
fachen, zunächst noch zwei Faktoren k und C hinzugefügt werden 
mögen, so dass sie die Form 

(11) xaAc^ . xbBkCh^ . xc = 

annimmt. Die drei Faktoren können (Regel 2) beliebig umgeordnet 

werden. Setzt man 

xaÄa^ . xcEEEpy xbB^^q, 

so nimmt die Gleichung die Form p(qkC\) = oder (Regel 3) 

(12) pbiCkq = 

an. Der Ausdruck p wird Null für x^^a und 5^ c, weil dann zwei 
aufeinander folgende Faktoren kongruent werden (Regel 2). Damit 
nun p auch noch für einen andern der Punkte a . . . i, zum Beispiel 
für dy zu Null werde und für einen vierten und fünften Punkt e und /' 
sich möglichst vereinfache, setze man 

A^dCy a^^af , cd. 

Und zwar nehme man die Punkte a, c, d, e, f so an, dass keine drei 
derselben in gerader Linie liegen. Dann wird erstens für x^ d der 
Ausdruck xaAa^^^ da{de)a^^ da^ (Regel 7) '^ay^d^af{cä)d^cd 
(R^gel 4, 5); also p E^ xaAa^ . xc^cd . cd = (Regel 2). Ferner 
für x^=e wird p ^ €a{de)a^ .cc^ea^.cc (Regel 7) ^ c, weil näm- 
lich ea^c nicht Null sein kann. Endlich für x:e='. f wiri p^^zfa A(a f. cd) xf 
= A{af)[af,cd),cf (Regel 2) =af,cf (Regel 4) =/*(RÄgel 7). Für 
x^g, h oder i gehe p beziehlich in g^, h^ oder i\ über; dann erhält man 

x=: a, c, d, e, /; g, h, i, 

1> = 0, 0, 0, 6, /; g^, \, »1. 

Femer q^xbB wird zu Null für x E^b. Damit es auch für 
e und f sich vereinfache, setze man 

B - : ef 

271 und nehme b so an, dass es nicht in ef falle. Dann wird für x=Eeyf 

der Ausdruck q auch E^e, /'(Regel 7); für x^g, h, i werde g^^r^, ä,, i,; 

dann erhält man 

X ■— 6, e, f, g, Ä, i, 

9^ = 0, r, /; </2, /'2. h' 
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Es kommt also nur noch darauf an^ die Gleichung (12) für die fänf 
Fälle zu befriedigen^ wo 

und gleichzeitig 

Q^^y f, 9t, Ky h 

isi 

Man nehme noch C'=.e\ an; dann wird die genannte Gleichung 

für jp : q - . e befriedigt und für p «i, ^ -^ i^ vereinfacht. Es er- 

giebt sich nämlich im ersteren Falle ph^Ckq i-_ ebi . ei^ . ei, was drei 

gerade Linien, die durch einen Punkt e gehen, als Faktoren enthält, 

also Null ist. Femer für p ^ i^, q^ ig erhält man 

(Regel 7), wenn nicht i^h^e Null ist; im letztem Falle würde hier- 
durch für k keine besondere Lage bedingt, im andern Falle muss k in 
der Geraden i^i^ liegen; dies lässt sich daher auch im ersteren Falle 
annehmen. ' 

Nun bleibt nur noch für die drei übrigen Werthpaare die Glei- 
chung (12) zu befriedigen; das heisst, es muss noch 

ß^Ckf = 0, ffACkg^ = 0, WCkh^ = Q 

sein; oder, anders geschrieben (Regel 2, 3): 

kfCf\ = 0, kg^Cg^h, = 0, kh^Ch^b, = 0. 

Die erste dieser Gleichungen giebt, wenn Cf nicht Null ist, (nach 
Regel 6) kfb^ = 0; und es ergiebt sich dann, dass die geraden Linien 

durch einen und denselben Punkt gehen müssen, der dann gleich bi 
zu setssen ist. Sollte Cf zufallig Null sein, so würde jene erstere Be- 
dingung wegfallen. Sollen nun jene drei gerade Linien durch einen 
und denselben Punkt gehen, so ist dazu nöthig und ausreichend, dass 
ihr Produkt Null sei. Also hat man zur Bestimmung von k die 
Gleichung 

(13) kf . kg^ Cg^ . k\ Ch, = 0. 

Sie ist in Bezug auf k vom dritten Grade, also ist der geometri- 
sche Ort von k eine Linie dritter Ordnung. Aber diese zerfällt in 
drei gerade Linien, f Nämlich, erstens, wenn k in der geraden Linie 6^272 
liegt, wird kg^C^ k (Regel 7); ebenso kh^C E^.k, also {geht} die linke 
Seite von (13) in kf . kg^ . khy^ { über ) , was Null ist. Femer da /; g^, h^ 
in der geraden Linie B liegen, so wird, wenn auch k in B liegt, 
M^kg^^kh^^Ei B'^ also geht dann die linke Seite von (13) in 
^'BCgy^ .BCh^ über, das heisst in ein Produkt dreier geraden Linien, 
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die durch ein und denselben Punkt BC gehen; also ist ihr Produkt 
Null. Es wird also jeder Punkt Ä, der in B oder C fällt, der Glei- 
chung (13) genügen, und mithin muss die Linie (13) in drei gerade 
Linien zerfallen. 

Um die dritte zu finden, suche man zwei ihrer Punkte. Ein 
solcher Punkt ist aus der Gleichung (13) leicht zu finden, wenn man 
sie in der Form kfikg^Cg^h^Cli^li =0 schreibt (Regel 3) und den 
Punkt so bestimmt, dass 1^t(kgiCg^\ schon Null ist. Die Gleichung 
hf{kg^Cgi)hj^ = sagt aus, dass die geraden Linien Jcf und Jcg^Cg^ 
durch den Punkt 7*^ gehen, dass heisst, dass if\ = 0, hg^Cg^h^ = 
ist; oder, diese Gleichungen umgekehrt (Regel 3), dass h^flc = und 
f^iffiCg^k = ist; also liegt dann k in den beiden Geraden h^f und 
h^g^Cg^. Der so gefundene Punkt werde mit a bezeichnet, also 

a = h^g^Cg^{hJ) 

gesetzt. Aus gleichem Gnmde wird der Gleichung (13) durch den Punkt 

ß = h^g,C\{gJ) 

genügt, und da diese Punkte im Allgemeinen nicht in den Geraden B 

und C liegen, so ist aß die dritte der Geraden, in welche die Linie 

(13) zerfällt. Liegt nun k in dieser Geraden, so wird der Gleichung (13) 

genügt; das heisst, es gehen dann die drei geraden Linien kf, kg^Cg^, 

k\Ch^ durch einen und denselben Punkt; derselbe heisse 6^, so wird 

nun die Gleichung 

xaAa^ . xhBkCh^ , xc = 

durch jeden der neun Punkte a ... i, wenn er statt x gesetzt wird, 
befriedigt. Denn dass die Punkte «, 6, c, d, e, i ihr genügen, ist oben 
bewiesen; aber auch /*, g, h genügen ihr, denn da die geraden Linien 
^f} ^9%^9ij k\Ch^ durch \ gehen, so hat man, wenn man noch für 
kf das ihm gleiche kfCf schreibt, die drei Gleichungen 

kfCß,=0, kg,Cg,b, = 0, kh,Ch,b, = 0, 

oder umgeordnet (Regel 2, 3): 

ß^Ckf=0, gib^Ckg^ = 0, }^\Ckh^ = 0, 

273 Aber f, g^, h^ waren die Werthe von p und /*, g^, h^ die von 5, 
wenn x beziehlich die Werthe /*, g^ h annahm, also wird die Gleichung 
(12) auch für x^fg,h erfüllt, mithin auch die mit (12) identische 
Gleichung (11); und die Aufgabe ist gelöst. Da übrigens k in aß 
und in i^i^ lag, so hat man k Ei: cLß{iy^i^, und da \ in kf und in kg^Cg^ 
lag, so hat man bi^ikg^Cgi{kf), Somit hat sich folgender Satz ergeben: 
Wenn a . , , i neun beliebige Punkte sind, und 

Ä^de, a^^z:iaf,cd, B^ef, C^ei^, k^aß(i^iS)y \^kg^Cg^{kf) 
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gesetzt uird, wo g^, h^, i^ die Funkte sind, in welche sidi xaAa^ ,xc 
verwandelt, wenn man statt x nach und nach die Punkte g, h, i svibstir- 
tuirty und g^, Äg, »j die Punkte, in welche sich xhB verwandelt, wenn man 
statt X heziehlicii die Punkte g, h, i setzt, und wo 

a = h^g^ Cg^QiJ); ß = h^g, C\{gJ) 
istj so ist 

xaÄOi . xbBkCbi , xc = 

die Gleichung der Kurve dritter Ordnung, weldie durch die gegebenen 
neun Punkte a , , . i gdit 

Es lässt sich die gefundene Gleichung nach § 6 nun auch auf die 
einfachere Form (2) zurückführen; was ich jedoch nicht weiter verfolge. 

Es drückt die oben gefundene Gleichung zugleich die lineale Be- 
ziehimg aus, welche zwischen zehn Punkten a, b, . , . i, x herrschen 
muss, damit sie in einer Kurve dritter Ordnung liegen; also die lineale 
Eigenschaft des einer solchen eingeschriebenen Zehnecks. 

Es ist dies die einfachste Eigenschaft dieses Zehnecks/ die ich 
bisher bemerkt habe, obgleich die Gleichung (11), welche dieselbe dar- 
stellt, nachdem man statt der darin vorkommenden Grössen die ange- 
gebenen Ausdrücke substituirt hat, bis nur noch die zehn Ecken des 
Zehnecks darin vorkommen, noch immer 369 Faktoren enthält, indem 
nämlich a, c, d je 62mal, x, b, e, f, g, A, i beziehlich 3, 11, 51, 48, 24, 
21, 25 mal darin vorkommen. 

§9. 
Fernere Sfttae über das Zehneek in einer Kurve dritter Ordnung. 

Ich theile zum Schlüsse noch einige hierhergehörige Sätze mit, 
ohne den leicht sich ergebenden Beweis beizufügen. 

I. Zwischen zehn Punkten a . , . k einer Kurve dritter Ordnung 274 
bestehen folgende Eigenschaften: 

a) Wenn man durch vier der Punkte (zum Beispiel a^ b, c, d) 
sechs Kegelschnitte legt, welche ausserdem beziehlich durch je einen 
der übrigen sechs Punkte {e . . , k) gehen, so lässt sich stets ein eilfter 
Punkt (/) {der Kurve} von der Art finden, dass jene sechs Kegel- 
schnitte mit den sechs Strahlen, die von dem eilften Punkte (l) nach 
diesen sechs Punkten {e . . .k) gehen, projektivisch sind. 

6) Wenn man zwei von den Punkten (zum Beispiel a, 6) zu 
Mittelpunkten zweier Strahlbüschel von je acht Strahlen macht, deren 
entsprechende Strahlen sich in den übrigen acht Punkten (c . . . k) 
schneiden, so lassen sich stets zwei Gerade A und B finden, welche 
jenen Strahlbüscheln projektivisch sind und welche die «Beschaffenheit 
haben, dass jede Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte dieser 
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\ Geraden durch den Punkt geht, in welchem sich die diesen Punkten 
entsprechenden Strahlen jener Strahlbüschel schneiden. 

c) Wenn man drei von den Punkten (zum Beispiel a, 6, c) zu 
Mittelpunkten dreier Strahlbüschel von je sieben Strahlen macht, deren 
entsprechende Strahlen sich in den sieben übrigen Punkten (f/ . . . Ä) 
treffen, so lassen sich alleraal drei siebenpunktige Geraden finden, die 
beziehlich den drei Strahlbüscheln projektimsch sind und von deren 
Punkten je drei entsprechende in gerader Linie liegen. 

d) Wenn man, wie in c), drei der Punkte zu Mittelpunkten dreier 
Strahlbüschel von je sieben Strahlen macht, deren entsprechende 
Strahlen sich in den sieben übrigen Punkten treffen, so lassen sich 
stets drei andere Strahlbüschel von je sieben Strahlen finden, die den 
ersteren prqjektivisch sind und von deren Strahlen je drei entsprechende 
durch einen und denselben Punkt gehen. 

e) Legt man durch die zehn Punkte zwei gesonderte (das heisst 
nicht ganz oder theilweise zusammenfallende) Linien v^ierter Ordnung, 
so schneiden sich diese ausserdem in sechs Punkten, durch welche sich 
ein Kegelschnitt legen lässt. 

II. Umgekehrt: Wenn zehn Punkte eine der genannten fünf Eigen- 
schaften besitzen, so liegen sie in einer Linie dritter Ordnung. 

Von diesen fünf Eigenschaften habe ich die erste schon früher 
(Bd. 42, S. 208 {hier S. 103}) in entsprechender Weise für Kurven 
beliebiger Ordnung nachgewiesen, und namentlich auch auf Kurven 
vierter Ordnung angewandt (Bd. 44, S. 21 ff. {hier S. 131 f }). Die 
folgenden drei Eigenschaften gehen aus den drei Hauptformen der 
linealen Gleichungen dritten Grades, wie sie an die Spitze dieses Auf- 
275 Satzes gestellt sind, f hervor. Die fünfte Eigenschaft, welche sich am 
leichtesten durch Funktionsverknüpfungen (vgl. Bd. 42, S. 204 ff. {hier 
S. 95ff. j) ableiten lässt, erhält ein besonderes Interesse, wenn man als 
die betreffenden Kurven vierter Ordnung zwei Vereine von je zwei 
Kegelschnitten annimmt, von denen jeder Kegelschnitt durch fünf der 
gegebenen Punkte geht, der demselben Vereine angehörige also durch 
die fQnf übrigen Punkte. Es zeigt sich diese Eigenschaft der des Sechs- 
ecks, welches einem Kegelschnitte eingeschrieben ist, ganz entsprechend, 
indem sich der Pascal Ische Satz zu folgendem Satze erweitem lässt: 

Wenn man du/rch sechs Punkte eines Kegelschnitts zwei gesonderte 
Linien dritter Ordnung legt, so treffen sich diese ausserdem in drei Punkten, 
die in gerader Linie liegen. Und nimmt man hierbei als die hetreffenden 
Kurven zwei Vereine von je drei Geraden an, so hat man den Pascal- 
sehen Satz in der gewöhnlichen Form. 

Stettin, den 15. April 185;'). 
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Verschiedene mathematische Bemerknngen. 



Von 

Professor H. Grassmann, 

am QjrmiutBiam in Stettin. 



Grunerts Archiv, Bd. 49, Heft 1, S. 1—3 (1868). 



Bildung rationaler Dreiecke. 

Es ist bekannt, dass, wenn in einem Dreiecke die drei Seiten 
unter sich und zu einer der Höhen in rationalem Verhältnisse stehen, 
sich aus diesen vier Stücken eine grosse Anzahl anderer Stücke ergiebt, 
welche gleichfalls zu jenen in rationalem Verhaltnisse stehen. Man 
hat solche Dreiecke passend ,,rationale^ genannt. Man pflegt sie durch 
Zusammensetzung zweier rationaler rechtwinkliger Dreiecke abzuleiten. 
Allein, es ist zweckmässiger, ihre Bildungsweise von dem rationalen 
rechtwinkligen Dreiecke unabhängig zu machen, und die Bildung des 
letzteren in jene als besonderen Fall einzuschliessen. Dies gelingt aufs 
leichteste vermittelst des folgenden Satzes, bei welchem die Seiten und 
Winkel mit a, 6, c* a, ß, y; der halbe Umfang mit p, femer 2; — a, 
P — bfP — c mit jPi, p^y p^] die Radien des eingeschriebenen und der 
an die Seiten a, 6, c angeschriebenen Kreise mit p, p^, pg, pj be- 
zeichnet, und unter den letztgenannten acht Grössen die mit gleichem 
Index versehenen „entsprechende'' genannt sind. 

„Wenn man aus den zwei Gruppen p, p^, /?,, p^ und q^ pj, q^^ pj 
drei beliebige auswählt, die jedoch nicht alle derselben, Gruppe ange- 
lioren, und unter denen keine zwei sich entsprechen dürfen, so wird 
das Dreieck stets rational, sobald die drei so gewählten Grössen in 
J^tionaiem Verhältnisse stehen." 

Namentlich: 

„Wenn für ein Dreieck p, p^ , p^ in rationalem Verhältnisse stehen, 
80 ist das Dreieck rational, und umgekehrt jedes rationale Dreieck 
1^ sich auf diese Weise ableiten." 
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2 ,^uch gilt dies noch in gleicher Allgemeinheit, wenn p = 1 und 
pjf^ > 1 angenommen wird." 

Der Beweis folgt auf ganz elementare Weise entweder aus den 
Formeln 

verbunden mit dem Satze, dass sich die Tangente der Summe rational 
durch die Tangenten der Stücke ausdrücken lässt, oder noch einfacher 
aus der bekannten Formel 

PiPiPs = Q^P = q\Pi + ft + Ps); 

welche unmittelbar zum Beispiel p^ aus q, p^, p^ rational ausdrücken 
lehrt. Aus p^, p^, p^ folgen dann aber die Seiten durch Addition je 
zweier, p durch Addition aller drei, und h dann = 2pQ : a. Da man 
nun die entsprechenden Formeln auch für q^ u. s. w. hat, zum Beispiel 

PPiPs = qIPi = q\(J> — i>2 — Pil 

und sich die Grössen der einen Gruppe {p,Pi, . . .) umgekehrt wie die 
entsprechenden der zweiten (p, p^, . . .) verhalten, so ist damit der erste 
Satz erwiesen. Die im zweiten enthaltene Umkehr folgt sogleich 
daraus, dass durch die Grössen a, 6, c, h (Höhe) die Grössen jp, jd^, 
j>2, 2)j, femer der Inhalt, und also auch die Grössen Qj Qx, - • - rational 
ausdrückbar sind. Dass die Einschränkung p^p^ > q^ hinzugefügt 
werden kann, ist darin begründet, dass im entgegengesetzten Falle q 
aufhört, Radius des eingeschriebenen Kreises zu sein. Auch kann man 
den Beweis des Satzes darauf gründen, dass sich sin x und cos x durch 
tangy^ rational ausdrücken lassen. 
Setzt man p = 1 , so wird 

und die Seiten, Höhen, Höhenabschnitte, p^, q^, pj, die Schwerlinien, 
der Radius des umschriebenen Kreises, Inhalt u. s. w. lassen sich dann 
aus p^ und ^2 ^^ leicht ausdrücken, dass man daraus treffliche Auf- 
gaben für Schüler herleiten kann. 

Ist ß ein rechter Winkel, so wird p^ = q := \^ also 

also 

a : b : c = 2p, : ip,' + 1) : ip,* - l), 

was die bekannten Formeln für die rationalen rechtwinkligen Dreiecke 
darbietet. 
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Leicht kann man die Rationalität der Dreiecke noch weiter treiben, 
und zum Beispiel dem Verlangen Genüge thnn, dass ausser den Torher 
genannten Stücken auch die winkelhalbirenden Linien rational sein 
sollen. In der That, wenn ABC das verlangte Dreieck ist und M 
der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises, so hat man nur das Drei- 
eck MJBC in der erst genannten Weise rational zu bestimmen, so ist 
ABC m der zuletzt genannten Weise f rational, wie sich am leichtesten 3 
daraus ergiebt, dass sin x und cos x durch tang \ x rational ausdrückbar 
sind. Und auf gleiche Weise könnte man die Rationalitat auf noch 
höhere Grade treiben. 

Angenäherte Konstruktion von %, 

Entwickelt man % in einem Kettenbruche, so ist die zweite 
brauchbare Annäherung (wenn man als unbrauchbar diejenigen be 
seitigt, in denen der nächstfolgende Nenner des Kettenbruches gleich 1 
ist) gleich 3^ = 3,1415929 ... Da nun 113 = 7* + 8« ist, so er- 
enriebt sich daraus 

ö Fig. 84. 

folgende angenäherte 
Rektifikation desKreis- 
umfanges. Man um- 
schreibe dem Kreise 
ein Quadrat ABCV 
(siehe Fig. 34), und 
sei E der Punkt, in 
welchem AB vom 
Kreise berührt wird. 
Man schneide Ton CD 

ein Stück CF= ^CD ab, ziehe AF, errichte darauf in F ein Loth 
welches AD in G schneide; ziehe GE, errichte hierauf in E ein Loth, 
welches ^D in ^ schneide, so ist die gebrochene Linie 

BCDH= 3j^ = 3,1415929 . . . 
des Durchmessers. 

Denn DG = g, also ^G = 1 + g = i^, also 

4 TT 1 . 113 16 

^^-^ 4 • C4 113 > 
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also: 



BCDH= 3 + j^3 = 3,1415929 . . . 



des Durchmessers. 



(Werden fortgesetzt.) 



öriumtmi, W«rk«. U. 
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XVI. 



49 Lösung der Gleichung cc*+2/*+^*+^^'=0 in gai 

Zahlen. 



Von 

Professor H. Orassmann, 

am Oynmaainm in Stettin. 



Grunerts Archiv Bd. 49, Heft 1, S. 49^60 (1868). 



Unter vier ganzen Zahlen müssen sich mindestens zwei an, 
lassen^ die in Bezug auf den Modul 2 kongruent sind. Es gelt< 
für X und y, so gilt es nach der Gleichung 

(1) x^ + y» + ;?» + w» = 
auch für z und u. Man setze: 

(2) x = a -\- c, y = a — c, z ^= — 6 + ^? **== — ^ — ^7 
so verwandelt sich die Gleichung (1) in a'-|-3ac* — 6* — 36(P = C 

«a j,8 

(3) fL_A = 6d« — acl 

Man überzeugt sich leicht^ dass a und hy abgesehen von einem ge 
schaftlichen Faktor^ Quadratzahlen sein müssen. Man setze dahe 

(4) a = ma^, b = m/S*, 
so wird 

(5) I m* («« — /3«) = {ßd + ttc) (ßd — ac). 

Hierin liegt die folgende Lösung: 

,,Man setze für a, ß, m drei beliebige ganze Zahlen, z< 
P = ^m^(a^ — ß^) auf beliebige Art in zwei Faktoren p und q, und 

50(6) d=^, = ^; 

bestimme dann a und b durch die Gleichungen (4) und x, y, z, u 
die Gleichungen (2), wobei man die etwa vorhandenen Nenner 
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Multiplikation mit dem Generalnenner wegschafft: so ist die Gleichung (1) 
in ganzen Zahlen gelöst.^ 

Man kann die Nenner auch dadurch entfernen ^ dass man für d 
und c (nach ihrer Reduktion) ihren Generalnenner g bestimmt, und 
f^ mj p, q ihr ^-faches^ also mg, pg, qg setzt. Man kann daher^ un- 
beschadet der Allgemeinheit^ die gebrochenen Werthe f&r c und d, 
ebenso aber auch die negativen für a, b, c, d, ausschliesseU; und an- 
nehmen, dass die zwei Zahlen a und ß, und ebenso die drei Zahlen 
fiij pj q keinen gemeinsamen Faktor haben, indem ein solcher im ersten 
Falle zu m gezogen, im letzten ganz unterdrückt werden kann. Bei- 
spiele mögen das Verfahren erlautem. 

Ist a = ß = l, so erhalt man die selbstverständliche Lösung 
^i-f—x^ — y^=0. Ist a = 2, /S = 1, so wird P = ln^ 21 = pq, 
was yier brauchbare Zerlegungen gestattet, nämlich 

P = 21 w« . 1 = 21 . m> = 7m^ 3 = 7 . 3in> 

(welche für m = 1 paarweise zusammenfallen). Die erste Zerlegung 
giebt stets brauchbare Lösungen, wenn m ungerade ist; zum Beispiel 
für m = 1, 3, 5 erhalten 

z u die Werthe: 

10 ~ 12 

92 —98 

258 — 268; 

die zweite (21 . w*), wenn m ungerade, aber weder durch 3 noch 
durch 7 theilbar ist, zum Beispiel fär m = 5, 11, 13: 

21 19 18 —28 

69 19 60—82 

89 15 82 —108; 

die dritte (7 m* . 3), wenn m ungerade, aber nicht durch 3 theilbar ist, 
zum Beispiel fQr w = 1, 5, 7: 

5 3 4—6 

63 —23 84 —94 

113 — 57 166 — 180; 

die vierte (7 . 3w*), wenn w ungerade, aber nicht durch 7 theilbar ist, 
2nm Beispiel für w = 3, 5, 9: 

17 7 14—20 

37 3 36 —46 

95 —23 116 —134. 
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93 Elementare Auflösung der allgemeinen Gleichung 

vierten Grades. 



Von 

Professor H. Grassmanii, 

am Oyinnatiam in Stettin. 



Grunerts Archiv Bd. 61, Heft 1, S. 93—96 (1870). 



Die folgende Auflösung der Gleichung vierten Grades ist ein&cher 
als die mir bekannten, und eignet sich vorzüglich zur Darstellung in 
der Schule. 

Die Gleichung sei (nach Wegschaffung des zweiten Gliedes) 

(1) a^ + ax^ + hx + c = 0. 

Wenn es gelingt diese Gleichung auf die Form 

(2) (x^ + dy — e(X'\' ty = 

94 ZU bringen, so ist mit der Lösung der letzteren, auch die der ersteren 
gegeben. Nun giebt die Gleichung (2) nach Potenzen von x entwickelt 

x' + {2d — e)x* — 2efx + d« — e/^ = 0. 

Diese wird der ersteren (1) identisch, wenn die Eoefficienten gleich 
werden. Das giebt die Gleichungen 

(3) 2d = e + a, 

(4) 2ef= — b 

und indem man die dritte d^ — ep = c mit ie multiplicirt und dann 
für 2d und 2ef ihre Werthe (aus (3) und (4)) einsetzt, erhält man 
e{e + <*y — 6* = 4ec, das heisst 

(5) e* + 2ae^ + (a« — 4c) e = b\ 

Da nun auch umgekehrt, wenn die drei letzten Gleichungen erfüllt 
sind, die beiden ersten identisch werden, so folgt: 

„Man suche eine beliebige der drei Wurzeln (e) der Gleichung (5), 
führe diesen Werth e in (3) und (4) ein, so sind dadurch d und f ein- 
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deutig bestimmt. Die gefundenen drei Werthe in (2) eingesetzt^ machen 
diese Gleichung mit (1) identisch (was eine gute Probe liefert). Jetzt 

bringe man die Gleichung (2) auf die Form x^ -j- d = + ye(x -\- /*), 
so erhält man durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung die vier 
Wurzeln der gegebenen Gleichung." 

Uebrigens ergiebt die letztgenannte quadratische Gleichung, nach- 
dem man sie mit 4 multiplicirt, und für d und f ihre Werthe aus (3) 
und (4) eingeführt hat. 



(6) 



2^ = £ + ]/-£«- 2a — ^, 
wo £ = + Ye ist. 



Wählt man aus der Gleichung (5) statt e eine der andern Wur- 
zeln e^, e, dieser Gleichung, so müssen nach dem erwiesenen Satze diese 
dieselben vier Wurzeln der Gleichung (1) liefern. Um dies anschau- 
licher zu übersehen ; führen wir die drei Wurzeln e, e^^ e^ ein. Nach 
der Gleichung (5) muss e -\- e^-}- e^ = — 2a und ee^^e^ = 6* sein, oder 
wenn e = «*, e^ = Sj^y e^ == fg* ^^^7 ^^ muss a^ -\- Bj^ -j- f ^^ =» — 2a, 
££j£j = Ijl J sein; wir wählen die Vorzeichen für f, £j, e^ im Uebrigen 
willkürlich, aber so dass £6^6^ = — 6 ist. Dann verwandelt sich die 
Gleichung (6) in 

2x = e +1/-^^ + (£* + s,' + O + 2e,s, = e + {s, + s,). 96 

Hier können wir das Minuszeichen weglassen, wenn wir die obige 
Zeichenbestimmung für €, f^, s^ festhalten. Also: 

„Wenn «, s^, «, drei Grössen sind, deren Quadrate die drei Wür- 
zet der Gleichung (5) sind, und welche alle möglichen Vorzeichen (+) 
aber mit der Einschrankung, dass ss^s^ mit b entgegengesetzt bezeichnet 
sei, annehmen können, so liefert die Gleichung 

(T) 2x = s + e,-j-s, 

die vier Wurzeln der Gleichung (1)/^ 

Aus dieser Gleichung tritt die Beziehung zwischen den aus den 
drei verschiedenen Wurzeln von Gleichung (5) hervorgehenden vier 
Wurzeln von (1) vollkommen in Evidenz; zum Beispiel wählen wir 
die Wurzel e^ aus Gleichung (5), so tritt 2x in den Formen 
2a;s« «1 + (« + f,) und 2x = — «i + (f — O hervor u. s. w. 

Es sei zum Beispiel 

(1) u^ — fx« + 2a; — }| = 0, 

80 erhalt man 

(5) e^ - 3e« + 6e = 4. 
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Eine Wurzel dieser Gleichung ist c = 1 (welche sich nach der all- 
gemeinen algebraischen Methode sogleich ergiebt). Dann wird also 

(3) d=-i, 

(4) /•= - 1. 
Also 

(2) \:c*-\y-ix-iy^o, 

deren Identität mit (1) sofort hervortritt, also x^ — -J= + (x — 1), 
und somit 

(6) 2x = — l+yG oder =l + iy2, wo i^Y—l. 

Ich fQge noch zwei Bemerkungen hinzu. 

Bemerkung 1. Es ist oft wünschenswerth, Öleichungen vierten 

Grades zu erhalten, bei welchen die Hülfsgieichung dritten Grades (5) 

sich durch die bekannte algebraische Methode rational lösen lässt. Dies 

96 erreicht man, wenn man drei beliebige rationale f Grössen, a, u, t; 

annimmt, und die Gleichung vierten Grades aufstellt: 

a^ + |aa;* +yu» + v^ — a^ -{- 3uva . x + fi(4uv — a«) = 0, 

woraus dann e = u -}- v — a folgt u. s. w.; so zum Beispiel war in 
obigem Beispiele a == — 1, w == 1, v = — 1. 

Bemerkung 2. Es ist die Frage, in wie weit sich die obige Methode 
auch auf beliebige Gleichungen des 2n-ten Grades anwenden lässt. 
Eine solche hat nach Wegschaffung des zweiten Gliedes (mit x^"^^) 
noch 2n — 1 Koefficienten. Ebenso viel bietet die Gleichung 

(af + ny — eiar-'' + Ff = 0, 

in welcher D und F ganze Funktionen des (n — 2)-ten Grades sind. 
Denn D und F enthalten je (n — 1) Koefficienten, wozu dann noch der 
Koefficient e kommt. Man hat zur Bestimmung dieser 2n — 1 Koeffi- 
cienten also ebensoviel Gleichungen. Wenn diese Bestimmung in irgend 
einer Weise gelingt, so verwandelt sich die gegebene Gleichung in die 
oben angegebene Form. Aus ihr folgt 

rr" + D = =Fye(af-i + JF), 

was dann durch Lösung einer Gleichung n-ten Grades die 2n Wurzeln 
der gegebenen Gleichung liefert. Bis dahin ist also alles, wie bei der 
Gleichung vierten Grades. Allein die Hülfsgieichungen, durch welche 
die Umwandlung in die verlangte Form gelingt, steigen im Allgemeinen 
zu höheren Graden an, und lassen sich nur unter besonderen Be- 
dingungen auf Gleichungen des (2n — l)-ten Grades zurückführen. 



xvm. 
Zur Theorie der Kurven dritter Ordnung, 606 

Von 

H. Grassmann, 

Korrespond. Mitgliede. Aus einem Schreiben an A. Clebsch. 



G^ttinger Nachrichten 1872, Nr. 26 vom 13. November, S. 506—509. 



— Der Satz, den Sie in Bd. 5 Ihrer Annalen (S. 425) über das einer 
Kurve dritter Ordnung f eingeschriebene Dreieck, dessen Seiten durch 506 
drei gegebene Punkte dieser Kurve gehen, aufgestellt haben und der 
dem von mir in Grelles Journal (Bd. 52, S. 261 {hier S. 225}) mit- 
getheilten Satze entspricht, lässt sich leicht auf beliebige Vielecke mit 
ungerader Seitenzahl ausdehnen. 

Zu dem Ende gehe ich auf folgende sogleich einleuchtende Sätze 
zurück (vgl. Grelles Journal a. a. 0., S. 258 f. {hier S. 222 f.}): 

1. Die Ebene wird durch eine in ihr liegende algebraische Kurve 
in Theile zerlegt, von denen man je zwei (lineal) aneinandergrenzende 
als etUgegengesetzt bezeichnet betrachten darf, sodass also, wenn einer 
dieser Theile als positiv angenommen wird, auch fär jeden andern 
Theil unzweideutig feststeht, ob er positiv oder negativ sei. 

Nachdem diese Bestimmung getroffen ist, kann man femer fest- 
setzen, ein Punkt, welcher sich auf der Kurve bewegt, bewege sich 
nach rechts hin, wenn der positive Flächenraum, an dessen Grenze er 
sich Unbewegt, dem mit ihm Gehenden rechter Hand liegt. Dies fest- 
gestellt, ergiebt sich sogleich: 

2. Wenn eine Gerade um einen einfachen festen Punkt einer 
Knne n-ter Ordnung sich bewegt, so bewegen sich die n — 1 übrigen 
Dwchschnittspunkte der Geraden und der Kurve abwechselnd nach 
entgegengesetzten Seiten (rechts und links). 

Da man femer unendlich entfernte Punkte, welche vom Endlichen 
*n8 betrachtet (in derselben oder) in parallelen Linien liegen, als einen 
einzigen Punkt betrachten kann, so darf man sagen, ein Punkt durch- 



248 XVin. Zur Theorie der Kurven dritter Ordnung. Gott. Nachr. 1872. 

laufe einen Zug der Kurve einfach^ wenn er sich so auf ihm fortbewegt, 
507das8 er zuletzt wieder zu dem Ausgangspunkte f zurückkehrt^ ohne 
aber inzwischen irgend einen Punkt seiner früheren Bahn wieder be- 
rührt zu haben^ wobei jedesmal, wenn der Punkt ins Unendliche vor- 
gerückt ist, er dann sogleich in entgegengesetzter Richtung (aber auf 
neuer Bahn) wieder aus dem Unendlichen dem Endlichen zustrebt. 

3. Hiemach besteht die Kurve dritter Ordnung aus zwei Zügen, 
von denen der eine durch jede Gerade in einer ungeraden, der andere 
(der also auch imaginär werden kann) in einer geraden Anzahl von 
Punkten geschnitten wird. Ich will den ersteren den Haupkug, den 
anderen den Nehenzug nennen. 

4. Wenn eine Gerade sich um einen einfachen Punkt einer Kurve 
dritter Ordnung bewegt und einer der beiden anderen Durchschnitts- 
punkte der Geraden und der Kurve einen Zug derselben einfach durch- 
läuft, so thut es auch der andere (weil die Rückkehr des einen auch 
die des andern bedingt). 

Um nun zu dem allgemeinen Satze zu gelangen, nehme ich in 
der Kurve dritter Ordnung eine ungerade Anzahl n von einfachen 
festen Punkten a^, a^j ... a^ und eine bewegliche gebrochene Linie 
^i> ^2^ • • • ^«+1 *^; deren w + 1 Ecken auf der Kurve liegen und 
deren n Seiten nach der Reihe durch die n festen Punkte gehen, das 
heisst, ich ziehe von a^ durch den auf der Kurve sich bewegenden 
Punkt x^ eine Gerade, welche die Kurve zum dritten Male in x^ 
schneidet, ziehe oc^a^y welche die Kurve zum dritten Male in x^ 
508 schneidet u. s. w., zuletzt x^a^j welche die Kurve f noch in x^^^ 
schneidet. Durchläuft nun x^ einen Zug der Kurve einfach, so thut 
das (nach 4.) auch x^y also auch x^ u. s. w., zuletzt x^^^. Ferner 
müssen (nach 2.) die Endpunkte jeder Seite der Figur nach entgegen- 
gesetzten Seiten (links und rechts) sich bewegen, also, da die Seiten- 
zahl n ungerade ist, auch x^ und x^^^. Femer, wenn einer der Punkte 
du - > ' CL^ ^^f ^^^ Hauptzuge liegt, so müssen (nach 3.) die Ecken 
der durch diesen Punkt gehenden Seite auf ein und demselben Zuge 
sich bewegen, wenn hingegen einer jener Punkte auf dem Nebenzuge 
liegt, so bewegen sich die Ecken der durch diesen Punkt gehenden 
Seite in verschiedenen Zügen-, wenn also m jener Punkte «i, . . . a^ 
auf dem Nebenzuge liegen, so wechseln die Punkte ^i, . • ^«+i nach 
der Reihe m-mal den Zug,- in welchem sie sich bewegen; ist also m 
eine ungerade Zahl, so bewegen sich x^ und x^^^ in verschiedenen 
Zügen, können sich also nie begegnen; ist aber m gerade, so bewegen 
sich Xy^ und x^^^ auf demselben Zuge und durchlaufen ihn nach dem 
Obigen einfach und nach entgegengesetzter Seite, begegnen sich also 
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auf ihm zweimal. Da dies auf jedem der beiden Züge geschehen 
kann, so folgt: 

Wenn auf einer Kurve dritter Ordnung eine ungerade Anzahl n von 
funkten gegeben ist, von denen eine gerade Anzahl auf dem Nehenzuge, 
die übrigen auf dem Hauptzuge liegen, so giebt es vier n-Ecke, deren 
FAen f auf der Kurve liegen und dereti Seiteti einzeln durch die n ge- 500 
^elenen Punkte gelten. 

Von diesen vier n-Ecken werden nur dann zwei imaginär, wenn 
der Nebenzug selbst imagiimr wird. Wenn aber eine ungerade Anzahl 
der n Punkte auf dem Nebenzuge liegt, so ist kein Vieleck der ge- 
nannten Art möglich. 

Es liegt hierin (für n = 1) der Satz, dass man von jedem Punkte 
des Hauptzuges vier und, wenn der Nebenzug imaginär ist, zwei reelle 
Tangenten an die Kurve ziehen kann, von einem Punkte des Neben- 
znges keine. 

Femer kann man den Satz dahin erweitem, dass man statt jeder 
beliebigen Seite, zum Beispiel statt der Seite x^x^^ die durch a^ geht, 
einen Bogen x^x^ setzt, der einem durch vier gegebene Punkte a^, b^, 
Cj, i^ der Kurve gehenden veränderlichen Kegelschnitte angehört. Auch 
hier muss von den sämtlichen gegebenen Punkten eine gerade Anzahl 
auf dem Nebenzuge liegen. Der Beweis dieses allgemeinen Satzes ist 
ganz derselbe wie der oben für geradseitige n-£cke mitgetheilte, indem 
sich die Hülfissätze unmittelbar auf diesen allgemeinen Fall übertragen 
lassen, wobei Satz 3 dann aussagt, dass jeder Zug durch einen Kegel- 
schnitt in einer geraden Anzahl von Punkten geschnitten wird. 



XIX. 

067 lieber zusammengehörige Pole und ihre Darstellung 

durch Produkte. 



Von 

H. Orassmann in Stettin. 



Götünger Nachrichten 1872, Nr. 28 vom 25. December, S. 667—676. 



An die Königliche Gesellschaft der Wissenschaften 

zu Göttingen. 

Unter dem erschütternden Eindrucke^ welchen der für die Wissen- 
schaft unersetzliche Verlust eines der hervorragendsten Meister auf fast 
allen Gebieten der Mathematik auf mich, wie gewiss auf alle gemacht 
hat, welche seine bahnbrechenden Leistungen zu schätzen wissen, ver- 
suche ich einige der Gedanken niederzuschreiben, welche die letzten 
Arbeiten, die das unerschöpfliche Genie des Dahingeschiedenen hervor- 
brachte, und die er im letzten Hefte seiner Annalen sowie der Nach- 
richten unserer Gesellschaft niederlegte, in mir erregt haben. Nichts 
davon ahnend, dass A. Clebsch mitten aus seiner glänzenden Lauf bahn, 
668 die er mit rüstiger Jugendkraft durchschritt, f herausgerissen werden 
sollte, hatte ich ihm noch nicht zwei Wochen vor seinem Tode einen 
kurzen Aufsatz, der an eine jener Arbeiten (Annalen Bd. 5, S. 424) 
anknüpfte, übersandt*), ihm die Art seiner Veröflfentlichung anheim- 
stellend, und ihm zugleich für die nächsten Wochen einen Aufsatz 
zugesagt, welcher sich auf eine mit jener ersteren eng verbundene 
Arbeit (ebendaselbst S. 422) beziehen sollte. Ich nehme mir die Frei- 
heit, diese letztere der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaft hier- 
mit vorzulegen. 

Clebsch hat in dem letzten Hefte seiner Annalen (S. 422 — 424) 
die von Hesse gefundene Eigenschaft der Polenpaare einer Kurve dritter 
Ordnung und die daraus abgeleitete Schröter'sche Konstruktion dieser 

*) { Nr. XVIU der vorliegenden Ausgabe. ) 
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Kurve durch drei gegebene Polenpaare behandelt und in gewohnter 
Weise durch wenige tief in das Wesen der Sache einschneidende Sätze 
und Bemerkungen die ganze Betrachtungsweise wesentlich gefordert. 
Indem ich den von ihm eingeschlagenen Weg verfolgte^ gelang es mir, 
der Betrachtung noch eine andere Seite abzugewinnen, welche auch 
eine unmittelbare Anwendung auf Kurven höherer Ordnungen gestattete, 
und für diese eine Reciprocitat erkennen lässt, wie sie zwischen Pol 
und Polare eines Kegelschnittes herrscht. 

Zu dem Ende wende ich eine Bezeichnung der Kurve w-ter Ord- 
nung an, welche der von Clebsch mit dem glücklichsten Erfolge ge- 
brauchten symbolischen Darstellung einer solchen Kurve nahe verwandt 
ist Sind nämlich x^, x^j x^ Dreieckskoordinaten, bezogen auf ein 
Dreieck, dessen Ecken e^, e^, e^ seien, und bildet man die Potenz 
(^1 + ^1 + ^zT ^°d multiplicirt jedes Glied in der Entwicklung dieser 
Potenz mit f einem Koefficienten, so nenne ich mit Clebsch diese 569 
Koefficienten zugleich Koefficienten der so entstandenen Funktion 9. 
Aber statt nun die Potenz {x^ + ^2 "f" ^s)" ^^ Symbol dieser Funktion 
zu gebrauchen, wende ich, gemäss meiner Darstellung in der Ausdeh- 
Dungslehre (von 1862, Nr. 358 {diese Ausgabe I, 2, S. 230)), ein be- 
liebiges Zeichen a oder u^ in der Weise als Symbol derselben an, dass 
dies Zeichen mit beliebigen Potenzen jener Ecken e^, e,, 63 multiplicirt 
denjenigen Koefficienten jener Funktion 9 bezeichnet, welcher zu dem 
Produkte der entstehenden Potenzen von x^, x^, x^ gehört. Also wenn 

irgend ein Glied der Funktion 9 ist, c.^j der Koefficient von x^*x^x^ in 

der Entwickelung der Potenz {x^ + ^2 + ^s)"» ^iki *1^^ ^^^^ ^^"^ 
Obigen der zugehörige Koefficient von 9, und «^ das Symbol von q> 
ist, so ist stets 

Wird nun endlich der Punkt Xy dessen auf das Dreieck c^, e„ 63 bezogene 
Koordinaten x^yX^, x.^ sind, ^= x^e^-^ x^e^ -f" ^s^s gesetzt (Ausdehnungs- 
lehre von 1844, § 116 und 117 {diese Ausgabe I, 1, S. 191—193}, Möbius 
barycentrischer Calcäl), so leuchtet unmittelbar ein, dass die obige Funk- 
tion tp genau dargestellt wird durch a^a;"; zum Beispiel wird die Funktion 

«uV + «88^2* + «83 V + 2023X30:3 + 2a^^x^x^ + iay^x^x^ = a^x^ 

sein. Wird a^af = 0, so ist der Ort für x eine Kui-ve w-ter Ordnung, 
^d wir können daher «^ f auch als Symbol dieser Kurve auffassen. 670 

Sind nun a und h zwei beliebige Punkte und A eine veränderliche 
Zahl, 80 stellt a-^- Xh bekanntlich jeden beliebigen Punkt der Geraden 
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ab dar, und die Gleichung a„(a + Afc)" = liefert die n Durchschnitts- 
punkte dieser Geraden mit der Kurve cc„. Die Entwickelung giebt 

(1) «„a" + n . a^a^-^b . X + ^(**^ ^^ a^a^-^K A* H = 0. 

Diese Gleichung zeigt, dass, wenn die m ersten Glieder derselben 
null sind, auch m Werthe von A null sind, also die Gerade ab die 
Kurve «„ in a w pnnktig berührt, femer dass, wenn die m ersten 
Glieder für jeden Werth von 6 verschwinden, auch jede durch a ge- 
zogene Gerade die Kurve in a m-punktig triiSt, das heisst, a ein m-facher 
Punkt ist. Setzen wir nun ein Symbol «^ nur dann gleich Null, wenn 
es mit beliebigen m Punkten mnltiplicirt Null giebt, oder, anders aus- 
gedrückt, wenn seine sämmtlichen Koefficienten null sind, so können 
wir sagen a^a"""* = drücke aus, dass der Punkt a ein (m -f- l)-facher 
Punkt der Kurve a„ sei; namentlich a^a'*""^ = 0, dass a ein Doppel- 
punkt derselben sei. 

Die Glieder in der obigen Gleichung (1) stellen, wenn man b ver- 
änderlich setzt, die zu der Kurve «„ gehörigen Polaren von a dar. 
Namentlich ist of„a Symbol der ersten Polare von a, welche ich schlechthin 
271 die Polare von a f nennen will, a^a^ Symbol der zweiten Polare 
von a, welche ich die Polare von a* nennen will, u. s. w. Femer 
werde ich die durch das Symbol cc^aiO^ . . . a^ dargestellte Kurve 
(n — m)-ter Ordnung die zu der Kurve a„ gehörige Polare des Vereins 
der Punkte a^, a^ , , .,a^ oder kurz die Polare von äiOj • • • ^m iiennen. 

Diese Bestimmungen genügen, um die Polenpaare einer Kurve 
dritter Ordnung und die zusammengehörigen Pole von Kurven höherer 
Ordnung auf die einfachste Weise abzuleiten. In der That bestimmt 
die Gleichung 

(2) a^ab = 

a und 6 als Polenpaar der Kurve cfj. Setzt man die Polare von a, 
also «3«, = Oj, so sagt die Gleichung a^b =^0 aus, dass b ein Doppel- 
punkt des Kegelschnittes a^ ist, das heisst, dass die Polare von a in 
zwei gerade Linien zerfallt, die sich in b schneiden. Diese Eigenschaft 
haben aber die' Punkte a der Hessiana von »3, das heisst a (und also 
auch V) liegt in dieser Hessiana, imd jeder Punkt a der letzteren hat 
die Eigenschaft, dass a^ab = ist, wenn b den Doppelpunkt der 
Polare von a bezeichnet. Auch leuchtet sogleich ein, dass (falls nicht 
«3 in drei durch einen Punkt gehende Gerade ausartet) zu jedem 
Punkte a der zugepaarte b genau und eindeutig bestimmt ist. 

Die Gleichung (2) lehrt alle hierher gehörigen Aufgaben aufis ein- 
fachste lösen. So liefert sie sogleich die Gleichung der Hessiana. Denn sie 
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sagt auSy dass a^ab mit jedem Punkte multiplicirt Null giebt^ {und} 
dies wird erfüllt, wenn «3 a 6 mit dreien ein Dreieck bildenden Punkten 
^17 ^^> ^ t einzeln multiplicirt Null giebt, also wenn 672 

tt^ae^h = cc^de^b = cc^ae^b = 

ist, das heisst, wenn b der Durchschnitt der drei Geraden a^ae^j (^^CLe^^ 
a^ae^ ist; die einzige Bedingung für die Hessiana ist also, dass diese 
drei Geraden sich in einem Punkte schneiden. Nun habe ich gezeigt 
(iusdehnungslehre von 1844 § 144, von 18G2 Nr. 295 { diese Ausgabe 1, 1, 
S. 243, I, 2, S. 187}, dass die Bedingung, dass drei Gerade A^ B^ C 
sich in einem Punkte schneiden, durch die Gleichung [ABC] = dar- 
gestellt werden kann. Also ist die Gleichung der Hessiana 

wo a der diese Kurve beschreibende Punkt ist; ich werde die Hessiana 
Yon a^ symbolisch mit ß^ bezeichnen. Es liegen also a und b in /S,, 
and zwar einer derselben darin ganz willkürlich; dann ist aber, voraus- 
gesetzt, dass die Curve a^ gegeben ist, der andere eindeutig bestimmt. 
Die Aufgabe, welche der Schröter sehen Konstruktion zu Grunde 
liegt, nämlich aus zwei Polenpaaren (ab und cd) ein drittes abzuleiten, 
führt hiernach auf die einfache Aufgabe zurück, aus zwei verschwin- 
denden Produkten je zweier Punkte ein drittes solches abzuleiten, und 
zwar unter Anwendung der gewöhnlichen Multiplikationsgesetze. Hierbei 
ist vorauszusetzen, dass keine drei der vier Punkte a, 6, c, e2 in ge- 
rader Linie liegen. Wir können er, b, c, d als vielfache Punkte (Punkte 
mit {je} einem Koefficienten versehen) setzen; dann lässt sich d als 
Summe der drei andern darstellen, also rf = a -j- fe -f~ ^ I^i® gesuchten 
Punkte seien 

x = x^a-\' x^b -\-c, y = y^a + y^b -f c, 

so hat man, wenn = ab = cd = xy sein soll, erstens c(a -|- fc -j- c) = 0, 
das heisst c* = — ab — ftc; und mit Benutzung dieser Gleichung 
erhält man 

xy = x^yy + x^y^b^ + (y, + x^ — l)ac-{- {y^ + x^ — l)be = 0, 

vo die einzelnen Koefficienten null f sein müssen. Aus x^y^ = Obl'd 
folgt beispielsweise x^ = 0, dann darf aber nicht x^ verschwinden, weil 
sonst X mit c identisch wäre; also folgt dann aus 3?,^, = noth wendig 
Jfi = 0, und aus den beiden andern x, = 1, y^ = 1, das heisst, einer 
der beiden gesuchten Punkte ist e + 6, der andere r + a; der Punkt 
c+h liegt aber erstens in der Geraden rb und zweitens, da r + 6 = d — a 
ist, in der Geraden ad, also im Durchschnitt beider, und aus gleichem 
Grunde der andere in dem Durchschnitte der Geraden ca und db, was 
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die Schröter'sche (schon von Hesse augedeutete) Konstruktion ist. 
Fallen a und c in der Tangente t (an ß^ zusammen und d und h in 
der Tangente f^, so ist der eine jener abgeleiteten Punkte der Durch- 
schnittspunkt dieser Tangenten, also liegt auch dieser Durchschnitts- 
punkt stets auf der Kurve /Sj. 

Aus dieser Darstellung ergiebt sich die Eigenschaft zusammen- 
gehöriger Pole für Kurven höherer Grade von selbst. Ist zum Beispiel 
«4 Symbol eine Kurve vierter Ordnung, so stellt 

(3) a^ahc = 

die Eigenschaft von drei zusammengehörigen Polen a, h, c einer Kurve 
vierter Ordnung a^ dar. Einer dieser Pole, zum Beispiel a, ist ganz 
willkürlich; dann ist aber, wenn die Polare a^a von a gleich a, ge- 
setzt wird, a^bc = 0, das heisst, b liegt willkürlich in der Hessiana /3, 
von «3. Dann ist aber (falls nicht die Polare a^ in drei durch einen 
Punkt gehende Gerade zerfällt, was nur bei besonderen Arten von 
Kurven vierter Ordnung und auch hier nur für bestimmte Punkte a 
gilt) der dritte Punkt c eindeutig bestimmt. Ich will diese Kurve /3j, 
574 da sie durch die Wendepunkte f von a, geht, der Kürze wegen die 
(zu «4 gehörige) Wenddinie des Poles a nennen; das heisst, Wendelinie 
des Punktes a nenne ich die Hessiana der Polare von a. Da man 
also die Faktoren a, 6, c vertauschen kann, so haben jede drei in 
Bezug auf eine Kurve vierter Ordnung zusammengehörige Punkte die 
Eigenschaft, dass die Wendelinie jedes der drei Punkte durch die beiden 
andern geht, oder, andei*s ausgedrückt: Bestimmt man zu einem be- 
liebigen Pole a die Wendelinie, und nimmt auf dieser einen beliebigen 
Punkt 6 an, so geht dessen Wendelinie durch a, und beide Wende- 
linien gehen durch den Punkt c, welcher mit a und b einen Verein 
dreier zusammengehöriger Punkte bildet. 

Um die entsprechenden Beziehungen für Kurven höherer Ordnungen 
darzustellen, wird es genügen, sie noch für Kurven fünfter Ordnung 
zur Anschauung zu bringen. Hier stellt die Gleichung 

(4) a^abcd = 

die Eigenschaft von vier zusammengehörigen Punkten dar. Die Hessiana 
ß^ zu der Polare ^3 ==^ a^ab des Punktenpaares ab heisse auch hier die 
Wendelinie des Punktenpaares ab (in Bezug auf die Kurve «5). Es 
haben also jede vier in Bezug auf eine Kurve 5. Ordnung zusammen- 
gehörige Punkte die Eigenschaft, dass die Wendelinie je zweier unter 
ihnen durch die beiden andern geht, oder, anders ausgedrückt: 

Bestimmt man die Wendelinie zu zwei beliebigen Punkten a und b 
der Ebene, und nimmt auf dieser Wendelinie einen beliebigen Punkt c 
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an und sucht dann zu a, b, c den dadurch bestimmten Punkt d^ welcher 
mit ihnen einen Verein von vier zusammengehörigen Punkten bildet^ 
so geht jede Wendelinie f von zweien dieser Punkte durch die beiden 675 
andern. Hierbei ist vorausgesetzt, dass die zu zweien dieser Punkte 
gehörige Polare nicht in drei durch einen Punkt gehende Linien zer- 
fallt, was nur für eine begranzte Anzahl von Punktenpaaren der Fall 
sein kann. 

Es sind hier überall nur diejenigen Gleichungen in Betracht ge- 
zogen, wo das Symbol der Kurven n-ter Ordnung mit n — 1 Punkten 
multiplicirt war, so dass überall nur eine der Faktorstellen unausgefüllt 
bleibt. Sollen mehr, zum Beispiel m der Faktorstellen unausgefüllt 
bleiben, so muss man, um zu einfachen Resultaten zu gelangen, zu- 
nächst einen andern Weg einschlagen, den ich hier nur andeuten will. 
Man hat nämlich dann eine Grösse P„ einzuführen, welche nicht un- 
mittelbar aus m Punktfaktoren besteht, sondern vielmehr aus solchen 
Produkten numerisch abgeleitet ist; {man hat} also zum Beispiel 

zu setzen, wo a^^, a^^, ... Zahlen sind. Hat man zum Beispiel 
a^aP^ = 0, wo fl^ wieder ein Symbol einer Kurve 5. Ordnung ist, so 
hat man als Ort für a eine Kurve 6. Ordnung, welche die gleich Null 
gesetzte Determinante der sechs Gleichungen 

a^aP^ej^ = 0, OgaPjCj* = 0, . . ., a^aP^e^e^ = 0, . . . 

in Bezug auf die sechs unbekannten ^lu a^^; • • •; ^is ^^^' ^^^ ^^^^^ 
sogleich, dass diese Determinantengleichung für a^a""*Pj = vom 
6(n — 4)-ten Grade ist. Die durch sie dargestellte Kurve entspricht 
genau der Hessiana. Man kann sie die zweite Determinantencurve 
nennen, wenn die Hessiana als die erste bezeichnet wird. Ganz auf 
dieselbe Weise ergiebt sich zu a„a'*"*"'P^ = f eine m-te Determi-676 
nantencurve, deren Ordnung j{m -\- l) (m -{- 2) (n — 2m) ist, und 
welche für m = 1 in die Hessiana übergeht. 

Stettin, den 15. November 1872. 
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638 Die neuere Algebra und die Ausdehnungsiel 

. Von 

Hermann Orassmann in Stettin. 



Mathematische Annalen Bd. 7, Heft 4, S. 538—548, ausgegeben am 30. C. 1874, 



Die neuere Algebra hat durch die vereinten Bemühung 
hervorragendsten Mathematiker gegenwärtig eine Ausbildung i 
welche sie fast mit allen Zweigen der Mathematik in die eng: 
Ziehung setzt und auch diese mit ihren Ideen befruchtet. Und 
Mittelpunkte aller dieser Bestrebungen stand seit einer Reihe von 
der seinen zahlreichen Freunden und der gesamten Wissenscl 
früh entrissene Clebsch^ der fast nach allen Seiten hin die 
strebungen anregte und förderte, und die vereinzelten hier ui 
gewonnenen Resultate zu verweben und durch neue und umf 
Gedanken zu beleben und auf neue vielverheissende Bahnen zu 
verstand. Durch ihn bin auch ich wieder auf das Gebiet der i 
Algebra zurückgeführt und zu dem Versuche angeregt wordei 
selbe mit dem nahe angrenzenden Gebiete der Ausdehnungsh 
näheren Zusammenhang zu setzen. Indem ich die Principien 
Wissenschaft, wie ich sie in meinen Werken von den Jahrei 
und 1862 bearbeitet habe, auf die Probleme der Invarianter 
anwandte, gelangte ich zu einem Satze, der, wie ich glaube, 
Fundamentalsatz dieser Theorie angesehen werden muss, und < 
seinem wesentlichen Inhalte nach hier sogleich aufstelle. 

§ 1- 

Fundamentalsatz. 

In diesem Satze bedeutet m die Anzahl der Einheiten (in 
raden Linie zwei, in der Ebene drei u. s. w.), aus denen die ( 
trachtung unterworfenen extensiven Grössen numerisch abgeleitet 
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k die Anzahl samtlicher Zahlkoefficienten, welche in dem zu Grunde 
liegenden Vereine algebraischer Formen vorkommen und welche samt- 
lich als von einander unabhängig betrachtet werden. 

Alle Formen (Invarianten, Kovarianten, Zwischenformen u. s. w.), 
tvdche einer gegd>enen algehraisclien Fomi oder einem Vereine solcher 
Formen entspriessen, lassen sieh aus k — m -^ 1 von einander unab'6S9 
hängigen Stammformen ais rationale Funktionen ableiten, und zwar als 
ganze Funktionen, wenn man eine gewisse ganze Funktion u dieser 
Stammformen gleich Eins setzt. Man erhalt diese Stammformen, indem 
man in den gegebenen Formen statt der extensiven Variabein x m exten- 
snve Variabein x^, . . ., x^ (statt jedes einzelnen Faktors eine beliebige 
derselben) einführt, vofi denen eine, etwa x^, mit x gleich, und eine 
andere, etwa x^, durch die übrigen ufid durdi eine der gegebenen Formen 
in der Art bestimmt ist, dass sie in Bezug auf diese Form den- 
trum erster Ordnung zu den Polen x^, . . . x^_^ wird und ausserdem 
u = [x^x^ ... x^] = l ist. Wenn dann eine beliebige dem gegebenen 
Vereine entsprossene Form TT als ganze Funktion der Stammformen dar- 
gestellt werden sott, so gditigt dies unmittelbar, indem man in TT staM der 
Einheiten e^, . . ., e^, von denen die k Koefficienten abhängen, x^, . . ., x^ 
einführt, eine der veränderlichen ZaMeii, von denen x {= x^ abhängt 
(etwa x^^ gleicli Eins und die übrigen {gleich} NuB setzt. 

Auch wenn diese invarianten Bildungen TT nur symbolisch ge- 
geben sind, lässt sich die Reduktion auf die Stammformen aufs leich- 
teste ausftthren. 

Dadurch, dass man u = l setzt, kann die Homogenitat aufhören, 
aber man kann sie stets sofort wieder herbeiführen, wenn man u so 
oft (statt 1) als Faktor hinzufügt, bis die Homogenität erreicht ist. 

Femer gilt dieser Satz nicht nur, wenn die gegebenen Formen 
einfach-algebraische, sondern auch, wenn sie alle oder einige unter 
ihnen Konnexe oder Komplexe, oder aus beiden beliebig zusammen- 
gesetzte Formen sind, zum Beispiel Formen, welche in der Ebene von 
Punkten und Linien (Annalen VI, 203), im Räume von Punkten, Linien 
(oder Summen derselben) und Ebenen, überhaupt in einem Gebiete 
*»-ter Stufe von Grössen erster, zweiter bis (m — l)-ter Stufe abhängen 
(Annalen VH, 43). 

In allen diesen Fällen kann man statt der k — w -f- 1 Stamm- 
formen auch beliebige andere aber von einander unabhängige invariante 
Bildungen (Livarianten, Kovarianten u. s. w.) einführen, welche dem 
g^ebenen Vereine entsprossen sind; aber es hört dann, wenn man 
statt aller Stammformen die üblichen invarianten Bildungen einführen 
^JI; schon bei temären Formen die Rationalität auf und man muss 

Oratimann, Werke. II. 17 
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dann zu einer grösseren Zahl jener Bildungen seine Zuflucht nehmen 
wenn man die Rationalitat bewahren will. 

Diese Bemerkungen werden genügen^ um die Bedeutung und die 
Anwendbarkeit des neuen Fundamentalsatzes vorläufig festzustellen. 
Für das nähere Verständniss ist es erforderlich, einige GrundbegriiBfe 
aus der Ausdehnungslehre aufzunehmen und sie mit der üblichen Sym- 
bolik (die ich unverändert beibehalte) in Beziehung zu setzen; docl 
540 beschränke ich mich auf das für den vorliegenden Zweck Unentbehr- 
lichste, indem ich im üebrigen auf die Paragraphen meiner Ausdeh- 



nungslehre von 1844 (Ai) und auf die Nummern der Bearbeitung der 

selben von 1862 (Ag) verweise. 

§2. 

Grandbegriffe der Ausdehnungslehre 
imd ihre Anwendung auf die neuere Algebra. 

Den extensiven Grössen, welche die Ausdehnungslehre behandelt,^;^ *? 
liegt eine Reihe von Grössen zu Grunde, welche in keiner Zahlbeziehung .JS 
zu einander stehen, das heisst, von denen sich keine aus den übrigen 
numerisch ableiten oder, anders ausgedrückt, keine sich als lineare 
Funktion der übrigen mit Zahlkoefficienten darstellen lässt, und die 
ich, sofern sie als ursprünglich zu Grunde liegend betrachtet werden, 
EinJieiten erster Stufe genannt habe. Als solche können zum Beispiel 
im Räume vier beliebige Punkte betrachtet werden, die nicht in einer 
Ebene liegen. Es seien e^, . . ., e,,, diese Einheiten, so nenne ich Grösse 

erster Stufe jede Grösse ^i^i + • • • + ^m^m> ^^ ^i> • • •> ^m Zahlgrössen 
sind, und die Gesamtheit dieser Grössen nenne ich ein Gebiet m-ter 
Stufe (A^ § 13; Ag Nr. 1 ff., { d. Ausg. I, 1, S. 46ff., I, 2, S. llff.}). 

Das Produkt zweier Grössen erster Stufe nenne ich ein kombinch 
torisches, wenn für dasselbe die Gesetze [aa] = 0, [afc] = — [bd] 
gelten, imd nenne diese Produkte und die aus ihnen numerisch ableit- 
baren Grössen Grössen zweiter Stufe. Entsprechend bei drei und mehr 
Faktoren erster Stufe, bei denen gleichfalls das Produkt Null wird, 
wenn zwei Faktoren gleich werden, und entgegengesetzten Werth an- 
nimmt, wenn man zwei derselben vertauscht. (Aj § 33; A, Nr. 52 ff. 
{d. Ausg. I, 1, S. 83 ff., I, 2, S. 38 ff.).) 

Man erhält so Grössen erster bis ni-ter Stufe, während die Zahlen 
als Grössen nuUter Stufe erscheinen. Grössen von höherer als m-ter 
Stufe kann es in einem Gebiete m-ter Stufe nicht geben, da das kom- 
binatorische Produkt von m -{- l Grössen erster Stufe schon ersicht- 
lich Null wird. Aber auch die Grössen m-ter Stufe liefern keine 
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eigenthümlichen neuen Grossen. Denn sie verhalten sich wie blosse 
Zahlen, indem [n^a^ . . . a^] = \ßie^ ... ^^1 ^ ^^^f w^nn A die Determi- 
nante der Zahlenreihen bezeichnet, durch welche «i, . . ., «^ aus «i, . . ., «^ 
abgeleitet sind (A^ § 45, A^ Nr. 62 ff. { d. Ausg. 1, 1, S. 100, 1, 2, S. 43 ff ) ). 
Schon hieraus ist ersichtlich, dass die Bezeichnung eines kombinatori- 
schen Produktes von m Faktoren mit der der symbolischen Produkte in 
der Invariantentheorie im Wesen übereinstimmt. Um diese Produkte 
(von m Faktoren) als wirkliche Zahlen darzustellen, genügt es, das 
kombinatorische Produkt der m Einheiten erster Stufe [e^Cg . . . e^] gleich 
£ins zu setzen. 

Jede Grösse jp-ter Stufe ist offenbar aus Einheiten p-ter Stufe, 
welche f die Kombinationen ohne Wiederholung aus den m Einheiten 641 
erster Stufe zur |>-ten Klasse darstellen, numerisch ableitbar. So wie 
aber die Grossen m-ter Stufe vermöge obiger Gleichung [c^c^ . . . ej = 1 
als Grössen nullter Stufe sich darstellen, so entsprechen sich überhaupt 
die Grössen j>-ter und {m — j9)-ter Stufe (immer im Ganzen m Einheiten 
erster Stufe vorausgesetzt). Um dies Entsprechen klar hervortreten 
zu lassen, setze ich einem kombinatorischen Produkte von Einheiten 
erster Stufe das kombinatorische Produkt der übrigen Einheiten erster 
Stofe reciprok und zwar mit der Zeichenbestimmung, dass, wenn an 
jenes Produkt dies reciproke (ergänzende Aj § 138, Ag Nr. 89 ff. (d. 
Ausg. I, 1, S. 227, I, 2, S. 62ff.}) angeschlossen wird, und dadurch 
beide zu einem Produkte von m Einheiten verbunden werden, dies ge- 
samte Produkt gleich -|~ 1 wird. Dadurch ist dann zu jeder Grösse 
ilire reciproke, die aus den reciproken Einheiten durch dieselben Zahlen 
abgeleitet ist, wie jene aus den ihrigen, genau bestimmt. Alle Gesetze . 
der Ausdehnungslehre lassen sich dann unmittelbar auf die reciproken 
Qrössen übertragen. Als Beispiel wähle ich die Grössen in einem 
Gebiete vierter Stufe, im Räume. Hier treten hervor die Grössen erster 
Stufe als Punkte, die Grössen zweiter Stufe als Linien und Summen 
von Linien (A^ § 113, 122; A, Nr. 285 {d. Ausg I, 1, S. 188, 201, 
I, 2, S. 18Ö}), die Grössen dritter Stufe als Ebenen; während die 
Grossen vierter Stufe, da sie Baumtheile darstellen, sich in Zahlen 
verwandeln, wenn man einen Raumtheil [^i^^g^^J = 1 setzt. Die 
Grossen erster Stufe sind aus den vier Einheiten e^, e^^ 63, e^, die 
Grossen dritter Stufe aus den vier zu jenen reciproken Einheiten r^, r^, 
^i, ^4, die Grössen zweiter Stufe aus sechs Einheiten, nämlich [^2^8]? 
K^i], [«i^J und den reciproken [e^e^J, [e^ej, [ßjcj ableitbar; und ist 
^ aus diesen sechs Einheiten durch die Zahlen x^, . . ,, x^ abgeleitet, so 
^Ut eine Funktion dieser Zahlen einen von X beschriebenen Komplex 
^f, vrelcher ein specieller Komplex wird, wenn [XX] = ist (A^ § 124; 

17* 
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A, Nr. 286, vgl. Nr. 393 {d. Ausg. I, 1, S. 205, I, 2, S. 185, 264)) 
und vor allem Klein's gedankenreiche Arbeiten im zweiten und fünften 
Bande der Annalen). 

Für die Inyariantentheorie sind von besonderem Interesse die kom- 
binatorischen Produkte von einer Grösse (m — l)-ter und einer Grösse 
erster Stufe, welche wieder, da die Gesamtzahl der Faktoren erster 
Stufe, die in ihnen enthalten sind, m beträgt, als Zahlen erscheinen. 
Ist X eine Grösse erster Stufe x^e^-^ - - - -\- x^e^ (wo arj, . . ., a:^ Zahlen 
sind) und a eine Grösse (m — l)-ter Stufe = «i^i + • • • + «ro^m> ^^ 
^1} ' ' '} ^m ^^^ ^^ ^19 ' ' ' ^m reciproken Einheiten und a^, , . , a^ Zahlen 
sind, so ist nach obigem [c^rj = 1, hingegen [e.r^] == 0, wenn i von k 
verschieden ist, also 

letzteres, wie unten gezeigt wird, nach der üblichen symbolischen Be- 
zeichnung. 
542 Femer ist für den Begriff der invarianten Bildungen noch der 
Begriff der UnecUen Äenderung (A, Nr. 71 — 76 { d. Ausg. 1, 2, S. 49 — 56 } ) 
von Wichtigkeit. Ich sage nämlich, eine Grösse einer Reihe von Grössen 
ändere sich lineal, wenn sie in eine andere Grösse übergeht, welche 
sich von jener nur dadurch unterscheidet, dass zu ihr eine mit einem 
beliebigen Zahlfaktor (fi) versehene andere Grösse der Reihe hinzutritt, 
also zum Beispiel Ä sich in Ä -^ ^B verwandelt, wenn A und B be- 
liebige Grössen jener Reihe sind, und ich sage, die Grössenreihe sei 
lineal geändert, wenn sie beliebigen und beliebig wiederholten linealen 
. Aendenmgen der darin enthaltenen Grössen unterworfen ist. Es leuchtet 
sogleich ein, dass ein kombinatorisches Produkt von Grössen erster 
Stufe sich nicht ändert, wenn seine Faktorenreihe lineal geändert wird; 
aber ich habe auch (A^ Nr. 76) gezeigt, dass von zwei gleichen kom- 
binatorischen Produkten jedes in das andere durch lineale Äenderung 
seiner Faktorenreihe übergeführt werden kann (die Faktoren als Grössen 
erster oder auch (m — l)-ter Stufe vorausgesetzt). 

Hiemach kann man edle invarianten Bildungen (Invarianten, Ko- 
Varianten u. s. w.) als solclie definiren, die bei linealer Äenderung der 
Einheiten ungeändert bleiben, eine Definition, die ihrer Einfachheit 
wegen wohl vor der gewöhnlichen den Vorzug verdient, zumal da 
sie ohne weiteres auch alle sjrmbolischen Bildungen als invariant 
nachweist. 

Wenn sich nun die Einheiten 6^, . . ., e^ in beliebige aus ihnen 
numerisch ableitbare Grössen «i, . . ., «^ verwandeln, aber so, dass 
[hh •••««] — [^i^ • • • O — 1 ist, und 



l 
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• ■ • ■ • • 

x = x^e^-{ h X^6^ = 6ifii H h g^f^ 

ist^ so wird, wie man sogleich durch Einführung der Werthe der b in 
die letzte Gleichung sieht, 

• • • • • • 

das heisst, die Substitutionen, durch welche die neuen Einheiten aus 
den alten, und die, durch welche die alten Variabeln aus den neuen 
hervorgehen, sind zu einander transponirt, und es lassen sich daher 
die invarianten Eigenschaften ebenso gut auf die Einheiten als auf die 
veränderlichen Zahlgrössen gründen; die Substitutionsdeterminante ist 
in beiden Fallen gleich und zwar unter obiger Voraussetzung gleich 
Eins. Die extensive Variable x bleibt dabei dieselbe und kann also 
als Kovariante erster Stufe aufgefasst werden. 

Schon diese nahe liegende Betrachtungsweise führt vermöge der 643 
durch Her mite eingeführten typischen Darstellung unmittelbar zu 
einem dem obigen Fundamentalsatze entsprechenden Satze, während 
für die Ableitung des Fundamentalsatzes selbst noch die Idee der 
Polaren (Centralen) zu Hülfe genommen werden muss. 

Ausser der kombinatorischen Multiplikation ist nun für die neuere 
Algebra von gleicher Wichtigkeit diejenige Multiplikation, welche in 
ihren Gesetzen vollkommen mit der algebraischen Multiplikation der 
Zahlgrössen übereinstimmt, und welche ich daher, auch wenn die 
Faktoren Grössen höherer Stufen sind, die algd)raische genannt und 
auch wie diese bezeichnet habe. Ihr Begriff und die Anwendung des- 
selben auf Funktionen findet sich ausführlich entwickelt in Nr. 348 — 427 
der Ausdehnungslehre von 1862, und dem wesentlichen Grundgedanken 
nach dargelegt auf S. 266 ff. der Ausdehnungslehre von 1844 {d. Ausg. 
1, 2, S. 224—288, I, 1, S. 284 ff.}. Ist nämlich f^fipc^y . . ., x^ 
eine beliebige Funktion der m veränderlichen Zahlgrössen ar^, . . ., x^, 
und ist 

x = x^e^-\ f-^m^m, 

wo Cj, . . ., c^ Einheiten von erster oder auch höherer Stufe sind, 
^if ' "}^m ^^® reciproken Einheiten, so ist nach dem Obigen [e^r^ = 1, 

iingegen [ß^rj = 0, wenn i von k verschieden ist; also ist [xr^] = x^, 

[xr^] = :rj, u. s. w., also: 
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f\x^, x^, ... xj = filxr^], [xr^], . . . [xrj), 

also eine Funktion einer einzigen, aber extensiven Variablen (A, Nr. 350). 
Ist insbesondere f eine homogene Funktion n-ten Grades, so komnit in 

/([^^i]> • • •? [^''m]) ^^® extensive Variable x in jedem Gliede n-mal als 
Faktor vor. 

Entfernt man daher x aus diesen Verbindungen [xr,], und setzt 
an die Stelle, wo x gestanden hat, irgend ein Zeichen, welches die 
dadurch entstandene Lücke darstellt, und setzt nun den so aus 

hervorgehenden Ausdruck = a, so wird 

(Aj Nr. 358 {d. Ausg. I, 2, S. 230}). Ich habe diese Lücke Anfangs 
(Ai Seite 266 ff. {d. Ausg. I, 1, S. 284flf.}) durch leer gelassene Klam- 
mem, später (A, Nr. 358 ff. (d. Ausg. I, 2, S. 228 ff.}) durch l bezeichnet; 
das Bequemste ist, sie durch irgend eine bestimmt gewählte extensive 
Variable zu bezeichnen, und ich werde dazu allemal x selbst wählen, 
so dass also a = aaf* ist und a\f^ aus axf* (oder d) dadurch hervoi^ 
geht, dass man überall y statt x setzt. Sollen nun zu diesem Aus- 
drucke a = axf^ = /"([a?ri], . . ., [a;r^]) verschiedene extensive Faktoren, 
die jedoch mit x von gleicher Stufe sein müssen, und deren Anzahl p 
nicht grösser als n sein darf, hinzutreten, so hat man (nach A, Nr. 353 
644 (d. Ausg. I, 2, S. 228}) diese auf alle möglichen Arten f in |> der 
Lücken (also hier statt x) einzuführen, und die Summe der so erhal- 
tenen Ausdrücke durch ihre Anzahl, die hier n(^ — 1) . . . (n — p + 1) 
beträgt, zu dividiren. Nachdem dies festgesetzt ist, ergiebt sich leicht, 
(Ag Nr. 360 ff. { d. Ausg. I, 2, S. 231 ff. ) ), dass für diese hinzutretenden 
Faktoren die Gesetze der gewöhnlichen algebraischen Multiplikation 
gelten, namentlich auch, dass 

{dass} insbesondere, wenn (zum Beispiel} x ^= x^e^-\- x^e^-\- x^e^ ist, 

ax^^=^x^at^'\-x^ae^-\-x^ae^'\-2x^x^ae^e<^-\-2x^x^ae^e^-{-'2x^x^ae^e^ 
= Oll V + «mV + «8« V+ 2012^1^*^2 + äa^ga^iiCj + Ojaajja;, 

ist (wenn ae^ mit a^j, ae^e^ mit a^ u. s. w. bezeichnet wird); kurz 
aaf* ist dasselbe, was symbolisch durch a^ bezeichnet wird, während 

— 2 — ^^ ^^^ — 1 V • • (n — /) + 1) ae^e^ • • • 



ist. 



"1 *•**-« 
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Ist X ein Punkt in der Ebene, so wird aaf^ = die Gleichung 
einer Kurve n-ter Ordnung; dann drückt die Gleichung aa^"^y = 
aus, dass (nach der Po ncele tischen Benennung) y harmonisches Cen- 
trum (erster Ordnung) zu der Kurve ajf* = (nach der ursprünglichen 
Benennung zu den n Durchschnitten der Geraden xy mit dieser Kurve) 
in Bezug auf den Pol x ist; daher habe ich (Theorie der Centralen, in 
Cr eile's Journal Band 24 und 25 (hier S. 3 — 48}) den Ort von x 
bei festem y die erste Polare von y und den Ort von y bei festem x 
die erste Centrale von x genannt*), und diese erste Centrale, die ich 
schlechthin Centrale nenne, spielt in der Invariantentheorie eine schon 
iTi dem Fundamentalsatze erkennbare Hauptrolle. 

Im Allgemeinen werde ich ax^'^if, als Funktion von y betrachtet, 
die p'te Centrale von x und, als Funktion von y betrachtet, die p-te 
i-^olare von y in Bezug auf die Funktion axf* nennen, so dass also 
die ^-te Polare { mit ) der (w — ^^j-ten Centrale identisch ist. Endlich 
l3emerke ich noch, dass auch die Komplexe durch eine Funktion der 
I-»^orm axfx'^'x""'' . . . dargestellt werden können, wo x eine Grösse 
«erster Stufe, x' zweiter, x" dritter Stufe ist u. s. w. 

§3. 

Symbolik. 

Die angestellten Betrachtungen führen uns hinüber zu der symbo- 
Xischen Bezeichnung, wie sie zuerst von Aronhold (Borch. J. Bd. 55) 
in die neuere Algebra eingeführt, und von Clebsch und in Anschlu8S646 
^kji ihn von Gordan zu der hohen Stufe von Vollkommenheit gebracht 
ist, welche sie gegenwärtig zu einer unentbehrlichen oder doch äusserst 
y^eqaemen Waffe gemacht hat, um neue Gebiete mathematischen Wissens 
2&U erobern. Die Bezeichnungen, die ich im vorhergehenden § ange- 
^«^andt habe, und die sich aus dem Wesen der Ausdehnungsgrössen 
xnit unabweislicher Noth wendigkeit ergaben, und die ich daher kurz 
die organischen Bezeichnungen nennen will, sollen daher keineswegs 
jene vortreffliche Symbolik verdrängen oder ersetzen, sondern nur sie 
ergänzen, indem sie einerseits jener Symbolik stets eine reale, anschau- 
liche Bedeutung unterlegen, andrerseits da eintreten, wo jene nicht 
ausreicht. 

Es sei zuerst die reale Bedeutung der symbolischen Produkte 

•) Vgl. Nachrichten von der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göt- 

tingen von 1872, S. 667 fp. { hier S. 260 ff. ) . Gelegentlich bemerke ich, dass, was 

ich dort Wendelinie genannt habe, mit der von Clebsch so genannten Polar- 

aeterminante (Borch. Joum. 69, S. 126) zusammenfällt, was mir entgangen war. 
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(abc . . .) betrachtet, wo a, 6, . . . sich auf die Funktionen aaf, bx>* 
u. 8. w. beziehen, Ton denen aber auch mehrere einander gleich seil 
können. Dann bedeutet (abc . . .) zunächst die gleichfalls symbolisch« 
Determinante 2J + ajftgCj . . ., .und der ganze Ausdruck, sofern er nu] 
solche symbolische Produkte enthält, gewinnt erst dadurch eine real< 
Bedeutung, dass man ihn nach Potenzen der a^, a^, . . ., 6^, &,, . . . ent 
wickelt und die Potenzen der a zusammenordnet, ebenso die der j 
u. 8. w.; alsdann hat man statt a^^a^* . . . zuletzt den Koefficientei 
cta^a^ . . . von aaf* zu setzen. Dieser ist nach dem obigen ae^^e^ . . . 
also kann man (abc • • •) = '^ ih ^^ ,be^,ce^.,, setzen, das heiss 
(abc , , ,) bedeutet, dass man in die zu a, b, c, . . . gehörigen Funktionei 
die Schaar der Einheiten c^, . . ., e^ in allen möglichen Folgen (jed< 
Einheit statt eines Faktors x der Funktion) eintreten lässt, dem 8< 
erhaltenen Produkt das + oder — Zeichen vorsetzt, je nachdem da 
kombinatorische Produkt der Einheiten in dieser Folge + 1 oder — '. 
ist, und diese Produkte addirt; ich will dies so ausdrücken, dass icl 
sage, man habe dann in abc ,, , die Schaar der Einheiten harmonisa 
eingeführt. Diese Einführung wird dann bei den folgenden symboli 
sehen Produkten, die in dem ganzen Ausdnicke als Faktoren toi 
kommen, als schon vollzogen Torausgesetzt, so dass also in jede 
Funktion nur noch die Faktoren x übrig bleiben, welche nicht schoi 
früher durch Einheiten verdrängt waren. 

Kommen ausser jenen symbolischen Produkten (abc . . .) noch di 
symbolischen Faktoren a^ u. s. w. Tor, so bedeuten diese weiter nicht« 
als dass die noch übrig gebliebenen x in den betreffenden Funktionei 
ungeändert stehen bleiben sollen; sie können also alle weggelassej 
werden; nur wenn noch eine zweite Reihe Ton Veränderlichen (ode 
mehrere solche), die durch die extensiTe Grösse y bezeichnet sei, hinzu 
kommt, so sind die Faktoren a^ u. s. w. nicht mehr zu unterdrücken 
aber ihre Bedeutung ist aus dem Vorigen ohne weiteres ersichtlich. 

Man kann aber die Bedeutung der symbolischen Produkte (abc... 
646 noch konkreter fassen. Nämlich setzen wir r^, r^, . . ., r^ als f die zi 
e^, e,, . . ., 6^ reciproken Einheiten und bezeichnen mit ä die Gross 
a^r^ + ^^2 + • H" ^m'^my wo tti, . . ., a^ die Zahlgrössen sind, welch 
aus a durch Einführung von c^j e^, . . ., e^ statt eines x entstehen, s 
ergiebt sich (abc . . .) = (^^^ • • •)? ^^ ^ Produkt rechts als kombi 
natorisches zu fassen und zugleich a^ = [xä] ist; die Grössen ä sin 
dann als (erste) Centralen von x in Bezug auf die Funktion aaf z 
fassen, oder in Bezug auf die Funktion, welphe daraus durch Eii 
führung der Einheiten, die durch die früheren symbolischen Produkt 
bedingt war, hervorging. 
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Diese Andeutungen mögen genügen ^ um die reale Bedeutung der 
Symbole festzustellen; es wird die Auffassung dieser Bedeutung überall 
da Ton wesentlichem Nutzen sein, wo man gezwungen ist, die symbo- 
lische Darstellung zu yerlassen. 

§4. 

Theorie binärer Formen. 

Es wird hinreichend sein, wenn ich den Fundamentalstftz für 
binäre Formen erweise und seine Bedeutung für dieselben darlege, 
indem dadurch schon auf gewisse Weise der Weg Torgezeichnet ist, 
den man bei Formen, die aus mehr als zwei Einheiten entspringen, 
einzuschlagen hat. Ich werde dabei der Bequemlichkeit wegen x und y 
statt der im Fundamentalsatze mit x^ und x^ bezeichneten extensiven 
Grossen einführen und zunächst die Aufgabe stellen, die aus einer 
binaren Form aaf* entspringenden inyarianten BUdungen, wenn sie als 
Funktionen der Eoefßcienten 

und der venlnderlichen Zahlgrössen x^ und x^ gegeben sind, als Funk- 
tionen der Je — 1 Stammformen darzustellen. Es sei x ^^ x^e^ -\- x^e^. 
Da nun alle jene Bildungen unverändert bleiben, wenn man statt e^ 
und e^ zwei aus ihnen numerisch abgeleitete Grössen setzt, deren 
kombinatorisches Produkt ^= 1 ist, so kann * man x und y dafür ein- 
fahren mit der Torläufigen Bedingung, dass [xj^], was wir mit u be- 
zeichnen wollen, = 1 sei. Jede aus den Einheiten numerisch ableit- 
bare Grosse p lässt sich dann auch aus x und y ableiten. Es sei 
P = Pi^ -\- p^e^ = ^iX -{- n^y, so wird nun die invariante Bildung 

n(ai, . . ., a^', p^yp^) = n(9o, . . ., 9«; »i; ^2)» 

wo die 9 aus den a hervorgehen, indem man x und y statt e^ und e^ 
setzt, nämlich (p^ ^ aaf, (p^ = a$cf*~^y, . , .^ (p^ = ay". Setzt man nun 
sr^ a= 1, Äj = 0, so wird p = x = x^e^ -f- x^e^, und es wird 

n = n(ai, . . ., a^^; x^, x^) = n(9o, • • -, q>n] h 0), 
oder wenn 

n(ai, . . ., a^; x^, x^) = JF(ai, . . ., a^) . o^i« H 

ist, wo q den Grad der invarianten Bildung bezeichnet, so ist 647 

TT = F(9o, . . ., 9J, 

also als ganze Funktion der k Formen g>o? • •? 9n dargestellt. Aber 
eine dieser Formen, nämlich 9^ = aoif*-^y ist Null, wenn y harmoni- 
^es Centrum erster Ordnung zu dem Pole x in Bezug auf die durch 
^e Gleichung aaf = dargestellten n Punkte ist; und es ist also 
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dann TT als ganze Funktion der h — 1 = w Stammformen 9o7 9t> • - ; 9^11 
dargestellt. Hierbei war u = \xy\ vorläufig gleich Eins gesetzt; es ist 
y durch die Gleichung aaf'^y = bedingt, das heisst y ist, abgesehen 
von einem Zahlfaktor gleich aaf*"^, das heisst y ^^e aaf~\ also 

{gleich} der ursprünglichen Funktion. Ist also die erhaltene Gleichung 
nicht homogen, so macht man sie nun homogen durch Hinzufiigung 
von Faktoren a. 

Diese Entwickelung stimmt im Resultate, wie auch dem Wesen 
nach in der Art der typischen Darstellung mit Clebsch Theorie der 
binaren algebraischen Formen, S. 321 — 328 {Leipzig, bei Teubner 1871 } 
überein (vgl. auch Gundelfinger in Borch. J. Bd. 74 {S. 87ff. }); sie 
gilt auch unmittelbar für (simultane) Bildungen, die einem Vereine 
binärer Formen entsprossen sind, indem man nur für a^, o^, . . ., a^ die 
sämtlichen Zahlkoefficienten der Formen dieses Vereines zu setzen hat. 

Viel wichtiger als diese Zurückführung der explicite gegebenen 
Bildungen auf die Stammformen ist die der symbolisch gegebenen, die 
aber ganz nach denselben Principien erfolgt. Das symbolische Produkt 
(ab) ist = a^^be^ — öt|^^«i; ersetzt man also wie oben e^ und c, durch 
y und X (ich habe beide der einfacheren Zeichenbestimmung wegen 
vertauscht), wo [ya;] vorläufig = 1 gesetzt wird, so wird nun 

. (ab) = a^b^ — aj)^ 

oder, da, wie oben gezeigt, die Faktoren a^, 6^ entbehrlich sind, 
= öy — 6y, also 

(a6)^ = (a^ _ 6^)n = a; _ - apij^ + ^.:^^^ 

oder, wenn a und b dieselbe Funktion darstellen 

1 1 • ^ 

/^/i ?!>—«>«> J_?^?LZ-^)«> m n(n — l )(n-2) , 

(««>)= 9o9n H j— 2" 929n-i 17273 989«-8 H > 

wenn man, wie oben, y so bestimmt, dass 9i = aa;"""^y = wird. 

Dies ist der Satz, den Clebsch in seiner Theorie der binären 
Formen S. 334 als einer schriftlichen Mittheilung Brioschi's ent- 
nommen darstellt. 

Derselbe lässt sich aber vermöge der von mir angegebenen Methode 
648 unmittelbar zu folgendem Satze erweitem, welcher fast alle Beziehungen, 
die zwischen binären Formen herrschen, zur Evidenz bringt. 

Wenn (aVfiacf . . . eine beliebige symbolische Invariantenbildung 
(Invariante oder Kovariante) einer algebraischen lorm a^^^b^'^^c^^^*-- 
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istj $0 setze man a — h für (ab), a — c für (ac) w. 5. w., entteickele 
nach Potenzen von a, b, c, . . ., schreibe dann q>^ statt a*", fc*", . . . und 
setze (pi = Oy so ist der so hervorgehende Ausdruck gleich (aby(acy . . . 
Man erhält so^ abgesehen von dem Faktor q)^, der die ursprüng- 
liche Funktion darstellt, und erst zuletzt zur Herstellung der Homoge- 
nität hinzugefügt zu werden braucht, 

c, = } (aby = 9sj, c, = {aby{ac) ^ y,, c^ = | (ab^ e^ y» + 3g>2^ 

Cj = (aby{ac) = 95 + ^9i9$^ ^6 = ^6 + 159294 — lOg?,*, . . . 
Also 



9s = ^ 
98 = ^8 

94 = ^4 — 3^' 



95 = ^ — ^CjCs 

96 = ^6 — löcjc^ + 45(^^ + lOcj* 
(vgl. Clebsch, Binäre Formen S. 337). 

Als Beispiel mögen die von Clebsch mit R und j bezeichneten 
Bildungen dienen: 

R = {aby(cd)\ac) (bd) = {a — by{c — d)\a — c){b- d) 

= (a^- 2ab + b^){c^—2cd+ d^)(ab — bc — ad + cd), 

oder mit Weglassung der Glieder, die zuletzt nur eine erste Potenz 
erlialten, und die nach dem Obigen null sind, 

__ 68^ _ ^8^ _ 2a^b^c* — 2ah^d^ - 2a^^d^ — 2b^c^d^ 
- 293» - 89,» = -2c,'- 8c,\ 

Um sie durch Hinzufügung der Faktoren 9q = f(hei Clebsch) homogen 
zti machen, ist zu bedenken, dass die Funktionen q> in jedem Oliede so 
oft vorkommen müssen, als die Anzahl der symbolischen Elemente be- 
tragt, also in Cj, c^, Cg, . . . je zw^eimal, in Cj, Cg, Cg, . . . je dreimal, 
iii R viermal, also 

in Uebereinstimmung mit Clebsch S. 337. 

Femer j = (aby{acy{bcy = (a — 6)*(a — c)*(6 — c)^ was sich 
mit Weglassung der Glieder, welche eine erste Potenz enthalten, ver- 
wandelt in 

6(9894 — 98*— 92') = 6(cj,c^ - W — ^*). 
also homogen gemacht, da j nur drei symbolische Elemente enthält, 

^ Uebereinstimmung mit Clebsch S. 338. 

Wie sich alles dies für temäre und höhere Formen gestaltet, denke 
ich späterhin zu zeigen. 

Stettin, den 21. Februar 1874. 
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376Üer Ort der Hamilton'schen ünatemionen in der 

Ansdehnnngslehre. 



Von 

H« Grassmann in Stettin. 



Mathematische Axmalen Bd. 12, Heft 3, S. 376—386, ausgegeben am 18. 10. 1877, Leipzig. 



Da die Ausdehnungslehre nur die eiw« willkürliche Annahme 
macht; dass es nämlich Grössen gebe, die sich aus mehr als einer 
Einheit numerisch ableiten lassen, und sie Ton da aus in ganz objektiver 
Weise fortschreitet, so müssen alle Ausdrücke, die aus einer Anzahl 
unabhängiger Einheiten numerisch ableitbar sind, und also auch die 
Hamilton'schen Quaternionen^ in der Ausdehnungslehre ihren bestimm- 
ten Ort haben und erst in ihr ihre wissenschaftliche Grundlage finden. 
Dies ist bisher nicht erkannt und Göran Dillner in seiner lehrreichen 
Abhandlung über die Quaternionen (Math. Annalen XI, 168 ff.) thut der 
Ausdehnungslehre nicht einmal Erwähnung^ obgleich er eine ganze 
Reihe von Sätzen aus der Theorie der Quaternionen ableitet, welche 
schon in meiner Ausdehnungslehre von 1844 (Aj), und ebenso in der 
späteren Bearbeitung von 1862 (A^) ihre viel einfachere und aus der 
Natur der Sache entspringende Begründung gefunden haben. Auch 
ist es verwerflich und der Lehre von den Quaternionen wenig forderlich 
gewesen, dass man nach Hamilton 's Vorgang einfache und längst 
bekannte Begriffe mit neuen, oft recht unpassenden Namen bezeichnet 
hat, wie „Vektor*^ statt „Strecke", „Tensor" statt „Länge" oder ,piume- 
rischer Werth" (A, Nr. 414 {d. Ausg. I, 2, S. 281}), u. s. w. 

Die Hamilton'schen Quaternionen entspringen aus einer der Multi- 
plikationen^ welche ich (in meiner Abhandlung „Sur les differents genres 



Aeussere, innere und mittlere Multiplikation. 269 

de multipücation« in Crelle's Journal Bd. 49 S. 136 ff. {hier S. 212ff.}) 
dargestellt und an die drei Gleichungsgruppen 

(1) e^e, = e.,e^ 

(2j e^e. + c,e, = 0, e,« = ^» = e„» 

(3) e^» + e,» + . . . + e,* = 

geknüpft habe^ wo e^, e^^ . . ., e^ die Ton einander unabhängigen Ein- 
heiten und e^ und c, zwei beliebige Ton einander yerschiedene dieser 
Einheiten bezeichnen, und zwar knüpfen sich die Quatemionen für den 
Fall, dass n = 3 ist, an die Multiplikation, deren Bedingungsgleichungen 
die mittlere jener drei Gruppen bilden. Ich will diese Art der Multi- 876 
plikation die müdere nennen, und zwar hauptsachlich deshalb, weil sie, 
wie sich sogleich zeigen wird, zwischen den beiden Hauptarten der 
Multiplikation, die ich die „äussere^' und die „innere'^ genannt habe, 
die Mittelstufe bildet. Die äussere Multiplikation hat nämlich zu Be- 
dingongsgleichungen die zwei Gruppen (2) und (3) und die innere 
die zwei Gruppen (1) und (2). Ich habe das äussere Produkt zweier 
Strecken a und b mit [a6], das innere Produkt derselben mit \a\h\ 
bezeichnet und werde in dieser Abhandlung unter ah (ohne scharfe 
Ekmmem) stets das mittlere Produkt der Strecken a und h verstehen. 
Dann ergiebt sich sogleich, dass das mittlere Produkt ah zweier 
Strecken sich darstellen lässt in der Form 

(4) a6 = A[a;fe] + fA'[afe], 

wo X und ft' konstant und zunächst willkürlich, jedoch nicht null sind. 
Aus den Bedingungsgleichuugen (2) ergiebt sich, dass es für das 
mittlere Produkt zweier Strecken \n{n — l)-[-l von einander unab- 
hängige Einheitsprodukte giebt, von denen eins (etwa e^) dem inneren 
Produkte [«16], die andern {e^e^, e^e^j e^e^, u. s. w.) dem äusseren 
Produkte [a6] zu Grunde liegen. Im Räume, wo die Anzahl der von 
einander unabhängigen Strecken drei beträgt, also n = Z ist, ist also 
die Zahl der Einheitsprodukte, auf die die mittlere Multiplikation 
zurückfährt, gleich vier. Die Bedingungsgleichungen der mittleren 
Multiplikation werden dann 

(b) e.» = e,» = e,K 

Aber das wesentlich Eigenthümliche der mittleren Multiplikation 
im Baume als einem Gebiete dritter Stufe ist, dass die Anzahl der von 
einander unabhängigen Einheitsprodukte in (a) gleich der Anzahl der 
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Einheiten ist; und man daher jene auf diese zurückführen kann. So 
bleiben also dann die Einheiten des Produktes ^ wenn man noch die 
in (b) zu Grunde liegende Zahleinheit hinzunimmt, dieselben wie die 
ursprünglichen. Diese einfache Beziehung verschwindet bei den Ge- 
bieten höherer Stufe, so dass die mittlere Multiplikation in der Aus- 
dehnungslehre, welche Gebiete beliebiger Stufe behandelt, keine ein- 
fache Bedeutung behält. Ich beschränke mich daher auf den Raum 
und nehme an, dass die drei zu Grunde gelegten Einheiten c^, e^^ e^ 
drei gleich lange zu einander senkrechte Strecken sind, deren Länge 
Eins beträgt. 

Nun habe ich in der Ausdehnungslehre (A^ Nr. 50, 51 {d. Ausg. 
I, 2, S. 34 } ) nachgewiesen, dass die Bedingungsgleichungen der äusseren 
Multiplikation noch bestehen bleiben, wenn man statt der ursprüng- 
lichen Einheiten beliebige andere einführt, und (A, Nr. 330 ff. {d. 
877 Ausg. I, 2, S. 207ff. }), dass, wenn e^, e^, e^ einen f Normalyerein 
bilden, das heisst, sie auf einander senkrecht stehen und die Länge Eins 
haben, das heisst [ß,.|ßj = 1 ist, die Bedingungsgleichungen der inneren 
Multiplikation auch dann noch bestehen bleiben, wenn man statt der 
ursprünglichen Einheiten die Einheiten eines beliebigen Normalvereins 
setzt. Da also bei dieser Aenderung der Einheiten auch die Be- 
dingungsgleichungen der äusseren Multiplikation bestehen bleiben, so 
bleibt auch das mittlere Produkt, als aus dem äusseren und inneren 
zusammengesetzt, bei dieser Aenderung des Normalvereins in einen 
andern ungeändert. 

Li der angeführten Abhandlung (Grelle BA 49, S. 131 ff. {hier 
S. 207ff. }) habe ich diese Unveränderlichkeit für alle aus den drei 
Gleichungsgruppen (1), (2), (3) ableitbaren Multiplikationen, also auch 
unmittelbar für die mittlere nachgewiesen. 

Es kommt nun darauf an, die drei Produkte 6^63, e^e^, e^e^ auf 
die ursprünglichen Einheiten zurückzuführen. 

Auch dies ist schon in der Ausdehnungslehre (A^) vollendet, wo 
6^, 6g, 6g als Ergänzungen von e^e^j e^e^, e^e^ aufgefasst und 

gesetzt sind, und wo der Strich { das Zeichen der Ergänzung ist und 
vorausgesetzt wird, dass e^, e^, e^ einen Normalverein bilden. Dort 
wird femer für eine beliebige Strecke a, die aus den ursprünglichen 
Einheiten durch die Zahlen c^, a^, ^3 abgeleitet ist, festgesetzt, dass 
ihre Ergänzung aus den Ergänzungen jener Einheiten durch dieselben 
Zahlen abgeleitet sei, al^o 



(6^ 
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sei, und es ist nachgewiesen (Ag Nr. 37flF. {d. Ausg. I, 2, S. 28 ff.}), 
dass dieselben Beziehungen bestehen bleiben, wenn man statt der ur- 
sprünglichen Einheiten die Einheiten eines beliebigen andern Normal- 
Yereins setzt. Mit Hilfe dieser Begriffe können wir nun die Funda- 
mentalgleichung (4) in der Form schreiben 

(4V) a6 = A[a|6] + ft|[a6], 

wo k und ft konstante Zahlen sind. Aendem sich A und ft in gleichem 
Verhältnisse, zum Beispiel um den Faktor Vy so ändert sich das Pro- 
dukt nur um denselben Zahlfaktor, bleibt also seinem Wesen nach 
unverändert. Wir können daher ohne wesentliche Aenderung eine dieser 
ZaUen gleich Eins setzen. Wir setzen ft = 1. Dann bestimmen wir A 
dadurch, dass jedes mittlere Produkt aus drei Faktoren dem Gesetz 
der Vereinbarkeit (dem associativen Princip) unterliegen, das heisst 
ahc=:a{bc) sein soll. Dies wird erfüllt sein, wenn es für die Ein- 
heitsprodukte der mittleren f Multiplikation gilt. Diese Einheitspro- 878 
dukte lassen sich nach der Formel afc = A[a|6] -j- |[a6] auf die der 
inneren und äusseren Multiplikation zurückführen. Für diese beiden 
sind nach dem Obigen die Einheitsprodukte an die Formeln 

geknüpft, wo r und s zwei verschiedene der Indices 1, 2, 3 sind. Dazu 
kommen noch vermöge des obigen Begriffes der Ergänzung die Formeln 

wenn r, 5, t dem Cyklus 1, 2, 3 angehören, das heisst r, 5, t entweder 
= 1, 2, 3 oder = 2, 3, 1 oder = 3, 1, 2 sind. Hieraus folgen für die 
outtlere Multiplikation der Einheiten e^, e^, e, die bedingenden Gesetze 

(7j e^e^ = A, e^e, = e„ e,e^ = — e^e„ 

wenn r, 5, t dem Cyklus 1, 2, 3 angehören. 

Dann ergiebt sich für die mittlere Multiplikation dreier Einheiten, 
wenn man die cyklische Bedeutung von r, 8, t festhält, 

ebenso 

{^aK = — e^e^ = — A = — e,e^ = e,(6,0; 

^ heisst, für drei verschiedene Einheitsfaktoren gilt Vereinbarkeit. 
Ebenso für drei gleiche. So auch für zwei gleiche, die durch einen 
gleichen getrennt sind. Denn 
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Dagegen ist {e^e^e^ = Aö„ und e^{e^e^ = e^e^ = — e,. Soll also auch 
für diesen Fall Vereinbarkeit gelten, so muss nothwendig k = — 1 
sein. Umgekehrt, wenn A = — 1 ist, so ergiebt sich auch für die 
noch übrigen Produkte aus drei Einheiten Vereinbarkeit der Faktoren. 
Denn dann ist 

femer 
und 

(^.0«r = — ^fir = - ö, = AC, = e,(ö^O- 

Es folgt also dann Vereinbarbeit für je drei Einheitsfaktoren, also 
auch für je drei Faktoren, also auch für beliebig yiele (Aj § 3 {d. 
Ausg. I, 1, S. 35}). Wir setzen daher für die mittlere Multiplikation 
A = — 1, während ft = 1 gesetzt war, also 

(I) ah [a|6] + |[a6]. 

Aus dieser Fundamentalgleichtmg folgen aUe Gesetze der Quatemionen^ 
und zwar fast alle mit der grössten Leiclitigkeit. Auch die naturgemässe 
Benennung ergiebt sich hiemach Ton selbst. Wir werden — [«|6] 
den inneren, [ab] den äusseren Theil der Quaternion nennen können. 
Sind a und b parallel, so wird der äussere Theil null, und die Faktoren 
{ werden } wie bei jedem inneren Produkt yertauschbar. Werden a und b 
zu einander senkrecht, so wird der innere Theil null und die Faktoren 
wie bei jedem äusseren Produkt mit Zeichenwechsel yertauschbar. 
Vertauscht man die Faktoren eines mittleren Produkts, so bleibt der 
innere Theil unverändert, der äussere ändert sein Zeichen (+). 

Ich werde auch im Folgenden die Zahlen stets mit griechischen, 
die Strecken stets mit lateinischen Buchstaben bezeichnen, nur den 
379 Buchstaben q werde ich für die Bezeichnung der Quatemionen auf- 
bewahren. 

Ist a -|- ^ ^ine Quaternion, so bezeichnet man bekanntlich die 
Quaternion a — a als die zu jener konjugirte. Von fundamentaler Be- 
deutung ist das Gesetz: 

(U) ^^^ (« + «) (/s + *) = y + C ^^y 

so ist auch {ß — b) (cc — a) = y — c. 

In der That ist der innere Theil des ersten Produktes aß — [ö|6], 
also dies = y, aber aß — [ä|6] ist auch der innere Theil des zweiten 
Produktes. Hingegen der äussere Theil des ersten Produktes ist 
«6 -f- /Sa + |[^^] = ^> der äussere Theil des zweiten ist — ab — ßa 
+ l[^^]> ^*s heisst, da [ba] .= — [ab] ist, gleich — c, also das zweite 
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Produkt = y — c. Es ist unmittelbar klar, dass sich dies auf beliebig 
viele Faktoren ausdehnen lässt. Also 

,,,. Das Produkt beliebig vieler Quaiemionen ist konjugirt dem um- 

^ gekehrt geordneten Produkte der konjugirten Quatemionen. 

Es stellt dieser Satz die Formel (14) bei Dillner dar, aus welcher 
seine Formel (13) hervorgeht, wenn man die inneren Theile (a, /3, . . .) 
null setzt. 

Wenn die Strecke a = cc^e^ -\- a^e^ + ^^ ^st, so wird [a|a], was 

ich der Kürze wegen mit a- bezeichnet habe, gleich «,* + ^2* 4" ^»* 

und stellt das Quadrat der Länge jener Strecke dar. Nach dieser 

Analogie nenne ich, wenn g = « -|- a^e^ + a^e^ + cc^e^ s= a -j- a ist, 



y«» + «1« + «8« + «3^ das heisst ]/«« + o? = y^« _ «» 

die Länge der Quaternion q (nach Hamilton der Tensor). — Multiplicirt 
man nun die erste Formel in II mit der zweiten, so erhält man 

(a + a)iß + b) (ß -b){a-a) = (y + c) (y - c) , 

das heisst 

(« + a) (ß^ - 6«) (a — a) = y« — c\ 

Da /J* — 6* = ^* -|- 6«^ eine Zahl ist, so ist ihre Stellung gleich- 
gültig, wir können also die Faktoren a -f- a und a — a zusammen- 
rücken, und erhalten (a* — «*) QJ* — 6") = y* — c* oder 



(m) y«» — a' Yß^ - 6« =y/=- c«; 

das heisst, da sich dies auf beliebig viele Faktoren ausdehnen lässt, 

/TTjv Die Länge eines Produkts von QtuUemionen ist das Produkt 
aus den Längen der Faktoren. 

Es kommt also nur auf die Multiplikation der quatemen Einheiten, 
das heisst der Quatemionen, deren Länge Eins ist, an. 

Es sei nun p die Länge einer Quaternion g = a -f- /3a, wo a eine 
Strecke von der Länge Eins ist, so ist p* = «* -f- /}*. Nun sei a = p cos y, 
so ist /3 = p sin y, also 

q = Q (cos y -\- a sin y). 

Es heisse a das Mass und y der Winkel der Quaternion, während 880 
cosy.-f- öt sin y nach dem Obigen die quaterne Einheit ist. Das Pro- 
dukt gleichmassiger quatemer Einheiten führt- zu sehr einfachen Re- 
sultaten. In der That, es sei a das Mass zweier quatemer Einheiten 
und a und ß ihre Winkel, so findet man 

<^rftitm»iin, Werk«. II. 18 
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I(cos a + a sin a) (cos ß -{- o sin ß) = 
= cos a cos ß — sin a sin /3 + a (cos a sin ß -{- Hin a cos ß) == 
= cos (a + /3) + ö sin (a + ß), 

da a* = — a-= — 1 ist; das heisst 

Gleichmassige quateme Einlieiten mtdtiplicirt man, indem man ihra 
Winkel addirt 

Hierin liegt eingeschlossen, dass man eine quateme Einheit mit 
einer ganzen positiven Zahl potenzirt, indem man ihren Winkel mit 
dieser Zahl multiplicirt. Auch für das Potenziren mit einer gebrochen ^r:i 
und negativen Zahl können wir dieselbe Bestimmung festhalten , at>^:r 
mit der Beschränkung, dass der Winkel der zu potenzirenden Qul 
temion innerhalb der Grenzen einer ganzen Umrollung bleibe, zix 
Beispiel zwischen n und — ä liege (vergl. meine Arithmetik Stetisi :» 
1860, Nr. 426—433). 

Eine Definition für diese Verknüpfungen ist nothwendig, nim J 
ebenso die oben angegebene Beschränkung, weil man sonst gegen di « 
logische Regel verstösst, dass man dieselbe Sache nicht auf zwei v^ex"- 
schiedene Arten definiren darf, namentlich wenn die beiden Definition^» 
sich widersprechen. Letzteres würde aber bei der Potenzirung mit 
gebrochenem Exponenten der Fall sein, wenn man jene Beschränkixn^ 
nicht eintreten liesse. So zum Beispiel ist cos -f- a sin = cos (2 y^j 
+ a sin (2ä). Beide würden mit | potenzirt, wenn man festsetzte, die 
quateme Einheit mit -J potenziren, hiesse ihren Winkel mit -J muli^i* 
pliciren, verschiedenes liefern; denn ersteres würde danach 1 liefem, 
letzteres aber cos n -{- a sinx, das heisst — 1. Obige Definition 
festgesetzt, erhält man, wenn a zwischen x und — n liegt und S^ 
reell ist, 

(V) (cos a -\- a sin aY = cos (aft) + a sin (aft), 

das heisst: Eine quateme Einlieit, deren Winkel zwisclien % und — ^ 
liegt, potenzirt man mit einer reellen Zahl, indem man ihren Winkel fni^ 
dieser Zahl multiplicirt. 

Hier ist die Darstellung Dillner's (Nr. 30) ungenügend. Ebenso 
vermisse ich bei der Division (Nr. 12) den Beweis der Eindeutigkeit 
des Quotienten. Dieser sei hier ergänzt. Wenn q eine von Null ver- 
schiedene Quaternion ist, so gilt als Definition von 1 : ^ die Gleichu0£( 
ix :q)q= \, Wenn nun e^ eine beliebige Strecke von der Länge 1 
ist, so lässt sich q in der Form darstellen q = clq -\- a^e^'^ nun sei 

y = ^0 + ft^i + Ä ^2 + ßz(^^' 
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wo e^j e^y ^3 einen Normalverein bilden; dann erhält man zur Be- 
stimmung von /3q, . . ., /Sg die Gleichung 

welche die vier Gleichungen einschliesst 

/'o^o — A«i = 1 

/3o«i + /3i«o = 

— /Jg«! + fttto = 

/32«o + A«i = 0. 
Aus den zwei ersten folgt 

«0 >j _ — «1 



^0 — ^^'ILr, » ? ri 



wo «y^ -|- a/ = ()^, p die Länge von q ist; aus den zwei letzten folgt 
ß^ = (j^ |3jj = 0, also 



1 «0 — «1 ^1 



«0 + «1 ^1 9* 

Namentlich wenn q = Uq -{- a^c^ eine quateme Einheit, also a^* + ^i* 
= ()^ = 1 ist, so wird 

1 : («0 + «i^i) = «0 — «1^1- 

Hieraus ergiebt sich dann leicht 1 iqf = ^~'', in Uebereinstimmung 
mit der Algebra. 

Die von Dillner behandelten Abschnitte über die Rechnung in 
doppeltem Axensysteme, so wie über das distributive Gesetz (Nr. 14 
bis 23) werden durch die von mir zu Grunde gelegte Definition I 
überflüssig. 

Unter den üblichen Anwendungen der Quatemionen sind zu ver- 
werfen die auf die Zusammensetzung der Kräfte (Dilln. Nr. 4), auf das 
Drehungsmoment und die mechanische Arbeit (Dilln. Nr. 24), da die 
Verknüpfung der Strecken diese Begriffe aufs einfachste liefert, während 
die Quatemionen Ungehöriges hineinmischen. In der That ist a -{- b 
die aus a und b zusammengesetzte Kraft, [ab] das Moment der Kraft 
h am Hebelarm a, [ahr] das Moment der Kraft r am Hebelarm 6, 
der an der festen Axe a angebracht ist, [a 6J die Ai'beit der Kraft b 
in Bezug auf den Weg a. Aus gleichem Grunde ist die Rechnung 
mit Quatemionen zu verbannen bei der Drehung eines räumlichen Ge- 
bildes um eine Axe (Dilln. Nr. 39 — 42) und bei der Transformation 
rechtwinkliger Koordinaten (Diün. Nr. 44 — 48, Hankel*) § 58). Die 

*) ( Gemeint sind Hermann Hankek Vorlesungen über die komplexen Zahlen, 
Leipzig, bei Voss 1867. } 

18* 
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letztere Aufgabe wird für senkrechte Koordinatensysteme aufs leichteste 
und unmittelbarste durch innere Multiplikation gelöst; ich verweise in 
dieser Beziehung auf meine Abhandlung über ^^die Mechanik nach den. 
Principien der Ausdehnungslehre" in diesen Annalen Bd. XII, S. 222 
{ hier S. 46—72 } . 

Die erstere Aufgabe wird am leichtesten gelöst durch die toU- 
ständigen Quotienten der Strecken (A^ Nr. 377 — 390 {d. Ausg. I, 2^ 
S. 240 — 257}). Unter einem solchen Quotienten verstehe ich einen. 
Ausdruck; welcher jede Strecke durch Multiplikation (mit diesem Aus- 
S82 druck) in eine bestimmte Strecke f verwandelt. Es genügt zu dem. 
Ende, festzusetzen, in welche drei Strecken sich drei nicht einer Ebene^ 
parallele Strecken im Räume durch jene Multiplikation verwandeln sollen. 
Sollen zum Beispiel durch einen solchen Quotienten Q die Strecken 
e^y e^, 63 (die in keiner Zahlbeziehung stehen, das heisst nicht der- 
selben Ebene parallel sind) in die Strecken a^, a,, o, durch Multipli- 
kation mit Q verwandelt werden, das heisst, ist 61^ = 0^, e^Q = a^^ 
e^Q := a^^ 80 ist nach dem allgemeinen Multiplikationsgesetze 

(8) («161 + 0,62 + «363) Q = a,ai + OjOj + «jO^, 

und das Produkt jeder Strecke im Räume mit Q ist dann genau be- 
stimmt Ich schreibe dann 



• (9) Q- 



^1 » ^J » ^8 



und nenne e^, c,, e^ die Nenner, a^, a^, a^ die entsprechenden Zähler, 

Von fundamentaler Bedeutung ist die Aufgabe, die Strecken ar 

(ihrer Richtung nach) zu suchen, welche sich dabei in ihr Vielfaches^ 

verwandeln, so dass also xQ=iQX wird. Diese Aufgabe wird (A^ 

Nr. 388 ff. {d. Ausg. I, 2, S. 249 ff.}) durch die äussere Multiplikatioo^ 

vermittelst einer Gleichung dritten Grades aufs einfachste gelöst. 

nämlich Q den obigen Werth und ist x = x^e^ -{- cc^e^ -\- x^e^^ so ve 

wandelt sich die Gleichung 

xQ ~ prr = 
in die Gleichung 

(10) x^{a^ — qe^ + x^{a^ — qe^ + x^{a^ — qe^ = 0. 

Hier können nicht x^^ x^j x^ zugleich null sein, weil sonst x null wäre, 
was natürlich ausgeschlossen ist. Ist nun zum Beispiel x^ von NulL^K^ 
verschieden, so multiplicire man die Gleichung äusserlich mit a^ — pi 
und Oj — 9^5 so erhält man nach Division mit x^ die Gleichung 

(11) [(oi — Qe^) (aj — Qe^) (o^ — ge^)] = 0, 
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indem nämlich das äussere Produkt dreier Strecken stets null wird, 
wenn zwei Strecken einander gleich werden (siehe unten). 

Dies ist eine kubische Gleichung in Bezug auf q. Ich nehme an^ 
dass die drei Wurzeln q^, Q^f 9z dieser Gleichung Ton einander ver- 
sciiieden seien , da der Fall gleicher Wurzeln sich als Uebergangsfall 
leicht aus jenem allgemeineren Falle der ungleichen Wurzeln ableiten 
lasst. Zu jedem dieser Werthe q^^ 9^, pj sind dann yermöge der 
ersteren Gleichung (10) die Verhältnisse x^i x^: x^ genau bestimmt 
and können durch äussere Multiplikation mit je einer der Grössen 
ö, — pCj, flj — pCg, Oj — pßs unmittelbar gefunden werden. Man er- 
hält also drei ihrer Richtung nach bestimmte Axen 0^^ c^y c^, die zu 
den drei Wurzeln q^, q^j q^ gehören, und, wie man unmittelbar sieht, 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen. 
So wird nun Q in der normalen Form 

. (12) ö = gi ^i gi^i» gs^s 

dargestellt. Ich nenne c^, c^, c^ die Axen des Quotienten und q^, q^, PsSBS 

die zugehörigen Hauptzahlen. Diese Darstellung ist für die Theorie 

<ler linearen Verwandtschaften, und für eine Menge algebraischer 

t^robleme, zum Beispiel für die, welche Dr. Gottlob Frege in seiner 

{Dissertation zur Erlangung der venia docendi Jena 1874, S. 20 — 23 

behandelt hat, Ton fundamentaler Bedeutung. 

Soll der Quotient <^, worauf es bei der angeregten Aufgabe an- 
kommt, nur eine Drehung bewirken, so werden zwei der drei Axen 
imaginär, eine wird reell und ihre zugehörige Hauptzahl =1. Es sei 
a diese reelle Axe, alsdann sind die imaginären von der Form b -\' ci 
Und & — ciy wo a, 6, c zu einander senkrecht sind. Die beiden zu 
diesen imaginären Axen gehörigen Hauptzahlen haben den numerischen 
^''erth Eins, sind also Ton den Formen cos a — i sin a und cos a-\- i^ma] 
also wird dann 

(13) aQ = a, 

(6+c*i')^ = (6+ci)(cosa— isina)=6cos«+csina+i(ccosa — fcsina), 

(6— ci)(i>=(6— ci)(cosa4-?sina)=»6cosa4-csina— i(ccosa— 6sina). 

Diese beide Gleichungen (14) addirt und mit 2 dividirt geben 
( 15) bQ = b cos a -\- c sin a 

Xind die zweite Ton der ersten subtrahirt und mit 2i dividirt giebt 
( 15) cQ = c cos a — 6 sin a, 

das heisst, b dreht sich durch Multiplikation mit Q in der Ebene bc 



(14) 
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um den Winkel a nach c zu, und c dreht sich um denselben WinkeL 
Dann dreht sich oflFenbar jede Vielfachensumme Ton 6 und c, das 
heisst jede Strecke der Ebene bc um denselben Winkel. 

Es ist sehr zweckmässig, für diesen Quotienten folgende zwei 
symbolische Ausdrücke festzustellen, zwischen denen man je nach Be- 
dürfiiiss wählen kann, 

(16) Q = a^ = 6^66'^ 

wo a die Drehungsaxe von der Länge Eins, a der Drehungswinkel, l^ 
aber die Strecke ist, in die sich 6, was gegen die Axe senkrecht ist 
durch die Drehung yerwandelt. Es unterscheiden sich hier a unt 
ibV nur dadurch, dass jenes den Winkel als Zahl, dieses aber den 
selben Winkel als Theil der Drehungsebene betrachtet darstellt. Dann 
bedeutet xa^ die Strecke x, welche mit a denselben Winkel bildei 
wie X, aber nach der entgegengesetzten Seite hin, so dass also L ^x 
= 2iax' ist; ebenso stellt x'b^ die Strecke a:" dar, welche wieder sc 
liegt, dass ix'x'' = 2/.a:'fe ist; dann ist also 

(17) xa^'b'' = a:e«''*' + 8''* = a;e*^«*. 

So erhält man 

(18) rt'^fc^ = e*^«*. 

Dieser Satz ist für die Fortsetzung der Drehungen von Bedeutung- 
In der That ergiebt sich 

884 (19) 6*^«* . 6*^*^ = a''b''b''(f = a^c^ = e«^«^, 

also 

(20) e*^«^e^*« = e»^««, 

eine Formel, die statt der verwickelten und mit fremdartigen Bestand- 
theilen vermischten Formel (81) von Dillner eintreten muss. 

Die schönste Anwendung der Quatemionen ist die auf die sphäri- 
sche Trigonometrie. Doch glaube ich, dass auch hier die Verknüpfung 
der Strecken der Rechnung mit Quatemionen überlegen ist. Hierzu 
ist noch der in dem Obigen schon implicite enthaltene Begriff des 
Produktes [abc] dreier Strecken a, 6, c erforderlich. In der That, 
wenn \bc] die Erplnzung der Strecke a^ ist, also [bc] = a^, so wird 
[a6c] = [a!aj, also gleich dem inneren Produkte der Strecken a 
und «1. Ich nenne [abc] das äussere Produkt der drei» Strecken a^bjC 
(Ai § 31 u. ff., A^ Nr. 262 {d. Ausg. I, 1, S. 80 ff, I, 2, S. 173)) 
Es ergeben sich leicht aus dem Obigen die Formeln 

[abc] = [bca] = [cab] = — [acb] = — [bac] = — [cba]. 
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ferner das Gesetz, dass [ahc] = ist, wenn zwei der Faktoren gleich 
sind, und begrifflich, dass [abc] gleich dem Parallelepipedon (Spat) 
ist, in welchem drei sich aneinander schliessende Kanten gleich a, b 
und c sind. 

Nun setze ich statt eines sphärischen Polygons AB CD ... die 
ß^ihe der Strecken a, b^ c, d, . . . welche vom Mittelpunkt der Kugel 
nach den Ecken Äy J3, C, D, . . . gezogen sind, und setze die Länge 
des Kugeb'adius gleich Eins. Setzt man dann statt ab, bc, cd, . . . die 
Radien, welche auf ab, bc, cd^ . . . nach derselben Seite hin (zum Bei- 
spiel nach links hin) senkrecht stehen, so erhält man das zugehörige 
Polareck. Es seien namentlich a, b, c die nach den Ecken eines 
sphärischen Dreiecks gezogenen Radien und sei c' der auf a, b senk- 
rechte Radius, doch so, dass [abc'] positiv ist, und ebenso sei V auf 
0, a senkrecht, a' auf 6, c, und [caft'] [6ca'] positiv. Dann ist a'Vc' 
die Polarecke, aber auch a auf b\ c\ b auf c', a'; c auf a', V senk- 
recht, nach gleicher Seite hin, also auch abc die Polarecke von ab'c\ 
Nun seien die Winkel 6c, ca, ab, b'c\ ca\ a'V mit a, /3, y, «', /J', y' 
bezeichnet., und zwar so, dass diese sechs Winkel als positive Zahlen 
betrachtet werden. Um die Beziehungen zwischen diesen Grössen auf 
die einfachste Weise ableiten zu können, mache ich noch von dem Pro- 
dukt zweier Flächenräume im Räume Gebrauch, indem ich (nach A^ 
§ 132, A, Nr. 103 {d. Ausg. I, 1, S. 217, I, 2, S. 72) 

\ab . bc\ = \abc\ . b 

setze. Dann ergiebt sich (A^ Nr. 97), dass das Produkt der Er^inzungen 

zweier Strecken a, b im Räume die Ergänzung des Produktes dieser 

Strecken ist, das heisst: 

[|a|6]-i[o6]. 

Hieraus folgt för die obigen sechs Radien a, fe, c, a', 6', c\ zunächst 
«'sin a = ;[6c]. Denn ist Lbc^ in der Ebene bc gleich 90^ und Ciggs 
fifleichfidls Radius, so bilden a', 6, q einen Normalverein und es ist also 

a' = '[ficj == \bc\ : sin«. 
-^^f gleiche Weise ist 

fe' sin /3 = I [ca], c' sin y = [afe] ; 

a sin a = [^'c'], b sin /3' = , \c'a\ c sin y' = | [a'ft']. 

^so ist 

^ sina' sina' sin a' sin |3 sin y sin a' sin ß sin y ' 



\abc\ = sin a sin /3 sin y = sin « sin /3 sin y 



sin u 
sin a 
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Da nun [abc] = [bcd] = [cab^ ist^ so kann man auch amß'ts 
und sin y': sin y statt sin a': sin a setzen. Es sei sin a': sin a «» x 
setzt, so wird 

[a 6 c] = sin a sin ß siny , x, und eb( 

a 6 c ] =» sm a Sin p Sin T' • — , 



(22) 



sin a' sin /?' sinv' 
sin a sin |3 sin y 



(24) 



Ferner, da |a'sina = [6c] ist, so hat man [a'6c] = [a'!a']sina==si 

und so 

f[a'6c] = sin a, [6'ca] = sin /3, \cal)\ = sin y, 

^ ^ [ [aftVI = sin «', \bca'^ = sin /J', [ca'ftT = sin y\ 

Femer [6'6c] = [6'|a'] sina = sina cosy', und so überhaupt 

[6'6c] = sin« cosy', \cbc\ = sin« cos/8' u. s. w., 
[66'c'] = sin «' cos y^ [cfc'c'] = sin a cos /8 u. s. w. 

Nun seien a, by c drei beliebige Strecken, die nicht einer El 

angehören, so lasst sich jede andere Strecke d aus ihnen numer 

ableiten. Es sei 

d = a;a + y6 + ^c, 

so erhält man durch äussere Multiplikation mit [bc], da [bbc] 
[cbc] null sind, [dbc] = x[abc]y also x = [dbc] : [abc] und entsprech 
für die übrigen, also 

(25) d[abc] = a[dbc] + b[adc] + c[aid] 

oder symmetrischer 

(25) a[bcd] — b[cda] + cldab] — d[abc] = 

f&r beliebige vier Strecken a, 6, c, d. 

Diese Gleichung können wir benutzen, um unmittelbar die Hai 
aufgäbe zu lösen: ,yDie Gleichimg aufzustellen jsunsdien je vier der Bai 
a, 6, c, a', 6', c'." 

Man findet zuerst für a, &, c, a' die Gleichung 

a[6ca'] — b[ca'a] -\- cla'ab] — a'[abc] = 0, 
das heisst 

(VI) a sin a -|- ^ sin /3 cos y' + c sin y cos /3' = a'[a&c], 

886 oder, indem man mit beliebigem Radius r innerlich multiplicirt 
statt \abc'] seinen Werth setzt 

cos ra . sin a + cos rb . sin ß cos y' + cos rc . sin y cos ß' = 

= cos ra' . sin a sin /J sin y '. 



(26) 
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Solcher Formeln erhalt man sechs. Es sind dies die Formeln^ welche 
Dillner unter Formel (17) andeutet. 

Femer findet man für a, fe, a\ V die Gleichung 

a\ba'V'\ — h\_a'Vä\ + a\b'ah~\ — y\aha\ = 0, 
das heisst 

(Vll) sin y(a cos a — 6 cos /J) -f- sin y{a cos a — 6' cos /8') = 

oder 

(27) siny'(cosracosa — cosr6cos/J) + 8iny(cosracosa' — cosrfe'cos/5')=0. 

Setzt man insbesondere r =^ a^ so erhalt man^ da 

COS aa = a la I = —. — - = sm p sm y 

»- ' J sina r A 

ist^ nach Division mit sin y die bekannte Formel 

(28) cos a — cos /J cos y + sin /8 sin y cos «' = 0. 

Solcher Formeln wie (VII) erhält man drei. 
Endlich findet man fQr a^ b, c\ a 

a[6c'a'] — h\c'ad\ + c'^aa^ — a\ahc^ = 0, 
<las heisst 

(Vni) sin /8'(a — h cos y) = sin y{a — c cos /J') 

oder 

(29) sin /J'(cos ra — cos rh cos y) = sin y(cos ra — cos rc cos /3'). 

Solcher Formeln giebt es sechs. 

Man erkennt Hieraus den grossen Reichthum der Beziehungen, die 
durch diese Methode hervortreten. Jede geometrische Gleichung lässt 
sich auf diese Weise in Sätze der Sphärik umwandeln. 

Ich fähre als Beispiel an den von Hankel S. 193 citirten Gauss- 
sehen Satz f&r das sphärische Viereck, nämlich 

sin AB sin CT) cos(^ JB, CD) = cos ^C cos BD — cos AD cos BC, 

welcher eine Umwandlung der Formel (A^ Nr. 176 {d. Ausg. I, 1, 
S. 136}) ist, nämlich der Formel 

[ab\ccf\ = [a\c] [h\d] - [a\d] [b\cl 

Als zweites Beispiel führe ich an die Umwandlung der Gleichung 
®i + 6i + Ci + • • • = «1, wo a^, bi, Ci, . . . Sj Strecken sind. Es sei 
^ *=» aa, 6^ = b6, c^ = cc, s^ = js, wo a, b, c, . . . f die Längen sind, 
®> 6, c, . . . s also Radien einer Kugel von der Länge Eins, so hat man 
durch innere Multiplikation mit einem beliebigen Radius r 

Q cos ra + b cos r6 + ••• = f ^^^ ^^' 
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Setzt man hier r = s, so hat man 

a cos 5a + b cos 6-6 + • • • = j, 
ako: 

/o/^\ aco6ra-\-hcoBrb-\ 

(30) . . -, = cos rs. 

^ ^ a cos 8(1 + cos «6 + • • ' 

eine Formel von der d'Arrest in den Berichten der sächsischen Gr 
Seilschaft der Wissenschaften von 1852 (S. 37fiF.) einen speciellen Fs^i-Tl 
entwickelt hat. 

Stettin, den 25. April 1877. 



xxn. 

Verwendung der Ausdehnungslelire für die allgemeine 273 
Theorie der Polaren und den Zusammenhang 

algebraischer Gebilde. 

Von 

Hermann Günther Orassmann in Stettin. 



Crellea Journal Bd. 84, Heft 4, S. 273—283 (1877). 






Herr Reye hat in einer Reihe von Aufsätzen, die in diesem Journal 
Veröffentlicht sind, und unter denen ich besonders Bd. 78, S. 97 ff. 
j,Erweiterung der Polarentheorie algebraischer Flächen", Bd. 79, S. 159 ff. 
lieber algebraische Flächen, die zu einander apolar sind", Bd. 82, S. 1 ff. 
lieber Systeme und Gewebe von algebraischen Flächen" nebst den 
Anwendungen auf Flächen zweiten Grades Bd. 82, S. 54 ff., S. 173 ff. 
Hervorhebe, die Theorie der algebraischen Gebilde in sehr fruchtreicher 
Weise erweitert. Die Methoden, die er angewandt hat, werden durch 
die Principien der Ausdehnungslehre ausserordentlich vereinfacht, und 
neue Bahnen eröffnen sich von da aus in dies noch immer schwer 
zugängliche und doch so reichhaltige Gebiet. 

Die Principien der Ausdehnungslehre, auf die ich zurückgehe, 
finden sich zuerst andeutungsweise in meiner Ausdehnungslehre von 
1844 und in der von 1862. In der letzteren, Nr. 350, {d. Ausg. I, 2, 
S. 225} ist gezeigt, wie man jede Funktion von m veränderlichen 
Zahlgrössen x^y . . ., a:^ in eine Funktion einer einzigen extensiven 
Grösse x verwandeln kann, welche aus m Einheiten e^, . . ., e^ durch 
die Zahlgrössen ^i, . • ., ^m abgeleitet ist, so nämlich, dass 

ist. Diese Verwandlung wird durch den Begriff der kombinatorischen 
Multiphkation vermittelt. 
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Das Produkt der Einheiten ^i, . • •, e^ wird als kombinatorisches 
dadurch charakterisirt^ dass dasselbe Null gesetzt wird^ sobald eine 
Einheit mehr als einmal darin als Faktor erscheint^ und dass durch 
gegenseitige Vertauschung zweier Faktoren das kombinatorische Pro- 
dukt der Einheiten entgegengesetzten Werth annimmt. Ich bezeichne, 
der Ausdehnungslehre von 1862 gemäss, das kombinatorische Produkt 
durch eine eckige Klammer, mit der ich es umschliesse; femer setze 
ich das kombinatorische Produkt der samtlichen ursprünglichen Einheiten 
in der gegebenen Reihenfolge e^, . . .,e^ gleich 1, also K^ . . . ««1 = 1» 
274 80 dass als die kombinatorischen Produkte aus den m Einheiten stets, 
je nach ihrer Ordnung, gleich + 1 oder — 1 sind. 

Er^nzung einer Einheit nenne ich das kombinatorische Produkt 
aller übrigen Einheiten und zwar in der Anordnung der Faktoren, 
dass, wenn auf jene Einheit die Einheiten, die in ihrer Ergänzung als 
Faktoren enthalten sind, der Reihe nach folgen, das gesamte kombinar- 
torische Produkt + 1 ist. Ist also €^ die Ergänzung der Einheit e^ 
und bedeutet [e^e^^ das kombinatorische Produkt, in welchem auf e^ 
nach der Reihe die Einheiten von e^ als Faktoren folgen, so hat maxx 
['^r^r^''^ 1? dagegen [^^.fj = 0, wenn r nicht gleich s ist, weil dann 
B^ noth wendig e^ als Faktor enthält, das gesamte kombinatorische Pro— 
dukt also nach dem oben festgestellten Begriffe desselben Null ist. Icbr 
nenne ein solches Produkt [ß^^J, sofern e^ und s^ als dessen Faktoren, 
betrachtet werden, ein äusseres Produkt (Ausdehnungslehre von 184#r 
§ 34, die von 1862 Nr. 78 {d. Ausg. I, 1, S. 85 f., I, 2, S. 56})-^ 
Hieraus folgt aber sogleich, da ^ = ^i^i + ^2^ "h " * * + ^^^m gösetzfc 
war, [x€^^ = x^, [^^2] = ^2 ^- s- ^'7 ^^^ 

/'{>!, x^, . . ., xj = /"([xf J, [xe^], . . ., [xejy, 

das heisst, die Funktion von m veränderlichen Zahlgrössen x^, . . ., x^^ 
ist in eine Funktion einer einzigen extensiven Grösse x verwandelt. 

Hieraus habe ich weiter in Nr. 358 {d. Ausg. I, 2, S. 230} di^ 
Folgerung abgeleitet, dass sich jede homogene Funktion n-ten Grades^ 
der Veränderlichen x^y . . . x^ in der Form a^af* darstellen lasse, wo a^ 
einen Ausdruck mit n Lücken in jedem Gliede darstellt. In der That, 
wenn f eine homogene Funktion w-ten Grades von x,, . . ., a?^ ist, so 
kommt in /*= /"([a^fj, [^«2]? • • •; [^^ml) ^^® extensive Variable x in 
jedem Gliede n-mal als Faktor vor. Entfernt man daher x aus diesen 
Verbindungen [xe^ und setzt an die Stelle, wo x gestanden hat, irgend 
ein Zeichen, welches die dadurch entstandene Lücke darstellt, und setzt 
nun den so aus f^xe^^, . . ., [a^f^]) hervorgehenden Ausdruck = a^, so 
wird f=a^x^. Das Zeichen, welches man für die entstandene Lücke 
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wählt, ist an sich gleichgültig, kann aber hier füglich ganz entbehrt 
werden, da der Ausdruck a^af^ sonst keine Bedeutung hat, wenn nicht 
a^ ein Ausdruck ist, der in jedem Gliede n Lücken enthält, in die x 
eintreten soll. Doch ist hierdurch der Begriff des Lückenausdruckes 
cc^ noch nicht erschöpft. Es muss nämlich festgestellt werden, welche 
Bedeutung a^ erlangt, wenn beliebige n extensive Grössen, zum Bei- 
spiel y^, y2? • • • tfpy ir~^ ^ ^^® Lücken jedes in a„ enthaltenen Gliedes 
eintreten sollen. Es ist in der Ausdehnangslehre von 1862, Nr. 353 
{ d. Ausg. I, 2, S. 228} festgesetzt, dass c^nViV^ - - • VplT'^ den Aus- 
druck f bezeichnet, welcher hervorgeht, wenn man die Faktoren 275 
^xVt ' •• yplT"^ nach und nach in allen möglichen verschiedenen 
X«^ eigen in die Lücken von a^ eintreten lässt und die Summe der so 
^xhaltenen Ausdrücke durch ihre Anzahl dividirt, und in Nr. 360 — 363 
{ d. Ausg. I, 2, S. 231 — 233} ist nachgewiesen, dass für diese hinzu- 
t^x-etenden Faktoren die Gesetze der gewöhnlichen algebraischen Multi- 
plikation gelten. Auch kann y hier möglicher Weise die Lücke selbst 
l>«zeiclmen. 

Ich beschranke mich, im Anschlüsse an die Arbeiten von Herrn 
K'eye, auf die quatemären Formen im Räume. Die Grössen erster 
Stufe im Räume sind Punktgrössen, das heisst einfache oder vielfache 
C»ut Koefficienten versehene) Punkte, oder Strecken von bestimmter 
I-«iDge und Richtung, die als unendlich entfernte Punktgrössen aufzu- 
fassen sind. Ich bezeichne diese Grössen erster Stufe mit lateinischen 
Buchstaben, und verstehe also auch unter den Einheiten ß^, e^, 63, ß^, 
Sowie unter ihren Vielfachensummen, Grössen erster Stufe, also, abge- 
Äohen von dem Koefficienten, Punkte. Die Er^nzung von e^, das 
Ixeisst das kombinatorische Produkt [^^^4] bezeichne ich wie oben mit 
^x i^d nenne diese Ergänzungen Einheiten dritter Stufe. In der Aus- 
^ehnungslehre ist nachgewiesen, dass das kombinatorische Produkt 
C^a^^J ö^ Theil der Ebene ist, die durch die drei Punkte e,, Cj, e^ 
Seht, and zwar, wenn e^^ e^y e^ einfache Punkte sind, das Doppelte des 
I^reiecks e^e^e^. Ebenso nenne ich jede Yielfachensumme dieser er- 
SSnzenden Einheiten eine Grösse dritter Stufe. Sie stellt nach der 
Ausdehnungslehre (von 1862) Nr. 257, 258 |d. Ausg. I, 2, S. 172} 
wiederum einen Theil einer Ebene dar, und es gelten für sie im Räume 
l^enau dieselben Gesetze wie für die Grössen erster Stufe, wenn man 
i^mlich überall den Begriff der ersten Stufe mit dem der dritten ver- 
tauscht. Namentlich ist das kombinatorische Produkt dreier Ebenen, 
^V>ge8ehen von dem metrischen Werthe, der Durchschnittspunkt der 
drei Ebenen. Ich bezeichne im Folgenden überall die Ebenen oder 
Theile der Ebenen mit griechischen Buchstaben. Hiemach wird nun. 
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wenn X = x^e^, + x^€^ -\- x^e^ + x^e^, und | = Sifi +l2^2 + 18^8 + ^4^4 
ist, wo 2j, . . ., ic^, 1^, . . ., I4 veränderliche Zahlgrössen bedeuten, 
a^x** = die Gleichung einer Fläche n-ter Ordnung, 
a^l** = die Gleichung einer Fläche w-ter Klasse. 
Der Kürze wegen will ich diese Flächen die Flächen a^ oder a„ nennea^ 

Aus den hier dargelegten, schon in meiner Ausdehnungslehre von |ii 
1862 enthaltenen Principien habe ich in den Göttinger Nachrichten voxi 
1872, S. 570 {hier S. 251 f.} die Theorie der Polaren auf die einfachste 
276 Weise abgeleitet, und es bedarf f nur einer geringen Nachhülfe, am 
die dort niedergelegte Methode so zu erweitem, dass sie zugleich die 
von Herrn Reye ausgeführte erweiterte Theorie der Polaren und die 
Theorie der Apolaren in sich schliesst. 

Es knüpft sich jene Methode an die Aufgabe, die Durchschnifcts- |ö 
punkte einer geraden Linie bc mit einem Gebilde n-ter Ordnung 2^^ 
finden. Die Aufgabe ist dort für den Fall behandelt, dass dieses Ge- 
bilde eine Curve w-ter Ordnung in der Ebene sei. Es lässt sich dies 
aber ohne irgend eine Aenderung auf den Fall übertragen, wo das 
Gebilde eine Fläche w-ter Ordnung im Räume ist. Jeder Punkt d^r 
geraden Linie bc lässt sich in der Form b -\- Xc darstellen, wo b m^^ 
c Punkte und A eine veränderliche Zahl ist. Ist nun a^af = ei:*^^ 
Fläche ^i-ter Ordnung, so liefert die Gleichung a„{b -|- Ac)" = na*^^^ 
k gelöst die n Durchschnittspunkt^ der geraden Linie bc und A— -^^ 
Fläche a„af* = 0. Die Entwickelung giebt 

(1) aj- + na^b'^-'c . A + -^=-^^ «„6"" V . A« H = 0. 

Sind die k ersten Glieder dieser Gleichung Null, so sind auch k Wertt^^^® 
von A Null, das heisst, die Gerade bc berührt die genannte PläcC^ -^"^^ 
fc-punktig in b. Sind also die k ersten Glieder der Gleichung (1) fr*3t^^^ 
jeden Werth von c gleich Null, so muss jede durch b gezogene gerai^-^^® 
Linie die Fläche a„ A-punktig treffen, das heisst, der Punkt 6 ist ei:^^^^ 
fc-facher Punkt der Fläche a„. Setzen wir nun einen Ausdruck m ^^ 
mit k Lücken, die durch Punkte ausgefüllt werden sollen, nur dan^^^^""^ 
selbst gleich Null, wenn er mit beliebigen k Punkten multiplicirt Nu-^^-^^^^ 
giebt, oder, anders ausgedrückt, wenn die sämtlichen Koefficienten dc^^*^^ 
Form a^x^ Null sind, so können wir sagen, a^fc"-* == drücke au»^-^-'*^ 
dass b ein (k -}- l)-facher Punkt der Fläche a„ sei, namentlich drück:^=*^^ 
dann a„6"~^ = aus, dass b ein Doppelpunkt der Fläche a^ sei. Di 3^ ^^ 
Glieder in der obigen Gleichung (1) sind, wenn man c veränderlicC-^^-^ 
etwa gleich x setzt, die Polaren von 6, nämlich die Fläche a^6, 
heisst die Fläche, deren Gleichung a^bx^"^ = ist, die sogenanni 
erste Polare, a^b^ die zweite u. s. w. 
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Ich habe in dem angeführten Aufsatze die Benennung dahin ge- 
ändert, dass ich aj) die Polare von t, aj)^ die Polare von Ir u. s. w., 
cc^ib^ . . . 6j die Polare von b^h^ , . . b^ genannt habe. Da man nun 
das algebraische Produkt bjf2 - - - ^U ^^ Fläche fc-ter Klasse betrachten 
kann, die in die Punkte 6^, 6,, . . ., 6^ zerfällt, und jede Fläche Ä'-ter 
Klasse als Yielfachensumme solcher Flächen darstellen kann, so lag es 
nahe, die Theorie der Polaren in dieser Weise f zu erweitern. Aber 278 
ich habe diesen wichtigen Schritt nicht selbständig gethan, sondern 
erst, nachdem ich Reyes oben citirte Abhandlung in diesem Journal 
Bd. 78 gelesen hatte. Aber die angedeutete Idee ist für die Auffassung 
der allgemeinen Polarentheorie von fundamentaler Wichtigkeit, und ich 
werde sie daher hier noch nach einer etwas veränderten {Methode} 
darlegen. 

Ich habe gesagt, dass man das algebraische Produkt b^b^ , , . bj^ 

als J^lache h-ier Klasse betrachten kann; die Gleichung dieser Fläche 

ist [6il][62l] • • • [^*l] = ^\ ^o [^i5] das äussere Produkt des Punktes 

^1 und der Ebene ^ ist, und gleich Null gesetzt, aussagt, dass die 

Ebene 5 durch den Punkt \ geht. Nun bezeichne ich mit a^*) die 

Vielfachensumme der algebraischen Produkte von je k Punkten und 

^enne sie eine Form A*-ter Klasse. Es verwandelt sich a^*) in a^, wenn 

^an jedem dieser Punkte noch eine Lücke dritter Stufe als zweiten 

J^aktor des äusseren Produktes hinzufügt; es sind also a^*) und a^ nur 

formell verschieden, und beide stellen dieselbe Fläche k-i^r Klasse dar. 

Jch bezeichne das obige Produkt [6^1] [tjg] • • • [6*1] mit [bj)^ • • • 6*1*] 

Und verstehe allgemeiner unter dem äusseren Produkte zweier Faktoren, 

Von denen der erste ein algebraisches Produkt von m Punkten, der 

andere ein algebraisches Produkt von n Ebenen ist, also unter 

t^i • • • 6^ • A • • • /'J? w6Dn m kleiner oder ebenso gross als n ist, den 

-Ausdruck, welcher hervorgeht, wenn man zuerst jeden der Punkte 

fcj . . . 6^ mit einer beliebigen der Ebenen /3j . . . /8„ zu einem äusseren 

I^rodukte verbindet, und die sämtlichen möglichen verschiedenen Glieder, 

<3ie auf diese Weise aus b^ . . .b^. ß^ , . , ß^ entspringen, addirt und die 

Summe durch die Anzahl der Glieder dividirt. So zum Beispiel ist 

Man sieht, dass jener Ausdruck \b^ - • -b^, ß^ , , . ß^ nur formell ver- 

Bchdeden ist von dem oben definirten Ausdrucke \xß^ ,..\xßl^b^...b^, 

wenn x das Zeichen der Lücke ist, und dass aJS" identisch ist mit 

^a^»»)|*] und daher auch die oben nachgewiesenen Gesetze für diese 

neuen. Formen gelten. Es versteht sich von selbst, dass, wenn m 

grösser ist als n, man A, . . ., /8^ auf alle möglichen Arten mit n der 
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Punkte &!, • • •? ^m zu äusseren Produkten [6^/8,] zu verbinden und 
im übrigen ebenso zu verfahren hat^ und dass man femer auch 
Ißi ' ' ' ßm-K ' ' ' ^n\ *^ entsprechende Weise zu definiren hat. Ich 
ziehe diese Formen als für die Anwendung bequemer den firüheren 
vor. Ist nun «(") eine Form n-ter Ordnung und a^"*) eine Form m-ter 
278 Klasse, so wird nach f dem Obigen [a^") . a^"*)] die Polare zu jenen 
zwei Formen. Diese Polare ist eine Form von (n — w)-ter Ordnung 
oder (m — w)-ter Erlasse, je nachdem n> m oder m> n ist. Um diesen 
doppelten Ausdruck zu vermeiden, setze ich fest, dass zum Beispiel 
eine Form ( — 3)-ter Ordnung nichts anders bedeuten soll als eine 
Form dritter Klasse und umgekehrt. Wenn m = n ist, so wird die 
Polare eine blosse Zahl. 

Der so gewonnene Begriff der Polare gestattet die freieste und 
mannigfachste Anwendung, und schliesst den von Herrn Reye auf- 
gestellten Begriff in sich. Um dazu zu gelangen, benutzt man am 
besten den bekannten Satz: Jede Fläche n-ter Klasse lässt sich, 

wenn man 

(n + l)(n + 2)(n + 3) 



V 



1.2.3 




beliebige Punkte 6i,...,6y annimmt, welche nicht in einer und der- 
selben Fläche n-ter Ordnung liegen, als Yielfachensumme von v Flächen 
n-ter Klasse darstellen, welche sich auf die n-fachen Punkte b^, . , .^ ^v 
reduciren, oder anders ausgedrückt, jede Form n-ter Klasse a^") lä^s»^ 
sich in der Form 

aW = aiVH hOyV 

darstellen. Dieser Satz, so wie der reciproke, soll weiter unten 
sehr einfache Art bewiesen werden. Sucht man nun zu der Fläc 

{n-ter Klasse ) a^"), deren Gleichung ai[6iS]" -| [-^rlK^lT^^^f ^°^ 

der Fläche A-ter Ordnung «W^ deren Gleichung bi[/8ia;]*H h^xlßx^lt 

ist, wo 

_ (k +l){k + 2) ik + B) 
1.2.8 

und Ä: < n ist, die Polare, so wird diese nach dem Obigen eine Fläclc^ 
(n — fc)-ter Klasse, deren Gleichung [a^^^aWI""*] = 0, das heis^s-^ 

^a,b,V^r*l"-* = oder ^o,6,[6,^J[6,|]-* = ist. 

Diese Bestimmung stimmt mit der von Herrn Reye dem Resnltatt-^ 
nach überein. Aber auch Reyes Apolaren sind aus dem obigen Princij 
aufs einfachste abzuleiten. Nämlich zwei Formen a^") und a^**) von n-te: 
Klasse und m-ter Ordnung heissen apolar zu einander, wenn die zi 
ihnen gehörige Polare Null ist, das heisst, wenn [a^*) . af^^ = ists::^ 
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Wenn m kleiner als n ist, so heisst das, es muss [a^") . a<'»)|"-*»] gleich 

Kuli sein für jede Ebene |; das giebt so viel Bedingungsgleichungen 

als die Zahl der Koefficienten einer quatemären Form (n — ♦n)-ten 

Grades betragt, also 

(n — w + 1) {n—jn + 2 )(n — m + 8) 

i~"2. 3 

Bedingongsgleichungen. Diese Bedingungsgleichungen erhält man un- 
mittelbar, indem man statt 1**'"' nach und nach die Kombinationen 
mit; Wiederholung aus «j, £„ «j, b^ zur (n — m)-ten Klasse setzt. Der 
interessanteste Fall ist der, wo w = tn ist, also [a^") . «(">] = ist. 
W^enn sich a^**) auf die Potenz eines Punktes reducirt, so sagt die 279 
Gleichung aus, dass dieser Punkt auf der Fläche n-ter Ordnung cfi^^ 
lie^e. Wir werden im allgemeinen Falle mit Herrn Reye sagen 
kcSnnen, dass die Fläche n-ter Klasse a^") auf der Fläche n-ter Ordnung 
a^**^ ruhe, oder nach der in der Ausdehnungslehre gewählten Benennung, 
dass a<") und a<") incident sind. Sind e^y e^y e/, e^ die ursprünglichen 
Einheiten und e^^ e^^ «s? h ^^^® Er^nzungen, so kann man a^") und a^") 
in den Formen darstellen 

«(«) = bi«!« + bjfj-ifa H h Kh"' 

Dann ergiebt sich, da [e^f J = 1, [ß^f J = ist, wenn r und s verschieden 
sind, auch [ei".£i"] = [ei«J''= 1, [el-^e^,€l-^6^] = [e^BiY-^\e^e^] = ly 
Und 80 werden überhaupt die äusseren Produkte der entsprechenden 
Glieder gleich Eins, während die der nicht entsprechenden verschwinden, also 

[«(")«(-)] = a^bi + a,b, H h aX 

Vmd dies gleich Null im Falle der Incidenz, also ganz wie bei der 
Xncidenz eines Punktes und einer Ebene. 

Da sich die Folgerungen, welche Herr Reye aus seiner Polaren- 
t;heorie zieht, aufs leichteste aus den oben aufgestellten Principien er- 
^ben, so glaube ich auf ihre Ableitung hier verzichten zu dürfen, und 
^ehe jetzt auf die Systeme und Gewebe algebraischer Flächen über. 
Die wesentliche Idee dieser Gebilde findet sich in der Aasdehnungs- 
• lehre von 1862, Nr. 392 und 393 {d. Ausg. I, 2, S. 263f.). Es seien 
^17 ft7 '- "i fr beliebige Funktionen, und zwar setze ich sie dem ver- 
übenden Zwecke gemäss als quaternäre Funktionen von Punkten oder 
Ebenen im Räume, so lassen sich diese Funktionen nach Nr. 392 als 
Einheiten auffassen und die daraus numerisch abgeleiteten Funktionen als 
extensive Grössen, welche allen Verknüpfungen extensiver Grössen unter- 
worfen werden können, und den Gesetzen derselben unterliegen. Es sei 

OT«tt]Bann, Werke. II. X9 



k 
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eine solche abgeleitete Funktion^ x^^ x^, ^..,x^ also ihre Ableitungs- 
zahlen ^ die aber von den Veränderlichen, die in /l, /i, • . . enthalten 
sind, gänzlich unabhängig sind. Wenn nun zwischen diesen Ableitungs- 
zahlen, die man mit Herrn Reye die Flächenkoordinaten nennen kann, 
eine Gleichung m-ten Grades 

^(X^f X^y . . ., X^J = U 

herrscht, so habe ich die Gesamtheit der Flächen f=0, die dieae 
Gleichung genügen, in Nr. 393 ein Flächengebilde m-ten Grades 
280nannt, was f mit Reyes Darstellung wesentlich übereinstimmt. 

gemeiner würde f= x^f^ + • • * + ^^fry w^^n 9(^i> ^2? • • -> ^J ®^ 
Gleichung m-ten Grades ist, ein Formgebüde m-ten Grades genannt werd 
können. Ich habe diese Idee in Nr. 394 — 400 {d. Ausg. I, 2, 
265 — 270} weiter ausgeführt für den Fall, wo f^, f^, /i, f^ Kre 
funktionen in der Ebene sind, und davon ist der Fall, wo /i, . . ., 
Eugelfunktionen im Räume sind, nicht wesentlich verschieden (ve 
Reye in diesem Journal, Bd. 82, S. 7 unten). 

Aber in Betreff der Stufenzahl der Gebilde befinde ich mich 
Herrn Reye im Widerspruch. Ich nenne die Gesamtheit aller a 
q Einheiten numerisch ableitbaren Grössen, der neueren Algebra e 
sprechend, ein Gebiet (lineares Gebilde) g-ter Stufe, während Hec 
Reye dafür die Stufenzahl q — 1 annimmt, die aber überall zu ve::- 
wickeiteren Formeln führt. Die allgemein theoretischen Sätze, welclc 
Herr Reye S. 1 — 13 in der citirten Abhandlung „Ueber Systeme u. s. w^ 
aufstellt, werden einfacher, allgemeiner und leichter beweisbar, wen J 
man wie oben /i, • . ., /i. ^^s beliebige Einheiten, also die f als eineir- 
Gebiete i/-ter Stufe angehörig auffasst. In diesem Sinne findet sicK 
der Hauptsatz über die Stufenzahlen der Gebiete (Reye a. a. O. S. 12^ 
in Nr. 25 der citirten Ausdehnungslehre, wobei auf die Erklärung 
Nr. 15 zurückgegangen ist {d. Ausg. I, 2, S. 21, 16). Hier wird di^ 
Gesamtheit der Grössen, welche zweien (oder mehreren") Gebieten zu-J 
gleich angehören, ihr gemeinschaftliches Gebiet und die Gesamtheit 
der Grössen, welche sich aus den Grössen zweier (oder mehrerer^ 
Grössen numerisch (linear) ableiten lassen, ihr verbindendes Gebieli 
genannt und der Satz aufgestellt, dass die Summe der Stufenzahlenc 
zweier Gebiete gleich der Summe der Stufenzahlen des ihnen gemein- 
schaftlichen und des sie verbindenden Gebietes sei. Ich verweise ine 
Bezug auf den Beweis dieses Fundamentalsatzes auf die citirte Nummeri 
meiner Ausdehnungslehre von 1862, und bemerke, dass er auch schone 
in der Ausdehnungslehre von 1844 S. 185 {d. Ausg. I, 1, S. 209} -^ 
wenn gleich iu anderer Ausdnicksweise vorkommt. 
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Anch die meisten der übrigen Sätze in jenem Abschnitte sind der 
Ansdehnungslehre zu entnehmen^ dagegen findet sich in beiden Bear- 
beitungen der Ansdehnungslehre nicht der für die Ausdehnungslehre 
wichtige Satz in Nr. 14 jener Abhandlung. Derselbe würde für die 
Ausdehnungslehre so lauten: Ein Gebiet q-ter Stufe, welches einem 
Gebiete {q + 5)-ter Stufe untergeordnet sein soll, hängt von qs Para- 
metern ab, das heisst es giebt qs-tsLch unendlich viele Gebiete g-ter 
Stufe, die einem gegebenen Gebiete (q + syter Stufe untergeordnet 
sind. Der Beweis, den Herr Reye giebt, lässt sich f unmittelbar auf 281 
die Ausdehnungslehre übertragen. Sind nämlich wie oben /i, . . ., f^^ 

wo i/= g -f" ^ ist, als Einheiten gefasst, und ist f= x^t\ H h ^j+,/*j+„ 

so müssen zwischen a;i, . . ., a;^^,, damit /' aus q Einheiten numerisch 
ableitbar sein soll, s Zahlbeziehungen (lineare homogene Gleichungen) 
herrschen. Diese lassen sich, wenn sie von einander unabhängig sind, 
in der Form darstellen, dass aus q jener Grössen die übrigen nume- 
Hsch* ableitbar sind, vorausgesetzt, dass auch unendlich grosse Eoeffi- 
cienten gestattet sind. Jede dieser s Zahlbeziehungen enthält q Koeffi- 
zienten, also alle zusammen qs Eoefficienten, die man als die Parameter, 
'Von denen die untergeordneten Gebiete g-ter Stufe abhängen, ansehen kann. 
Es ergiebt sich hieraus zum Beispiel der fttr die Ausdehnungslehre 
sehr bedeutungsvolle Satz: Die Anzahl der Bedingungsgleichungen 
dafür, dass eine Grösse ^-ter Stufe, die einem Hauptgebiete (g + s)-iev 
Stufe angehört, eine einfache sei, das heisst sich als kombinatorisches 
Produkt von q Grössen erster Stufe darstellen lasse (vgl. Ausdehnungs- 
von 1862, Nr. 77, die von 1844, § 51 {d. Ausg. I, 2, S. 50, I, 1, 

S. 108}), ist {q -{- s) — qs — 1, das heisst 

(g + -^)(g + g-l) •■.(« + !) _ ,,e _ 1 
1.2... 3 ' ^^ ^• 

Also zum Beispiel für Grössen g-ter Stufe in einem Gebiete {q -j- l)-ter 
Stufe giebt es keine Bedingungsgleichung (gemäss der Ausdehnungs- 
lehre von 1862, Nr. 88 und der von 1844, § 50 { d. Ausg. I, 2, S. 61, 
I, 1, S. 106)). 

Aber auch jene Bedingungsgleichungen lassen sich auf dem ange- 
deuteten Wege finden. In der That wenn 

* • ••••• * 

• • ••••• • 

^^+. = y.i^i H h y,Ä 

die oben angedeuteten Zahlbeziehungen sind, und man die Weiihe von 

^9+1' • • -7 ^9+* i" f= ^\t\ + h ^y + sfq+s einsetzt und nach den x 

ordnet, so erscheint /* als Vielfachensumme von q Grössen, die keine 

19* 
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der Grössen x mehr enthalten; das so bestimmte Gebiet g-ter Stufe, 
dem f angehört, wird dann dargestellt durch das kombinatorische Pro- 
dukt jener g Grössen, nämlich 

= [(/i + yu/i+i H h y,i/;+,) •••(/;+ 2/i,/i+i H h y*v/i+«)]- 

Als allgemeine Grösse g-ter Stufe erscheint sie aber in der Form 

z^E^ -f" ^2-^2 4" ' * •? ^0 -^1? -^2? • • • ^^® Einheiten g-ter Stufe, das 
heisst (nach Aj, Nr. 77 {d. Ausg. I, 2, S. 56}) die multiplikatiyen 
Kombinationen aus den Einheiten /i; • • •; /^^^^ zur g-ten Klasse sind. 
Wir denken uns dieselben wohlgeordnet = j^i, JEj, . . ., so dass also 
i?i = [/i/*2 . . . /"j] ist. Setzt man nun die entsprechenden zu diesen 
Einheiten g-ter Stufe gehörigen Koefficienten auf beiden Seiten gleich, 
282 so erhält man zuerst z^ = 1. Man wird f also die noch nicht homo- 
genen Gleichungen durch ZufQgung des Faktors z^ homogen machen 
können. Femer ergiebt sich leicht, dass die qs unbekannten Grössen 
y sich unmittelbar durch je eine der Grössen z ausdrücken, so dass 
man die verlangten Bedingungsgleichungen zwischen den z erhält. 
Bezeichnet man allgemein die Anzahl der Kombinationen ohne Wieder- 

p .2.8 

holung aus a Elementen zur j[>-ten Klasse mit a, so ergeben sich q s 

.3 .3 

Gleichungen, deren Glieder Produkte von je zwei der Grössen z, q s 
Gleichungen, deren Glieder Produkte von je drei der Grössen z, u. s. w., 

endlich q s = s Gleichungen, deren Glieder Produkte von je q der 
Grössen z sind. 

So zum Beispiel erhält man, wenn eine Grösse zweiter Stufe in 
einem Gebiete vierter Stufe eine einfache Grösse (im Räume ein 
Linientheil) sein soll, nur Eine Bediiigungsgleichung, nämlich bei der 
oben festgesetzten Benennung 

welche mit der aus der Liniengeometrie bekannten Bedingungsgleichung 
zusammenfällt. 

Ich kehre jetzt zu den Flächengebilden zurück. Es ist gezeigt, 
dass die algebraischen Formen, besonders die im Itaume, und die sie 
vertretenden algebraischen Produkte von Punkten oder Ebenen als 
extensive Grössen aufgefasst und den Verknüpfungen dieser Grössen 
unterworfen werden können. Namentlich hebe ich jetzt die kombina- 
torischen Produkte derselben hervor. Unmittelbar aus dem BegriflFe 
ergiebt sich, dass ein kombinatorisches Produkt von m Grössen repra- 
sentirt wird durch das aus diesen Grössen ableitbare Gebiet und einen 
durch die Beziehung zur Addition bedingten metrischen Werth, ferner 
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dass jenes Produkt dann und nur dann Null ist^ wenn die m Faktoren 
desselben in einer Zahlbeziehung zu einander stehen. Aus dieser Be- 
trachtung ergiebt sich sogleich die Gleichung einer Fläche «-ter Ord- 
nung, die durch v — 1 Punkte geht, wo 

(n+l)(n + 2)(n+3) 



V 



1.2.8 



ist, so wie die Gleichung einer Fläche n-ter Klasse, die von v — 1 

Ebenen berührt wird. In der That, sind 6^, . . ., b^_^ im ersten Falle 

PiJ.nkte, deren n-te Potenzen in keiner Zahlbeziehung zu einander 

sfcehen, so ist die Fläche w-ter Ordnung durch diese Punkte bestimmt 

und ihre Gleichung ist 

[61" . V • • • W-i . :r"] = 0. 

öass sie eine Fläche w-ter Ordnung darstellt, zeigt ihre Form im- 
Dcxittelbar, dass sie die Punkte &i, . • ., 6^_i enthält, folgt sogleich; denn 
^iid zum Beispiel x = \y so wird auch x^ = h^j also werden zwei 
i^T Faktoren des kombinatorischen f Produktes gleich, also das kom- 288 
t>inatori8che Produkt nach seinem ursprünglichen Begriffe Null. 

Aber diese Gleichung enthält auch die Lösung der Aufgabe in 
ffowöhnlichen Koordinaten. Denn wenn ^1, . . , ^4 vier nicht in einer 
Ebene liegende Punkte und 

x = x^e^ + x^e^ + x^e^ + x^e^^, h, = h^^t\ + h^^e^ + ^^363 + h^^e^ 

ftir r= 1 bis V — 1 sind, so erhält man jede der n-ten Potenzen als 
V'ielfachensumme der multiplikativen Kombinationen mit Wiederholung 
ÄXis e^, e^, C3, 64. Es seien Ey^, E^, . . ., JB^ diese Kombinationen und 
^'«V'ar in wohlgeordneter Reihe, so reducirt sich die linke Seite obiger 
Grleichung auf eine Vielfachensumme der kombinatorischen Produkte 
^<3ii i?i, . . ., E^ zu V Faktoren. Setzt man [E^E^ . . . E^] = 1, so erhält 
ittan unmittelbar die verlangte Gleichung. 

Auch erhellt (nach Ausdehnungslehre von 1862 Nr. 24, von 1844 
§ 20 {d. Ausg. I, 2, S. 21; I, 1, S. 61 } ), dass man statt der v Einheiten 
ETj^^ . . ., jB^ auch v aus ihnen ableitbare Grössen, die in keiner Zahl- 
^oaiehung zu einander stehen, namentlich auch v in keiner Zahl- 
^^ziehung zu einander stehende nie Potenzen von Punkten setzen und 
»•V18 ihnen alle n-ten Potenzen von Punkten, also auch alle Flächen 
»•^ter Klasse ableiten kann. Endlich kann man statt 61", . . ., 6^—1 auch 
1c>eliebige Flächen w-ter Klasse, ai'"', . . ., 6i/Ü_i, die in keiner Zahl- 
Beziehung zu einander stehen, einsetzen und erhält dann 
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Es stellt also das kombinatorische Produkt Ton v — 1 unabhängigea 
Flächen n-ter Klasse eine Fläche ^ter Ordn^g dar. Diese sei a^"^, also 

[Ol a^ ... »y— ij = cc , 
so wird 

[a<»>af] = 

die Gleichung dieser Fläche. In dieser kann man wieder statt af* ei 
Fläche n-ter Klasse a*"^ setzen und erhält 

[ai'-'^''^ . . . a;.'*JLia*"*] = [«'"»a"*»] und dies = 0, 

wenn «'"' und a*"* incident sind (vergl. Reye, Ueber Systeme u. s. 
Nr. 21). 

Es mag an diesen Andeutungen genügen ^ um die Fruchtbark m it 
der in der Ausdehnungslehre entwickelten Methoden auch für das v ^ '"^d 
Herrn Reye neu eröflTnete Forschungsgebiet nachzuweisen. 

Stettin, den 28. Juli 1877. 



xxm. 
Stficke ans dem Lehrbnche der Arithmetik. 



Lehrbuch | der | Arithmetik | für | ^d^ere Se^ranftalten | von 
Jiermann dfragsmann, | Professor am Gymnasiam zu Stettin. | Berlin, 1861. , 

Verlag von Th. Chr. Fr. Enslin. | (Adolph Enslin.) 

A.iich unter dem Titel: Lehrbuch | der | Mathematik | für | ^d^ere Se^ranftalten | etc. 

Erster Theil: | Arithmetik. 



Tor rede. 

Die vorliegende Bearbeitung der Arithmetik, welche in ihren wesent- 
liclien Grundzügen das gemeinschaftliche Werk von mir und meinem 
Bruder Robert ist, tritt mit dem Ansprüche auf, die erste streng 
^wissenschaftliche Bearbeitung jener Disciplin zu sein, und mit dem 
noch weiter gehenden Ansprüche, dass die darin befolgte Methode, 
'Wie sehr sie auch von der üblichen abweichen mag, dennoch, in allen 
ihren wesentlichen Momenten, nicht eine unter vielen möglichen, son- 
dern die einzig mögliche Methode einer streng folgerichtigen und 
^a.targemässen Behandlung jener Wissenschaft sei. 

Ob diese Ansprüche, welche zugleich gegen die früheren Bearbei- 
tungen den Vorwurf eines Mangels an wissenschaftlicher Strenge und 
Folgerichtigkeit einschliessen, berechtigt seien oder nicht, muss das 
^^erk selbst thatsachlich ausweisen, da eine polemische oder apologeti- 
sche Begründung dieser Ansprüche dem speziellen Zwecke des Werkes 
widerspricht. Wir hoffen diesem Mangel späterhin durch eine Bearbei- 
t^Kig der Mathematik abzuhelfen, welche, wissenschaftlich durchgebildete 
*-*^8er voraussetzend, überall die leitenden Gedanken hervorheben und 
die Nothwendigkeit der befolgten Methode im Einzelnen nachweisen 
^oU. Doch bin ich überzeugt, dass auch jetzt schon jeder, welcher 
da^ vorliegende Werk gründlich und vorurteilsfrei durchmacht, jene 
-^tisprüche als gerechtfertigt anerkennen wird. Es bleibt also nur die 
pädagogische Seite des Buches und seine praktische Handhabung zu 
^t>«8prechen. 
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Dass auch schon fQr den ersten wissenschaftlichen Unterricht in 
der Mathematik die möglichst strengste Methode vor jeder andern den 
Vorzug verdiene, werden wohl wenige bestreiten. Namentlich wird 
jeder Pädagog einen folgerichtigen Beweis einem in Trugschlüssen fort- 
schreitenden oder sich im Cirkel bewegenden vorziehen, ja es wird 
für ihn eine moralische Unmöglichkeit sein, mit Bewusstsein einen 
Beweis der letztern Art den Schülern vorzutragen und sie so gewisser- 
massen hinters Licht zu führen. Und dennoch ist diese verwerfliche 
Art sogenannter Beweise in den bisherigen Lehrbüchern der Arithmetik 
überall, wo es auf die Grundlegung und den Ausbau des Systemes 
ankommt, durchaus vorherrschend. Aber vielleicht findet man den 
VI strengen Beweis für die Fassungskraft des Schülers zu schwer. Sollte 
dies irgendwo der Fall sein, — was immer auf einen Fehler in der 
Anlage oder Behandlung des Ganzen hinweisen würde — , so wäre das 
einzige Auskunftsmittel, an einer solchen Stelle den Schülern den Satz 
bloss historisch mitzutheilen, und mit dem offenen Gesiändniss, dass 
man keinen für sie fassbaren Beweis habe finden können, auf einen 
solchen zu verzichten; ein Auskunftsmittel, was immer misslich ist 
und nur im äussersten Nothfalle anzuwenden wäre. Aber immei 
bleibt auch dies Auskunftsmittel noch einem Beweise vorzuziehen, dei 
keine Beweiskraft hat, und daher dem Schüler entweder ganz unver- 
ständlich bleibt, oder ihn mit einem Scheine des Wissens betrügt, dei 
aller Oberflächlichkeit und Unwissenschaftlichkeit Thor und Thür öffnet 
Die Mathematik in ihrer strengsten Form, in ihrer unerbittlichen 
Konsequenz ist allein im Stande, den Schüler vor der modischen Herr- 
schaft der geistreichen Phrase zu bewahren und ihn im logisch folge- 
richtigen Denken zu üben. Dieser Zweck würde jedoch nicht erreicht 
werden, wenn man ohne begriffliche Entwickelung nur Formel aui 
Formel reihen wollte. Vielmehr müssen beide: Formelentwickelung 
und Begriffsentwickelung stets Hand in Hand gehen. Im Lehrbuche 
ist die Art, wie dies geschehen soll, an einigen Beispielen, am aus- 
führlichsten in Nr. 17 , dargestellt. Dagegen ist in der Regel der Be- 
weis nur in Formeln mitgetheilt, und in Parenthese die Nummer des 
Satzes beigefügt, durch welchen die neue Formel hervorgeht. Abei 
es wird ohne Ausnahme vorausgesetzt, dass der Schüler bei dem Vor 
trage des Beweises jedesmal den Satz in Worten anführt, auf welchem 
die nächste Formel beruht; an schwierigeren Stellen wird er den Sats 
auch noch für den vorliegenden Fall zu specialisieren haben. Danacl 
wird also der ganze Vortrag in begrifflicher Entwickelung vorschreiten 
während die jedesmal hingeschriebene Formel den begrifflichen Fort 
schritt symbolisch darstellt. Dabei wird vorausgesetzt, dass der Schülei 
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den schon durchgenommenen Yorrath der Sätze sich auch gedächtniss- 
mässig fest eingeprägt habe, so dass er bei der häuslichen Vorbereitung 
oder Wiederholung nur in den seltneren Fällen die beigefügten Citate 
nachzuschlagen nöthig hat. 

Doch diese reproduktive Thätigkeit genügt noch nicht für die 
Erreichung jenes Zieles, der Uebung im folgerichtigen Denken. Viel- 
mehr muss auch die Produktivität des Schülers auf diesem Gebiete 
angeregt, und er in den Stand gesetzt werden, auch neue Wahrheiten 
aufzufinden. Zu dem Ende ist zunächst die ganze Anlage des Werkes 
so ausgeführt, dass auch der mittelmässige Schüler, nachdem ihm nur 
die Natur des Beweises (ob er fortschreitend, rückschreitend, indirekt 
oder induktorisch sei) angedeutet wurde, ganz selbständig den Beweis 
führen kann, vorausgesetzt, dass er schon einen Beweis derselben 
Gattung kennen gelernt hat. 

Ein anderes wichtiges Mittel für die Anregung der Produktivität VII 
bietet die heuristische Methode, welche die Sätze selbst finden lehrt. 
Allein diese Methode in einem Lehrbuche, was in den Händen der 
Schüler ist, zu Grunde zu legen, wäre ein ganz verfehltes Unter- 
nehmen. Es würde dadurch nicht nur dem Schüler die Repetition 
erschwert, sondern auch der Lehrer gerade in demjenigen eingeengt 
werden, was auf die individuellste Weise aus seiner imd der Schüler 
besonderen Begabung und aus der gegenseitigen Beziehung beider 
hervorfliessen muss. Uebrigens hoffe ich, dass in dem vorliegenden 
Werke der Gang der Entwickelung den Grad der Durchsichtigkeit 
und des Parallelismus darbieten wird, dass er die richtige Heuristik 
überall hindurchschimmern lässt. Ein ausführliches Beispiel der heu- 
nstischen Methode ist an einem der schwierigsten Fälle in Nr. 439 
gegeben worden. 

In Bezug auf die Aufgaben, welche in bedeutender Anzahl theils 
zur Einübung des Erlernten, theils zur Weckung und Ausbildung der 
Erfindungsgabe in Anwendung zu bringen sind, verweise ich auf die 
iD reichlicher Auswahl vorhandenen Aufgabensammlungen, namentlich 
auf die treffliche Sammlung von Heis. Es ist an den betreffenden 
Stellen auf die Gattung von Aufgaben, welche vor dem weiteren Fort- 
schreiten und während desselben zu geben sind, hingewiesen worden, 
üeberdies werden die Schüler durch die in Formelentwicklungen streng 
fortschreitende Methode des Lehrbuches so im algebraischen Rechnen 
geübt, dass ihnen das Lösen der Aufgaben an den betreffenden Punkten 
keine erheblichen Schwierigkeiten bereiten kann. 

Ausser der Uebung im scharfen Erfassen und sicheren Auffinden 
uer Wahrheit hat aber die Mathematik noch eine andere bildende 
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Seite, indem sie nämlich den Geist fQr das Ueberschauen eines wissen- 
schaftlichen Systemes befähigen soll. Es ist jedoch fehlerhaft und 
erfolglos y wenn man damit schon anfangen will, ehe noch der Stof 
im Einzelnen dem Schüler bekannt geworden ist; wo dann nichts 
anderes übrig bleibt, als ihn mit allgemeinen philosophischen Redens- 
arten abzuspeisen, die mindestens dem Schüler unverdaulich sind, und 
jedenfalls das Gegentheil von dem wirken, was sie wirken soÜBn. 
Vielmehr kann jenes Ziel nur erreicht werden, einestheils durch eine 
leicht fassliche und strenge Systematik, die nicht nach einer äusseren 
Schablone zugeschnitten, sondern aus der Natur des Gegenstandes 
organisch erwachsen ist, andrerseits durch eine üebersicht, welche am 
Schlüsse das noch vereinzelt Dastehende, was einer Yereinigong ent- 
gegenstrebte, zusammenfasst und zu einem Gesamtbilde vereinigt. Dies 
ist in Bezug auf die elementare Arithmetik am Schlüsse derselben in 
§ 16 versucht. 

Was endlich die Vertheilung des Stoflfes betriflfl, so zeigt schon 
der unmittelbare Anblick des Inhaltsverzeichnisses, dass dieser Stoff 
bis Prima hinauf ausreichen, und die ganz ariihmetische Seite des 
VIII Unterrichts umfassen soll. Bei der gewöhnlichen Einrichtung der Gym- 
nasien würden § 1 — 9 für Quarta und Tertia, § 10 — 16 für Secunda, 
§ 17 — 26 für Prima zu bestimmen sein; wobei zu bemerken ist, dass 
§ 24 — 26 je nach der Fähigkeit der Schüler entweder durchgenommen 
oder übergangen oder auch den begabteren, sei es zu eigner Belehrung, 
oder zu Vorträgen für die übrige Klasse überwiesen, und dass die mit 
einem Stern * bezeichneten Sätze bei dem ersten Vortrage übei^angen 
werden können. 

Auf den vorliegenden Theil sollen nach dem Plane des Verfassers 
noch zwei Theile folgen, von denen der eine die Planimetrie, der 
andere die Stereometrie und die beiden Trigonometrien umfassen solL 



§1- 

Einleitung. 

1. Erklärufig. Mathematik (fia^iiarixrf) ist die Wissenschaft 
von der Verknüpfung der Grössen. Grösse heisst jedes Ding, welches 
einem andern gleich oder ungleich gesetzt werden soll. Gleich heissen 
zwei Dinge, wenn man in jeder Aussage statt des einen das andre 
setzen kann. 

3. Bezeichnung, Die allgemeinen Zeichen der Grössen sind die 
Buchstaben. So oft in demselben Zusammenhange (in diesem Buche 
unter derselben Nummer) derselbe Buchstabe vorkommt, ist darunter 
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stets ein und dieselbe Grösse verstanden (es sei denn^ dass ausdrück- 
lich dem Buchstaben hernach eine andere Bedeutung beigelegt wird). 
Das Zeichen der Gleichheit ist =, das der Ungleichheit" ^. 

3. Erklärung. Die Formel a = b heisst eine Gleichung, a ihre 
linke, b ihre rechte Seite. 

i. Erklärung. Jede mathematische Verknüpfung findet nur 
zwischen zwei Grössen statt; die Grösse, welche durch diese Ver- 
knüpfung entsteht, heisst Resultat der Verknüpfung. Das Resultat 
der Verknüpfung kann aufs Neue mit einer Grösse verknüpft werden. 
Eine Grösse a mit mehreren Grössen ft, c, . . . fortschreitend ver- 
knüpfen, heisst a mit b verknüpfen, das Resultat dieser Verknüpfung 
mit c verknüpfen und so weiter. 

5, Bezeichnung. Die Klammer ( ) drückt aus, dass der in ihr 
stehende Ausdruck eine Grösse bilden soll. Die einfachsten Ver- 
knüpfungen sind Addition (§ 2) und Subtraktion (§ 3). Das Zeichen 
der Addition ist -f- (gelesen plus), das der Subtraktion — (gelesen 
minus). Bei der Addition und Subtraktion werden die Klammern stets 
weggelassen, wenn die erste Grösse mit den darauf folgenden fort- 
schreitend verknüpft werden soll. 

Beispiel, a -f- & + c bezeichnet, dass zu a die Grössen b und c 2 
fortschreitend addirt werden sollen, das heisst, dass zu a zuerst &, und 
zn der so erhaltenen Grösse a -f- & die Grösse c addirt werden soll; 
oder es ist a -f- 6 + ^ = (^ + ^) + ^- Dagegen bezeichnet a + (& + c), 
dass zuerst zu & die Grösse c addirt werden soll, und dann zu a die 

Grosse ft -f- c addirt werden soll. 

Anmerkung 1. Ein Ausdruck, welcher nur das Zeichen einer Grösse ent- 
halt, oder welcher nicht Theil eines umfassenderen Ausdruckes ist, braucht nicht 
mit einer Elanmier umschlossen zu werden, weil sich hier von selbst ergiebt, 
dass der Ausdruck nur eine Grösse bilden soll. 

Anmerkung 2. Beim Lesen eines mit Klammem versehenen Ausdrucks, 
mass man, wenn nicht Zweideutigkeit entstehen soll, stets angeben, wo eine 
Klammer geöffiiet, und wo sie geschlossen werden soll; nur wo sich das Schliessen 
der Klammem von selbst versteht, wie am Ende des ganzen Ausdrucks oder vor 
dem Gleichheitszeichen, lässt man die Angabe über den Elammemschluss am 
zveckmässigsten fort. Zum Beispiel: 

1) a — (6 + c) — d gelesen: a minus, Klammer b plus c Klammer ge- 
geschloBsen, minus d. 

2) a + (^ — (c + <^) + c gelesen : a plus , Klammer b minus Klammer c 
plus d, beide Klammem geschlossen, plus e. 

8) a — (6 + c) = 6 — (a + (& — c)) gelesen: a minus Klammer b plus c 
gläch b minus Klanmier a -f- Klammer b — c. 

6. Erklärung. Die Arithmetik {ccQLd^firjtixtj) behandelt diejenigan 
6r&»en, welche aus einer einzigen Grösse e durch Verknüpfung hervorgehen. 
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§2. 

Addition. 

7. Erklärung. Man bilde aus einer Grösse e eine Reihe voa 
Grössen durch folgendes Verfahren: Man setze e als ein Glied der 
Reihe, setze e -}- e (gelesen e plus e) als das nächstfolgende Glied der 
Reihe, und so fahre man fort, aus dem jedesmal letzten Gliede das 
nächstfolgende dadurch abzuleiten, dass man zu jenem -f~ ^ hinzufügt 
Ebenso setze man e -\ e (gelesen e plus minus e) als das dem e zu- 
nächst vorhergehende Glied der Reihe, und so fahre man fort, aus dem 
3 jedesmal ersten Gliede der Reihe das nächst f yorhei-gehende dadurch 

abzuleiten, dass man zu jenem Gliede -| e hinzufügt, so erhalt man 

eine nach beiden Seiten unendliche Reihe 

•••,e-| e-j e-\ €,e-\ e-j e,e-\ e, e, e + e, e + e + e,---. 

Wenn man in dieser Reihe jedes GUed von allen übrigen Gliedern 
der Reihe als verschieden annimmt, so nennt man diese Reihe die 
Grundreihe, e die positive Einheit, — e die negative Einheit. 

8 — 9. Erklärung. Wenn a irgend ein Glied der Grundreihe ist, 
so versteht man unter a -{- e (auch wenn a eins der Glieder ist, welche 
dem Gliede e vorhergehen) das auf a zunächst folgende Glied der 

Reihe, und unter a -\ e (auch wenn a eins der Glieder ist, welche 

dem Gliede e folgen) das dem a zunächst vorhergehende Glied, das^ 
heisst, wenn b das auf a zunächst folgende Glied der Reihe ist, so ist^ 

(8) ft = a + e, 

(9) a = 6 H €. 

Man nennt diese Verknüpfung Addition der Einheiten. 

10. Bezeichnung. Die Summe einer positiven und einer negativen 
Einheit wird mit (Null) bezeichnet, das heisst: 

e H 6 = 0. 

11. Bezeichnung. Statt -j e schreibt man — e. 

+ — e = — c. 

12. Die ans der Einheit e erzeugte Grundreihe ist demnadh folgende: 
•••, — e-\ e-\ e, — e-\ e, — e, 0, e, e + e, 6 + e + 6, •••• 

Die dem Gliede — e varhergeiwnden Glieder dieser Beihe sind Sumn^^ \ 
negcUiver Einheiten y die dem Gliede e folgenden Glieder der Beihe sind ' j 
Summen positiver Eirüieiten. 

Beweis. Die dem e folgenden Glieder der Grundreihe sind (nach *?) 
aus e durch fortschreitende Addition positiver Einheiten entstandeiiy 
also Summen positiver Einheiten. Die dem e vorhergehenden Glieder 
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sind aus e durch fortschreitende Addition negativer Einheiten entstanden^ 

und zwar ist das dem e zunächst vorhergehende Glied c -| e = 

(nach 10), das dem Null vorhergehende -j e = — e (nach 11). 

Alle dem — e vorhergehenden Glieder sind aus — e durch fortschrei- 
tende Addition negativer Einheiten entstanden und sind also Summen 
negativer Einheiten. 

13. a + ^ H ß = a. 4 

Eine positive und eine negative Einheit fortschreitend addiren än- 
dert nichts, 

Betveis, Es sei b das auf a zunächst folgende Glied der Grund- 
reihe, so ist 

6 == a + r (nach 8). 

a ==b -\ e (nach 9). 

Setzt man in die zweite Gleichung den Werth von b aus der 
ersten ein, so erhält man 

a = a -{- e -] e. 

14. a -\ e -{- e = a. 

Eine negative und eine positive Einlieit fortschreitend addiren än- 
dert nichts. 

Beweis. Es sei b das dem a zunächst vorhergehende Glied der 

Gnindreihe, so ist 

a = b -\- e (nach 8). 

b = a -\ e (nach 9). 

Setzt man den Werth von b aus der zweiten Gleichung in die 
6rste ein, so erhält man 

a = a -\ e -{- e. 

15. Erklärung. Wenn a und 6 beliebige Glieder der Grundreihe 
sind, so versteht man unter der Summe a '\-b dasjenige Glied der 
Grnndreihe, fQr welches die Formel 

a -\- {b -{- e) =- a -\-h -\- e 

gilt. Man nennt a und h die Summanden oder Stücke der Summe 
ö -j- ft, a den ersten Summand, b den zweiten. Die Verknüpfung 
heisst Addition. Die Formel in Worte gefasst, giebt den Satz 

StaU zu dem zweiten Sumnmnden eine positive Einheit zu addiren, 
i'omi man sie zu der Summe addiren, 
oder: 

StaU zu einer Summe eine positive Einheit zu addireti, kann man 
^ zum zwdten Summayulen addiren. 
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16, Zusatz, Die Grösse a + (& + ß) ist das der Grösse a - 
zunächst föl-gende Glied der Grundreihe y und a -{-h das der Gr 
a + (& + ^wwaWw^ vorliergehende Glied dieser Reihe. 

Beweis, a + (6 + e) ist (nach 15) gleich a + fc + e, das h( 
5 (nach 8), das auf a + & zunächst folgende Glied der f Grundre 
oder, was dasselbe ist, a + 6 ist das der Grösse a + (ft + c) zuna 
vorhergehende Glied dieser Reihe. 

17. a + (b + — e) = a + b + — e. 

Statt zu dem zweiten Summanden eine negative Einheit zu addi 
kann man sie zu der Summe aädiren, 
oder: 

Statt zu einer Summe eine negative Einheit zu addiren, kann \ 
sie zum zweiten Summanden addiren. 

Beweis (fortschreitend). 

a + (fe-j e) = a+(&-| ^) + cH ^ (nach 

= a + (feH ^ + ^)H ^ (nach 

= a '\'h -\ e (nach 

Anmerkung 1. Bei dem fortschreitenden Beweise geht man vob 
linken Seite der za erweisenden Gleichung aus und sucht dieselbe nach und 
in die rechte Seite umzuwandebi, und zwar in der Regel so, dass man der li 
Seite zuerst dasselbe Schlussglied zu yerleihen sucht, welches die rechte hat 

Anmerkung 2. Die Nummer, welche bei einer Formel in Parenthese 
gefügt ist, drückt aus, dass die Formel nach demjenigen Satze hervorj 
welcher jene Nummer an seiner Spitze trägt. Bei der mündlichen Darste] 
sind diese Nunmiem auszulassen, und statt dessen, ehe die neue Formel a 
leitet wird, der Wortausdruck des citirten Satzes auszusprechen, auch nöth: 
falls anzugeben, wie dieser Satz auf die zuletzt gewonnene Formel ange¥? 
werden soll. Wenn hinter der in Parenthese gesetzten Nummer der Buchsta 
folgt, so soll dies andeuten, dass man von dem citirten Satze den zwe 
Wortausdruck wählen soll. Um Yon der Art dieser mündlichen Darstellung 
Beispiel zu geben, lassen wir hier den Beweis des obigen Satzes in Worten 
gedrückt folgen: 

Beweis in Worten. Wir gehen aus von der linken Seite der zu erwe 
den Gleichung, das heisst von 

Man kann diesen Ausdruck auf die Form bringen, dass er, wie die n 

Seite, mit -| e schliesst, denn eine positive und eine negative Einheit 

schreitend addiren ändert nichts. Dann wird der obige Ausdruck 

= a + (6 + - e) + e + - e. 

Statt zu der Summe a -f- (^ H ^) ^ine positive Einheit zu addiren, 1 

man sie zu dem zweiten Summanden addiren, also wird der Ausdruck 
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Ebe negative und eine positive Einheit fortschreitend addiren ändert nichts; G 
dies angewandt auf den Ausdruck in der Klammer giebt den obigen Ausdruck 

= a -^- b -\ e. 

Also a-f-(&H c)=>a + 6-| c, das heisst: 

Statt zu dem zweiten Summanden eine negative Einheit zu addiren, kann 
man sie zu der Summe addiren. 

18. a + = a, 

Nidl addiren ändert nichts. 

Beweis, a + = a + (^H ^) (nach 10). 

= a + c H e (nach 17). 

= a (nach 13). 

*19, Eine Summe positiver oder negativer Einheiten addirt man, 
indeni man diese Einheiten fortschreitend addirt; das heisst, wenn R eine 
Beifie positiver oder negativer Einheiten hedeutety welche fortschreitend 
addirt werden sollen, und (ü) ihre Summe, so ist 

a + (R) = a + R, 

Beweis 1. Es bezeichne (ü) eine Summe positiver Einheiten. 
Alsdann ist die Summe a -|- (R) aus der Summe a -\- e dadurch her- 
vorgegangen, dass man zu dem zweiten Summanden fortschreitend 
positiye Einheiten addirt hat; statt aber zu dem zweiten Summanden 
eine positive Einheit zu addiren, kann man sie zu der Summe addiren 
(nach 15); also statt zu dem zweiten Summanden von a + c mehrere 
positive Einheiten fortschreitend zu addiren, kann man sie zu der 
Summe a -{- e addiren, also auch statt zu a eine Summe von positiven 
Einheiten zu addiren, kaim man diese Einheiten zu a fortschreitend 
addiren. 

2. Ebenso ist der Beweis, wenn (R) eine Summe negativer Ein- 
heiten ist, nur dass man statt der positiven Einheiten in Beweis 1 
öl>erall die negativen setzt. 

20. e ■\- a = a -^ e. 

Wenn einer der beiden Summanden eine positive Einheit ist, so 
^"^*>i»i man die Summanden vertausdien. 

Beweis. (In Bezug auf a.) Angenommen die Formel (20) gelte 
für irgend eine Grösse a, so zeige ich zuerst, dass sie auch für die 
^^f o zunächst folgende Grösse a -{- e gelte, das heisst, dass 

e -j- (a -}- e) = a -\- e -}- e 7 

sei. Es ist 

e -\- {a -]- e) = r -\- a '{' p (nach 15). 

= a -{- e -\- e. 
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da nach der Annahme für den bestimmten Werth a die Formel (5 
gelten soll. 

Wenn also die Formel (20) für irgend einen Werth a gilt, 
gilt sie auch für den zunächst folgenden, also auch für den auf dies 
zunächst folgenden Werth u. s. w., also für alle folgenden Werthe. 

Zweitens zeige ich, dass unter derselben Annahme die Fom 
auch für den Werth gilt, welcher dem a zunächst vorhergeht, nämli 
für a -\ Cy das heisst ich zeige, dass 

e -{- (a -^ e) = a -\ e -^ e 

sei. Es ist 

e -{- {a -\ e) = e -\- a -\ e (nach 17). 

= a -\- e -\ e (nach Annahm 

= a -j e -j" ^ (nach 13 u. 14 

Wenn also die Formel für irgend einen Werth a gilt, so gilt t 
auch für den zunächst vorhergehenden, also auch für den Wer 
welcher diesem letztem zunächst vorhergeht, also für alle dem a v 
hergehenden Werthe. 

Drittens. Nun gilt aber die Formel 20 für den Fall, dass a == 
ist. Denn dann ist 

Die Formel 20 gilt also für einen Werth, mithin nach dem ers 
Theile des Beweises auch für alle folgenden Werthe, und nach d 
zweiten Theile auch für alle vorhergehenden Werthe, also für i 
Werthe. 

Anmerkung. Beweise von der Art wie der vorstehende heissen indul 
rische. Sie werden im Folgenden stets in etwas abgekürzter Form dargestell 

21. — e-[-a = fl-| e. 

Wenn einer der beiden Summanden eine negative Einheit ist^ 
Jcann man die Summanden vertauschen. 

Beweis. Genau wie in 20, nur dass man — c statt e, und e si 
— e setzt, und ebenso „folgend" statt „vorhergehend" und umgekel 

22. a + {h'j- c) = a + h + c. 

Statt eine Summe m addiren, kann man die Summanden ft 
schreitend addiren, 
oder: 

Statt zwei Grössen fortscJireitend zu addiren, Jcann man ihre Suih 
addiren. 

Betveis (induktorisch in Bezug auf c). Angenommen die Formel 
gelte für irgend einen Werth c, so ist 
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« + [6 + (^ + ^)] = « + [& + c + ^] (nach 15). 

= a + (^ + ^) + ^ (nach 15). 

= a4-ft + ^ + ^ (nach Annahme). 

= a + & + (c + c) (nach 15b). 

Wenn also die Formel 22 für irgend einen Werth gilt, so gilt sie 
aach fOr den zunächst folgenden, mithin für alle folgenden Werthe. 
Und ebenso unter derselben Annahme ist: 

« + [* + (c +-«)] = ö + [^ + ^ H «] (^lach 17). 

= a + (& + c) + — e (nach 17). 

=^ a -^-b -}- c -\ e (nach Annahme). 

= a'{'h'{' (c-] e) (nach 17b), 

das heisst: Wenn Formel 22 für irgend einen Werth c gilt, so 
gilt sie auch für den nächst vorhergehenden, mithin für alle vorher- 
gehenden Werthe. 

Nun gilt sie aber für c = e (nach 15), also gilt sie auch allgemein. 

23. a'{'b = b + a. 

Ma/n kann die beiden Stücke einer Summe vertauschen. 
Beweis' (induktorisch in Bezug auf &). Angenommen Formel 23 
gelte für irgend einen Werth ft, so ist 

a-\-Q)-\-e)=^a'\'b-\-e (nach 15). 

= 6 + a + 6 (nach Annahme). 

= b + {a + e) (nach 15b). 
= 6 + ((? + a) (nach 20). 

= ft + c + a (nach 22), 

und 

« + ('> + — ^) = « + i + — e (nach 17). 

= i -j- a -j e (nach Annahme). 

= 6 + (a + — 6) (nach 17 b). 

= ft + (— c + a) (nach 21). 

= 6 H c + a (nach 22), 

das heisst: Wenn Formel 23 für irgend einen Werth b gilt, so 9 
pH sie auch für alle folgenden und für alle vorhergehenden Werthe. 
N^un gilt sie aber für den Werth e, denn 

a -\- e = e -\- a (nach 20). 

ftlso gilt sie allgemein. 

24. a + 6 + c = a + c + 6. 

Die Ordnung^ in tvelclier man fortschreitend oMirt, ist gleichgültig 
ßr das Besultat. 

Orftttnann, Werke. II. 20 
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Beweis. a + 6-|-^ = öt + (& + c) (nach 22b). 

= a+(c + h) (nadi 23). 

= a + c + b (nach 22). 

25. + a = a + = a. 
NuU (üs Summand ändert nichts. 

Beweis, -{- a = a -{- (nach 23). 

= a + (6 H e) (nach 10). 

= a + ^ + — ^ (nach 22). 

= a (nach 13). 

26. Zu je zwei Grössen a und h der Grundreihe gUbt es eine 
dritte Grösse x der Grundreihe, welche zu der ersten addirt die zweite 

giebt, das heisst so, dass 

b = a -{• X 
sei. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf b). Angenommen , der Satz 

gelte für irgend einen Werth &, so gilt er auch für den auf b zunächst 

folgenden Werth. Denn, wenn x eine Grösse der Grundreihe, und 

• 6 = a + a? 
ist, so ist 

fe + ^ = öt + ^ + ^ (nach Annahme). 

= a + (a: + e) (nach 22b), 

folglich giebt es auch eine Grösse der Grundreihe, (nämlich x -^-e)!^ 

welche zu a addirt b -}- e giebt; das heisst, der Satz gilt unter dies^:^ 

Annahme auch für b -{- e. 

Femer 

6-| e^ a -\- X -] e (nach Annahm»}. 

= a .+ (a; H e) (nach 22 b), 

das heisst: Der Satz gilt unter derselben Annahme auch für b -J — <• 

10 Also, wenn der Satz für irgend einen Werth b gilt, so gilt ^^ 

er auch für jeden vor b vorhergehenden Werth. 

Nun gilt aber die Formel für b = a, denn dann ist 

6 = a = a + (nach ^^) 

also gilt der Satz allgemein. 

27. Hypothesis (iTtod-eötg) a -{' b = a -\- c, 

Thesis (^iövg) b = c. 

Zwei Grössen (6 und c), wdche zu derselben Grrösse (a) adcli^' 
gleiche Summen liefern, sind einander gleich. 

Beweis (fortschreitend). Um b mit Anwendung der Hypothe^^^ 
in c umwandeln zu können, muss man zunächst b so umwandeln, d»^ 
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sein Werth derselbe bleibt, aber a als Stück eines zweiten Summanden 
liinzu tritt ^ das heisst, man muss zu b eine Grösse a -{- x, welche Null 
ist^ addiren. 

^un giebt es nach 26 stets eine Grösse x Ton der Art; dass 

* a + a: = 

ist. Dann ist 

5 = 6 + (nach 25). 

= b -\- (a -{- x) (nach *). 

= b + a + x (nach 22). 

= a + ft + a: (nach 23). 

=: a -j- c + o; (nach Hypothesis). 

= a -\- X -\- c (nach 24). 

= + c (nach *). 

= c (nach 25). 

§3. 

Subtraktion. 

28. Erklärung, Unter dem Unterschiede (Differenz, Rest) a — 6, 

versteht man diejenige Grösse der Grundreihe, zu welcher b addirt a 

giebt, das heisst 

a — 6 -j- 6 = a. 

Eine Grrösse fortschreitend suMrahiren und addiren ändert nidUs, 
Man nennt a den Minuend, b den Subtrahend des Unterschiedes 
^ "-^ 6; 6 von a subtrahiren, heisst den Unterschied a — b bilden. 

29. a + 6 — b = a. li 

Eine Crrösse fortschreitend addiren und subtrahiren ändert niclüs. 
Beweis (durch Gleichungen). Um dies zu beweisen, geht man 
^^f den umgekehrten Satz (28) zurück, indem man zu a + 6 fort- 
^^lireitend b subtrahirt und addirt. Dann erhält man die Gleichung 

a + 6 — fe + 6 = a + & (nach 28). 

Man kann die beiden Stücke einer Summe vertauschen. Dies an- 
K^wandt auf beide Seiten obiger Gleichung giebt: 

b + {a + b — h) = b + a (nach 23). 

Zwei Grössen a -{-b — b und a, welche zu derselben Grösse b 
^dirt, gleiche Summen liefern, sind einander gleich, also: 

a + t — b =i a (nach 27). 

20* 
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80. a + (6 — c) = a + 6 — c. 

Statt von dem eweUen Summanden eine Grösse zu subtrahiren, hrni^ 
man sie von der Summe subtrahiren 
oder: 

Statt von einer Summe eine Grösse zu subtrahiren, kann man sie 
von dem zweiten Summanden subtrahiren. 

Beweis. a + (& — c) = » + (& — c) + c — c (nach 29). 

= a + (6 — c + c) — c (nach 22 b). 

= a + 6 — c (nach 28). 

81. a — (6 -[- c) = a — h — c. 

Statt eine Summe zu subtrahiren , kann man die Summanden fort- 
schreitend subtrahiren 
oder: 

Statt zwei Grössen fortschreitend zu subtrahiren, kcmn man ihre 
Summe subtrahiren. 

Beweis (rückschreitend): 

a — 6 — c = a — 6 — c + (6 + c) — (6 + c) (nach 29). 

= a — b — c+{c + b) — (b + c) (nach 23). 

= a — 6 — c+ c + 6 —(b + c) (nach 22). 

= a — 6 + 5 — (& + c) (nach 28). 

= a — (& + c) (nach 28). 

Anmerkung. Rückschreitend heisst der Beweis, wenn man die rechte 
Seite der zu erweisenden Gleichung nach und nach in die linke umwandelt. 

82. a — (6 — c) = a — 6 + c. 

12 Statt einen Unterschied zu subtrahiren, kann man f fortschreiten^^ 

seinen Minuend subtrahiren und seinen SubtraJiend addiren 

oder: 

Statt fortschreitend eine Grösse zu subtrahiren und eine zweite z^^^ 

addiren, kann man den Unterschied der ersten und zweiten subtrahiref^- 

Beweis. a — (6 — c) = a — (6 — c) — c -\- c (nach 28). 

= a — (b — c -{- c) -{- c (nach 31 bl> • 

= a — 6 + c (nach 28). 

88. a — b — c = a — c — b. 

Die Ordnung, in wdclier man fortschreitend subtrahirt, ist gleich^ 
gültig für das Resultai. 

Beweis. a — b — c == a — (b -}- c) (nach 31 b)- 

= a — (c + 6) (nach 23). 

=za — c — b (nach 31). 



§ 3. Subtrakiaon. Nr. 80—41. 309 

34. a + 6 — c^=^ a — c + 6. 

Die Ordnung, in welcher man fortschreitend eine Grösse addirt und 
eine andere subtrahirt, ist gleichgültig für das Resultat, 

Beweis. a + 6 — c = a + 6 — c — 6 + ^ (nach 28). 

= a + 6 — 6 — c + 6 (nach 33). 

= a — c + 6 (nach 29). 

36. a — = a. 

JfuU subtrdhiren ändert nichts, 

Beweis. a — 0==a — + (nach 25). 

= a (nach 28). 

36. a — a = 0. 

Der Unterschied zweier gleicher (Grössen ist nuU, 

Jieweis, a — a = + (a — a) (nach 25). 

= + a — a (nach 30). 

= (nach 29). 

37. 38. Bezeichnung. Statt — a kann man — a schreiben 
^^J^d statt a kann man auch + a schreiben. Man nennt + a und — a 
bezeichnete Grössen und zwar + a und -j- 6 und ebenso — a und 

^i gleichbezeichnete Grössen, +a und — & ungleichbezeichnete. 

(37) — a= — a. 

(38) -\-a = a. 

39. a + (-6) = a — 6. 
Statt plus minus kann man minus setzen. 

Beweis. «H 6=ra-j-(0 — 6) (nach 37). 18 

= a + — 6 (nach 30). 

= a — b (nach 25). 

40. a h := a + b, und 6 = 6. 

Statt minus minus kann man plus setzen. 

Beweis. 1) a h = a — {0 — h) (nach 37). 

= a — + 6 (nach 32). 

= a + 6 (nach 35). 

2) 6 = 6 (nach 37). 

= + 6 (nach Bew. 1). 

= 6 (nach 25). 

41. _ a -I 6 = — a — 6 = — (a + 6). 

Zwei mit minus bezeichnete Grössen addirt man, {oder fügt man 
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zusammen), indem man die ffeichenlosen Grössen addirt und der Sumt^'^e 
das minuS'Zeichen vorsetzt. 

Beweis. — a -\ b = — a — b (nach 39)- 

= — a — b (nach 37). 

= — (a + 6) (nach 31l>3 

= — (a + 6) (nach 37). 

42, Zwei ungleielihezeielinete Grössen addirt man, indem man d^^ 
zeichenlosen Grössen von einander subtrahirt und dem Beste da^eni^^^ 
Zeidien vorsetzt, was die zum Minuend getnachte Grösse Juitte, das heis^^t 

a -\ b = a — 6. 

= — 6 -j- a = — (b — a). 

Beweis. a -\ 6 = a — 6 (nach 39). 

a-\ b = — b + a (nach 23). 

= — 6 + a (nach 37). 

= — (b — a) (nach 32 b ). 

= — (6 — a) (nach 37). 

*43. Erklärung. Ein Ausdruck, in welchem die Grössen foi 
schreitend durch plus oder minus verknüpft sind, heisst ein Polynoi 



(Binom u. s. w.), jene einzelnen Grössen mit ihren Vorzeichen d:^£e 
Glieder {v6(ioi) des Polynoms. Dem ersten öliede kann man, wenn ^^s 
kein Vorzeichen hat, das + Zeichen vorsetzen. So zum Beispiel i ^t 
a + (6 + c) — d ein Polynom aus drei Gliedern, imd zwar ist a (od^er 
-[- a) sein erstes, -\- {b -\- c) sein zweites, — d sein drittes Glied. 

14 *44 — 46, In einem Polynom kann man beliebige zwei auf el ^*^' 

ander folgende Glieder vertauschen, das heisst 

(44) ...-|-(x-|-6-'* = --'-j-6-f-a»«« 

(45) ••• + a — b ''' = '- ' — 6 + a--' 

(46) ••• — a — 6... = .. b — a-», 

wo die Punkte bedeuten sollen, dass beliebig viele Glieder vorhergeb^° 
und folgen können. (Wenn kein Glied vorhergeht, so kann man n»^^^ 
25 und 37 als vorhergehendes Glied Null setzen.) 

.. = |-j_|_(j... (nach Z^y- 

.. = j-j_(j... (nach 34ry* 

.. = ... — J — a ' ' ' (nach 33y- 

Glieder eines Polynoms ändert sein^^ 



Beweis. 


••• + « + ^ 




' ' ' -\- a — b 




... — d — j 


47. Die 


Ordnung der 


Werth nidU. 
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Beweis. Da man (nach 44 — 46) jedes Glied des Polynoms mit 
Ol nächst vorhergehenden oder nächstfolgenden Gliede desselben ver- 
Lschen kann, so kann man jedes Glied des Polynoms, indem man es 
3derholt mit dem nächstfolgenden Gliede vertauscht, auf jede folgende 
»lle, und indem man es wiederholt mit dem nächst vorhergehenden 
ede vertauscht, auf jede vorhergehende, also auf jede Stelle bringen, 
o die Glieder in jede Ordnung versetzen, ohne den Werth des Poly- 
[ns zu ändern. 

*48. Statt ein Pdißiom zu addireti, kann man die Glieder dessdben 
tschreitend hinzufügen, 
3r 

Statt die Glieder eines Polynoms fortschreitend hinzuzufügen ^ kann 
m das Polynom addiren, das heisst: 

. . . + (P) = . . . p, 

> (P) ein Polynom und P die fortschreitend hinzugefügten Glieder 
iselben bedeutet, wobei man jedoch dem ersten Gliede, wenn es kein 
»rzeichen hat, (nach 38) das plus-Zeichen vorsetzt. 
Beweis, 1) Es sei (P) ein Binom, so ist 

a + (6 + c) = a + 6 + c (nach 22). 

a + (& — c) = a -\- h — c (nach 30). 

Ferner ist 

a + (— i + c) = a-\ 6 + c (nach 22). 

= a — ft + c (nach 39). 

a + ( — b — c) = aH b — c (nach 30). 16 

= a — b — c (nach 39). 

Geht der plus-Klammer keine Grösse vorher, so kann man (nach 25) 
dl als erstes Glied hinzufügen, das heisst, in den obigen Formeln 
= setzen; und kann dann in den Schlussformeln wieder (nach 25 
d 37) die Null weglassen. 

Beweis 2. Ist (P) ein Polynom aus mehr als zwei Gliedern, so 
He man alle nach Nr. 5 ausgelassenen Klammem des Polynoms 
3der her; diese beginnen nach Nr. 5 alle mit dem ersten Gliede des 
lynoms, also in unserm Falle unmittelbar nach dem vorstehenden 
Zeichen, und jede umschliesst nur zwei Grössen. Folglich kann 
n nach Beweis 1 zuei-st die äussere IQammer, da sie nur zwei 
ossen umschliesst und eine plus-Klammer ist, weglassen; aus gleichem 
ande kann man alsdann die Klammer weglassen, welche jetzt äussere 
ammer geworden ist und mit der ersten Grösse des Polynoms be- 
int, und so fort, bis alle diese Klammem verschwunden sind. 
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Beispiel des Beweises für vier Glieder: 

\-(b + c + d + e) = h ([(6 + c) + d] + e) (nach 5). 

= h [(& + c) + rf] + e (nach Bew. 1). 

==:••• + (6 + c) + d4"^ (nach 5). 

= '''-\'b-^c-\'d-\-e (nach 5). 

*49. Statt ein Polynom eu subtrahireny kann man die Zeichen oder 

Glieder desselben umkehren, und die so erhaltenen Glieder fortschreitend 

hinzufügen, 

oder: 

Statt die Glieder eines Polynoms fortschreitend hinzuzufügen, kann 

man die Zeiclien derselben umkehren und das so erhaltene Polynom sub- 

trahiren, das heisst 

(P) = . . . P', 

wo (P) ein Polynom und P' die fortschreitende Reihe der Glieder 
bedeutet, welche aus dem Polynom (P) dadurch hervorgeht, dass man 
die Zeichen aller Glieder desselben umkehrt. 
Beweis 1. Es sei (P) ein Binom, so ist 

a — (h -\- c) = a — b — c (nach 31 

a — (b — c) = a — 6 + ^ (nach 32 

Femer 

a — ( — 6 -f- c) = a b — c (nach 31 

= a + 6 — - c (nach 40 

16 a — ( — b — c) = a b -\- c (nach 32 

= a + & + c (nach 40 

Geht der minus-Klammer keine Grösse vorher, so kann man 
(nach 37) zuerst als erstes Glied hinzufügen, und zuletzt wieder 
(nach 25 und 37) weglassen. 

Beweis 2. Es sei (P) ein Polynom aus mehr als zwei Gliedern, 
so verfahre man wie bei Beweis 2 des vorigen Satzes; alsdann kehrt 
sich bei der Auflösung derjenigen Klammer, welche jedesmal die äussere 
ist, zuerst das Vorzeichen des letzten Gliedes des Polynoms um (nach 
Beweis 1), dann das des vorletzten u. s. w. bis zum zweiten Gliede des 
Polynoms. 

Beispiel des Beweises für vier Glieder: 

a — {b — c + d-e) = a— ([(?> — c) + d] — e) (nach 5). 

= a — [(6 — c) -\- d]-\- e (nach Bew. 1). 

= a — {b — c) — d + e (nach 31). 

= a — b -\- c — d + e (nach 32V 
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*60. ÄUe Verknüpfungs' Sätze, welche für die Einheit e gelten, 
gelten auch noch, wenn man staM der Einheit e eine heliebige Grösse der 
Grundreihe setzt. 

Beiveis. Die Verknüpfungs-Sätze, in welchen e vorkommt, sind in 
Nr. 10, 11, 13, 14, 15, 17, 20 und 21 enthalten. Nun ist 

a-j a = a — a (nach 39). 

= (nach 36), 

das heisst, die Formel 10 gilt auch, wenn man a statt e setzt; femer 

0^ a = — a (nach 39). 

= — a (nach 37), 

das heisst, auch Formel 11 gilt in dieser Erweiterung. 

Femer findet sich die Erweiterung von Nr. 13 in Nr. 29, die von 
Nr. 14 in Nr. 28, die von Nr. 15 und 17 in Nr. 22 und die von Nr. 20 
und 21 in Nr. 23. 

*51. Wenn man aus einer von Null verschiedenen Grösse E der 
Grundreihe eine Reihe von Grössen auf dieselbe Weise ableitet, wie aus 
^ die Grundreihe abgeleitet war, so ist auch in der so erJuütenen Beihe 
J€<l€s Glied von aUen übrigen verschiedetL 

Beweis. Es sei A ein auf B folgendes Glied der aus E erzeugten 

^eihe, so heisst das (nach 8), es geht B aus A durch f fortschreitende 17 

-^<3dition von Grössen E hervor. Da nun E ungleich ist, so ist es 

(^ach 12) entweder gleich -f" ^ ^^^r gleich — e oder eine Summe von 

Pc^sitiven Einheiten oder eine Summe von negativen Einheiten. Statt 

'^Vi.n eine Summe von zwei oder mehr Grössen zu addiren, kann man 

v^x^ch 48) diese Grössen fortschreitend addiren, also geht B aus A 

^^^xtweder dadurch hervor, dass man fortschreitend positive oder fort- 

^•^Ireitend negative Einheiten hinzuaddirt hat, das heisst (nach 8, 9) 

ist entweder eine auf A folgende Grösse der Grundreihe, oder eine vor 

vorhergehende Grösse derselben, folglich (nach 7) von A verschieden. 

Anmerkung. Entwickelt man also aus einer beliebigen von Null ver- 

^^^tiiedenen GrOsse 1*J, welche der Grundreihe angehört, eine Grössenreihe B nach 

^m Verfahren in Nr. 7, so kann man die Grösse E als Einheit und die Grössen- 

^^he R als Grundreihe setzen, und gelten dann für diese neue Einheit und diese 

^^^ue Grundreihe alle bisher aufgestellten Sätze. 

§4. 
Multiplikation. 
52. Erklärung, Unter a . 1 (gelesen a mal Eins oder a multi- 
Plicirt mit Eins) versteht man die Grösse a selbst, das heisst 

(52) a . 1 = a. 

3f i7 Eins müUipliciren ändert nichts. 
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53. Erklärung, Eine Grundreihe, deren Einheit gleich Eins isi 
heisst Zahlreihe y die Glieder derselben Zahlen, die Zahl 1 -}- 1 win 
mit 2 bezeichnet, die Zahl 2 -f- 1 mit 3 u. s. w. 

(53) (1 + 1 = 2. 

^^^^ 2 + 1 = 3. 

* • • • 

Anmerkung. Da die Zahlreihe eine Grundreihe ist, und die Gesetze de 
Addition und Subtraktion für jede Grundreihe gelten, so gelten sie auch fu 
die Zahlen. 

54. Erklärung. Die der folgenden Zahlen der Zahlreihe heisse: 
positive Zahlen, die der vorhergehenden negative. Wenn a ein 
positive Zahl ist, so heissen die Zahlen a und — a einander eni^egei 
gesetzt, und heisst a der positive Werth von — a. 

55. Die Zahlreihe ist 

...|_3|_2|— 1|0!112|31... 

18 und jede n^ative Zahl derselben ist einer positiven entgegengesetz 
Beweis. Es sei a irgend eine Zahl der Zahlreihe, so ist die nächst 
folgende Zahl derselben (nach 8) gleich a + 1? ^^ ^^ Einheit d€ 
Zahlreihe gleich 1 ist; also ist die auf 1 folgende Zahl 1 -f~ l? ^^ 
heisst 2 (nach 53), die auf 2 folgende 2 + 1; das heisst 3 (nach 52 
u. s. w. Die der 1 nächst vorhergehende Zahl ist (nach 10), die de 
nächst vorhergehende — 1 (nach 11), also der 1 entgegengesetz 
Ist nun irgend eine negative Zahl einer positiven (a) entgegengesetz 
so gilt dies auch für die nächst vorhergehende negative Zahl; denn di 

der Zahl — a vorhergehende ist (nach 9) — a-j 1 = — (» + 1 

(nach 41), das heissfc gleichfalls einer positiven entgegengesetzt. Wen 
also irgend eine negative Zahl einer positiven entgegengesetzt ist, s 
ist auch die nächst vorhergehende, also auch jede vorhergehende eine 
positiven entgegengesetzt. Nun ist — 1 einer positiven Zahl entgegei 
gesetzt, also gilt dasselbe auch für alle vorhergehenden, also für aU 
negativen Zahlen. Da femer die der Zahl — a vorhergehende ZaI 
= — (et + 1) ist, wie bewiesen, so ist die der Zahl — 1 vorhergehend 
= — (1 -|- 1) = — 2 (nach 53), und die der — 2 vorhergehend 
= — (2 + 1) = — 3 (nach 53) u. s. w. 

66 — 68, ErkUming. Die Multiplikation mit den übrigen Zahle 
(ausser 1), wird durch folgende Formeln bestimmt: 

(56) a.{ß + l) = aß +•«, 
wo ß eine positive Zahl ist. 

(57) a . = 0. 

(58) a.(-ß) = ^ (aß), 
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wo ß eine positive Zahl ist. Man nennt a . ß (gelesen a mal ß, oder a 
multiplicirt mit ß) ein Produkt, a seinen Multiplikand, ß seinen 
If ultiplikator, beide zusammen Faktoren des Produktes. Auch 
kann man statt a . ß schreiben aß] dies ist jedoch dann nicht ge- 
stattet, wenn beide Faktoren in Zi£Eem geschrieben sind (also nicht 
2 3 statt 2.3). 

Die Formeln in Worten: 

(56). SUUt zu einem positiven MuUiplikcUor eine Eins zu addiren, 
katm man zu dem Produkte den Multiplikand addiren, 

(57). Jede Zahl gieht mit Null mtdtiplicirt Null. l® 

(58). Statt mit einer negativen Zahl zu multipliciren, kann man 
mit ihrem positiven Werff^ multiplidren und dem Produkte das Minus- 
Zeichen vorsetzen. 

59. Bezeichnung. Bei der Multiplikation lasst man die Klammem 
fort, wenn die erste Grösse mit den folgenden fortschreitend multipli- 
cijrt werden soll. Femer wenn ein Produkt Glied eines Polynoms ist, 
so lässt man die Klammer, welche das Produkt umschliesst, aus; zum 
Beispiel bedeutet abCy dass a mit h und das Produkt mit c multipli- 
cirt werden soll, also gleich (ab)c. Femer bedeutet ab — cd, dass a 
mit b und c mit d multiplicirt und das Produkt cd von dem Produkt 
a& subtrahirt werden soll, also gleich (ab) — (cd). 

Anmerkung. In 58 konnte man also statt — {aß) auch schreiben — aß. 

60, Döw Produkt aß ist eine Grösse, welche derselben GrundreiJie 
^^^ehlört, wie der Multiplikand a. 

Beweis 1 (induktorisch in Bezug auf ß). Angenommen, der Satz 
ST^lte fOr irgend eine positive Zahl /3, das heisst, es gehöre aß der- 
sölhen Orundreihe an wie a, so ist 

a . (/5 + 1) = a/5 + a (nach 56), 

also eine Summe zweier Grössen, die derselben Grundreihe angehören, 
al3o gehört auch die Summe derselben Grundreihe an (nach 15). Wenn 
also der Satz für irgend eine positive Zahl ß gilt, so gilt er auch 
för die nächstfolgende, also für aUe folgenden. Nun gilt er für 
ß =1, denn 

a .1 = a (nach 52). 

Folglich gilt er ffir 1 und alle folgenden Zahlen der Zahlreihe, das 
l^eisst för alle positive Zahlen. 

2. Der Satz gilt für /3 = 0, denn 

a . = (nach 57). 
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3. Der Satz gilt für jede negative Zahl, denn wenn y ihr positive mr 
Werth also /3 = — y ist, so ist 

a , ß = a , ( — y) = — (ay) (nach 58^ — 

Da nun (nach Beweis l) ay der Grundreihe von a angehört, scz» 

gehört auch — (ay\ das heisst — ay ihr an (nach 28), also auch a^ — 

Anmerkung. Dasselbe gilt, wenn eine Grösse a mit mehreren Gross« 
fortschreitend multiplicirt wird. 

20 61. Zusatz. Für Produkte gelten daher alle Gesetze der Additioi 

und Subtraktion. 

62. Es ist allgemein (auch wenn ß negativ oder null ist) 

a(ß 4- 1) = aj8 + a. 

Statt zum Multiplikaior eine Eifis zu addiren, kann man zw 
Produkte den Multiplikand addiren, 
oder: 

StcUt zu einem Produkte den Multiplikand zu addiren, kann man zum- 
Multiplikaior eine Eins addiren. 

Beweis 1. Wenn ß eine positive Zahl ist, so gilt der Satz — - 
(nach 56). 

2. Wenn /3 = ist, so ist 

a . (0 + 1) = a . 1 (nach 25) 

= a (nach 52). 

= + a (nach 25) ^^p. 

= a . + a (nach 57)^3. 

3. Wenn ß = — 1 ist, so erhält man 

a{- 1 + 1) = a(0 — 1 + 1) (nach 37 ). 

= a . (nach 28- ~) 

= (nach oW" ) 

= — a + a (nach 2^) 

= — a -{- a (nach 3*^ ) 

(a . 1) + a (nach &^) 

= a . (— 1) + et (nach &^3 



4. Wenn ß eine Zahl ist, die der — 1 in der Zahlreihe voi 
geht, so ist auch die auf ß zunächst folgende Zahl noch negativ; 
positive Werth dieser letzteren sei y, sie selbst also — y, so ist fi 
die ihr vorhergehende Zahl, also 
* ^ = _y4._l (nach Ö>- 
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Also 

a(ß + l) = a{— y + — 1 + 1) (nach *). 

= a( — y) (nach 14). 

= — ay (nach 58). 

= — ay — a-\- a (nach 28). 

«= — {ay -\- a) '■\- a (nach 41). 

= — \a{y + 1)] + a (nach 62b). 

= a[— (y + 1)] + a (nach 58). 

= a[— y + — 1] + a (nach 41). 

== aj8 + « (nach *). 
68. a{ß — l) = aß — a. 21 

Statt vom Multiplikator eine Eins zu suhtrahiren, kann man vom 
Pt-odukte den Multiplikand subtrdliiren, 
oder: 

Statt von einem Produkte den Multiplikand zu suhtrahiren, ka/nn 
n^€trn vofn Multiplikator eine Eins suhtrahiren. 

Beweis. aQJ — 1) = a(/S — 1) + a — a (nach 29). 

= a(/3 — 1 + 1) — a (nach 62 b). 

= aß — a (nach 28). 

64. Erklärung. Wenn a eine Grösse der aus 6^1 erzeugten 
^rundreihe und a = ecc ist, so nennt man a eine benannte Grösse, e 
Uire Einheit, a ihren Zahlwerth. 

65» Jede Grösse a einer Grundreihe lässt sich als Produkt der 
^nheit e dieser Grundreihe und einer Zald, also in der Form ea dar- 
^^^len; und zwar ist a positiv j negativ, oder 0, je nachdem n in der 
^^hrundreihe dem Gliede folgt, vorangeht, oder selbst mdl ist 

Beweis (induktorisch). 1. Wenn a = ist, so ist 

a = = 6 . (nach 57). 

^Iso Produkt der Einheit e und der Zahl Null. 

2. Angenommen der Satz gelte für a = 0, oder irgend eine auf 
^'ölgende Grösse a, so dass a = ea und a null oder positiv ist, so ist 

a-|-e==6a +6 = e(a+l) (nach 62b), 

^as heisst; der Satz gilt auch für das nächstfolgende Glied, also, da 
er fflr a = gut (Theü 1), auch für jedes auf folgende Glied. 

3. Angenommen der Satz gelte für a = oder irgend eine der 

^xdl torhergehende Grösse a, so dass a = ea und a null oder negativ 

^ 90 ist 

a — e ^= ea — e = e(a — 1) (nach 63b) 
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das heissty der Satz gilt auch für das nächst vorhergehende Glied, a 
da er fOr a = gilt (Theil 1), auch für jedes der Null vorhergeher 
Olied der Orundreihe. 

66. a(ß + y) = aß -{- ay. 

Mit einer Summe muUiplicirt man, indem man mit den Summam 
eimdn mulHplicirt und die Produkte addirt, 
oder: 

Produkte von gleichem Multiplikand addirt man, indem man 
Multiplikatoren addirt und den Multiplikand unverändert lässt. 
22 Beweis (induktorisch in Bezug auf y). 

1. Angenommen die Formel (66) gelte für irgend eine Zahl y, so 

«[^ + (r+ 1)] = «[^ + y + 1] (nach 22). 

= a(/3 + y) + a (nach 62). 

= aj8 + öty + ® (nach Annahn 

= aß + (ay -f a) (nach 22b). 

= a/3 + a{y + 1) (nach 62b), 

das heisst, wenn die Formel für irgend einen Zshlwerth y gilt, so { 
sie auch für den nächstfolgenden, also für alle folgenden. 

2. Unter derselben Annahme ist 

a[/5 + (y — 1)] = «[/' + y — 1] (nach 30). 

= a(ß + y) — a (nach 63). 

= aß -\' ay — a (nach Annahn 

= aß-\' (ay — a) (nach 30b). 

= aß + a{y — 1) (nach 63b), 

das heisst, die Formel gilt dann auch für den nächst vorhergehenc 
also für alle vorhergehenden Werthe. 

3. Nun gilt aber die Formel (66) für y = 1, denn 

a(/5 + 1) = a/3 + a (nach t 

also gilt sie nun auch allgemein. 

67. a(ß — y) == a/S — ay. 

Mit einer Differenz multiplicirt man, indem man mit den Glied 
einzeln multiplicirt und die Produkte entsprechend subtrahirt, 
oder 

Produkte von gleichem Multiplikand siibtrakirt man, indem m 
die Multiplikatoren entsprechend suhtrahirt und den MtdtiplikanJ unt 
ändert lässt 
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Beweis (fortschreitend). 

a(ß — y) = a(ß — y) + ^y — ^7 (nach 29). 

= a(ß — y + y) — »y (nach 66b). 

= a/3 — ay (nach 28). 

68. (a 4" &) y = ^y + ^y- 

5^0^ ^ne Summe mit ehier Zdid zu multipliciren, kann man die 

Summanden mit dieser Zahl midtipliciren und die Produkte addiren^ 

oder: 

Produkte von gleichem Multiplikator addirt man, indem man die 

Multiplikanden addirt und den Midtiplikatar unverändert lässt. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf y). Angenommen, der Satz 23 

gelte für irgend einen Zahlwerth y, so ist 

(a + 6) (y + 1) = (a + fe)y + (a + 6) (nach 62). 

= ay -\' by -{- (a -^ h) (nach Annahme). 

= ay -\' hy -{- a -{- b (nach 22). 

= ay -^ a -}- hy -\' b (nach 24). 

= ay + a + (by + b) (nach 22b). 

= ö(y + 1) + Kr + 1) (nach 62b). 

Also gilt der Satz dann auch für alle auf y folgenden Werthe. 
Unter derselben Annahme ist 

(a + 6) (y — 1) = (a + 6)y — (a + b) (nach 63). 

= ay -\'by — (» + 6) (nach Annahme). 

= ay -{- by — a — b (nach 31). 

=z ay — a -}- by ^ b (nach 34). 

= ay — a + {by — b) (nach 30b). 

= a{y — 1) + b{y — 1) (nach 63b), 

d^^ heisst^ der Satz gilt dann auch für alle dem y Torhergehenden Werthe. 
Nun gilt er aber für y = 1 ; denn 

(a + 6) 1 = a + 6 (nach 52). 

= a . 1 + 6 . 1 (nach 52). 

Mithin gilt der Satz für y ss 1, also nach dem ersten Theile des 
Beweises auch für alle folgenden und nach dem zweiten für alle vor- 
hergehenden Werthe, also allgemein. 

69, (a — b)y = ay — by, 

StaUeine Differem mit einer Zahl zu multipliciren, kann man die Glieder 
^ dieser Zahl multipliciren und f/?V» Produkte entsprrdieml sid)trahiren, 
oder: 
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Produkte van gleichem Mtdtiplikator subtrahirt num, indem 
die Muitiplikcmden entsprechend subtrahirt und den Multplikoior u 
ändert lässt 

Beweis (fortschreitend): 

(a — h)y = (a — &) y + 6?' — l>y (nach 1 

= (a — 6 + 6) y — fty (nach ( 

= ay — by (nach i 

70. <ßy) = (ißy' 

Statt mit einem Tradukt zu muitipliciren, kann man mit s 

Faktoren fortschreitend multipliciren, 

oder: 
24 Statt mit zwei Zahlen fortschreitend zu multipliciren, kann mai 

ihrem Produkte muUiplidren. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf y). 

1. Angenommen, die Formel gelte für irgend einen Zahlwerth y, \ 



«[^(y + 1)] - <ßy + ß] 


(nach 62). 


- a(ßy) + aß 


(nach 66). 


— aßy-\-aß 


(nach Annal 


= aßir + 1) 


(nach 62 b). 


2. Unter derselben Annahme ist 




<^[ß{y - 1)] = (^[ßy - ß] 


(nach 63). 


- a(ßy) — aß 


(nach 67). 


— aßy — aß 


(nach Annal 


- aß(y - 1) 


(nach 63 b). 


3. a.(ßl) — aß 


(nach 


— aß.l 


(nach 



Also gilt Formel 70 för y = 1, also nach dem ersten Theile 
für alle folgenden, nach dem zweiten für alle vorhergehenden We 
also allgemein. 

71. Wenn a eine Zahl ist, so ist 

1 . a = «. 

Ein Produkt, dessen Multiplikand = 1 isty ist gleich dem Multiplik 
Beweis (induktorisch). Angenommen, die Formel 71 gelte für ir 
einen Zahlwerth a, so ist 

1 . (« + 1) = 1 . a + 1 (na^h 62). 

= « + 1 (nach Annah 

1 . (a — 1) = 1 . a _ 1 (uach 63). 

= a — 1 (nach Annah 
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das heisst; wenn die Formel 71 fQr irgend einen Werth gilt^ so gilt 
sie auch fär den nächstfolgenden und üuLchstTorhergehenden, also auch 
für alle folgenden und vorhergehenden. Nun gilt sie aber für a = 1; denn 

1.1 = 1 (nach 52), 

also gilt sie allgemein. 

72. Wenn a und ß Zahlen sind, so ist 

aß = ßa. 

Faktoren eines Produkts kann man vertauschen, (wenn sie Zahlen sind). 

Beweis (induktorisch). Die Formel 72 gelte für irgend einen Zahl- 26 , 

werth /5, so ist 

a{ß+l) = aß + a 

= j8a -f- ^ 
= ^a + 1 . a 

a(ß—l) = aß — a 
=' ßa — a 
= ßa — 1 . a 
= (ß-l)a 

Nun gilt die Formel 72 für /3 = 1 ; denn 

a . l = a 

= 1.« 
FolgUch u. s. w. 

78. aßy = ayß. 

Die Ordnung, in welcher man mit zwei Zahlen fortschreitend multi- 
plieiH, ist gleichgültig für das BestdtcU. 

Beweis. aßy = a{ßy) (nacl^ 70b). 

= a iyß) (nach 72). 

= ayß (nach 70). 

74. . a = a . = 0. 

Ein Produkt, in wekhem einer der beiden Faktoren nüU ist, ist 
sHeuitfalls nüU. 

Beweis. . a = a , (nach 72). 

= (nach 57). 

75. (^—a).ß = a.(—ß) aß. 

Statt das Minuszeichen vor einen Faktor zu setzen, kann man es 
^^ das Produkt setzen. 

Orattmann, Werke, n. 21 



(nach 62). 


(nach Annahme). 


(nach 71). 


(nach 68 b). 


(nach 63). 


(nach Annahme). 


(nach 71). 


(nach 69 b). 


(52). 


(71). 
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Betoeis. (— a) . ß =- (0 — a)ß (nach 37 ]; 

= 0.ß — a,ß (nach 69^ 

= o — aß (nach 74;;;: 

= — aß (nach 37^ 

Ferner 

a.(— /3) = — a/3 (nach 58 3; 

76. (— a) . (— /3) = aß. 

Statt zwei mit minus bezeichnete Chrössen zu mtUtipliciren, kann nxa^ 
die zeichenlasen Grössen muUipliciren. 

Beweis. (— a) {— ß) = — [a (— ß)] (nach 753 

26 = [aß] (nach 75" 

= ab (nach 40^ 

*77. Eine Summe von beliebig vielen Stücken muitiplicirt man mm 
einer ZcM, indem man sämtliche Summanden mit dieser Zahl multiplm 
cirt und die Produkte addirt, 

(»1 + «2 -I h »n) /3 = »i/3 + »a/S H h »«/3- 

Beweis (induktorisch in Bezug auf n). Angenommen der Sats 
gelte für irgend eine Anzahl n, so beweise ich, er gelte auch für n + ' 
Stücke. Es ist (nach 68) 

(«1 + «2 H h »« + ö,+i) /3 = (ai + Oj H [- aj /3 + a,^i/J 

= »i/S + «2/5 H h «n/5 + «n+i/J 

{nach Annahme)^ 

das heisst, wenn der Satz für ii^end eine Anzahl von Stücken gilt, so 
gilt er auch für die nächst grössere Anzahl, also da er für zwei Stücke 
gilt, auch für jede grössere Anzahl von Stücken. 

*78, Eine Grösse a muitiplicirt man mit einer Summe, indetn 
man a mit jedem Stücke der Summe muitiplicirt und die Produkte addirt. 
Das heisst 

Beweis wie in 77. 

*79. Eine Summe von beliebig vielen Stücken muitiplicirt man mit 
einer andern solchen Summe^ indem man jedes Stück der einen Summe 
mit jedem Stücke der andern muitiplicirt und die Produkte addirt 

(«i + «2+--+«J(A + A + - • + ^m) = «lA + «2Ä + -- + «.A 

• • • • • • 
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Beweis. Es ist (nach 77). 

(«1+0» + ••• + ««) (A + A + --+^J = Oi (A + A + • 

+ a»(?i + Ä + - 

• • • 

+ «n(A + A + • 

+ (^ißi + «sA + 



+ ßj 
+ ßj 



+ %ßl + ^nß% H h «*/*m 

(nach 78). 

*80. Ein Polynom P muUiplicirt man mit einer Zahl a, f oder 27 

ein« Za/»{ a muUiplicirt man mit einem Polynom, indem man (ohne sonst 

etwas an dem Polynom zu ändern) die Zahl eu jedem Gliede des Pohf- 

noms als Faktor hinzuschreibt; 

oder: 

Ein Polynom^ dessen Glieder aUe einen gleichen Faktor a enÜuüten, 

ist gleich einem Produkte, dessen einer Faktor a und dessen anderer 
Faktor ein Polynom P ist, welches man a/us dem gegebenen erhalt, indem 
man in jedem Gliede des letzteren den Faktor a weglässt. 

Beweis. Das Polynom P kann man als Summe darstellen , wenn 

man in jedem mit minus bezeichneten Gliede (nach 39) -j statt — 

schreibt (also zum Beispiel , wenn — 6 ein solches Glied ist, dafür 

achreibt -| b). Die so erhaltene Summe multiplicirt man mit a, 

indem man a zu jedem Summanden als Faktor hinzufügt (nach 77, 78); 

also zum Beispiel statt -\ 6 setzt + ( — b)a. Statt das Zeichen — 

vor den Faktor zu setzen, kann man es (nach 75) vor das Produkt 
setzen, und erhalt so statt des + ( — b)a jetzt -[- — fea, oder — 6a; 
das heisst, man hat auch den mit minus bezeichneten Gliedern des 
Polynoms P nur den Faktor a hinzugefügt.. 

*81. Zwei Polynome multiplicirt man mit einander, indem man 
jedes Glied des ersten mit jedem Gliede des zweiten multiplicirt und jedem 
froduüef was aus zwei gleichbezeichneten Gliedern entstanden istj das 
+mcÄ€fi, u/nd jedem Produkte, was aus zwei ungleich bezeichneten Glie- 
dern entstanden ist^ das — zeichen vorsetzt und die so erhaltenen Glieder 
M einem Polynom zusammenfügt. 

Beweis. Man kann, wie in 80, jedes der beiden Polynome als 
Somme darstellen, indem man in jedem mit — bezeichneten Gliede 

statt — schreibt -| , und dann nach 79 jedes Stück der ersten 

Summe mit jedem Stücke der zweiten multipliciren; dann erhält man 
eine Snmme von Produkten, deren Faktoren zum Theil noch ein 
—zeichen enthalten; enthält nur ein Faktor das — zeichen, das heisst, 

21 • 
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sind die ursprünglichen Glieder, aus denen das Produkt hervorgehl 

ungleich bezeichnet, zum Beispiel, ist das betrachtete Produkt ( — a) 

so kann man das — zeichen (nach 75) vor das Produkt setzen, unc^l 

kann dann endlich statt -j wieder — setzen; also zum Beispie- ~I1 

statt + ( — a) b setzen -| ab, das heisst — ab. Enthalten beid^^ 

28 Faktoren das — zeichen, zum Beispiel wenn ( — c) ( — d) das betraclL — 
tete Produkt ist, so kann man (nach 70) beide — zeichen weglasser ^a 
und erhält also zum Beispiel statt + ( — ^) ( — ^ ^^^ Glied + C(i^^ 

also dasselbe, als wenn die ursprünglichen Glieder, aus denen das Pro 

dukt entstanden ist, das -j-^^i^^^^ gehabt hätten. 

*82. Die Ordnung der Faktoren eines Produktes von bdid)ig vieler^ 
Faktoren ist gleichgültig für das Resultat, 

Beweis wie in der Addition Nr. 47. 

*83. Die Klammem, welche beliebige Beihen von Faktoren eini 
Produktes umsddiessen, kann man forüassen. 
Beweis wie in Nr. 48. 

*84. Statt ein Polynom mit — 1 eu multiplidren, kann man 
Zeichen jedes Gliedes des Polynoms umkehren; 
oder: P . (_ 1) = P', 

wo P' das Polynom bezeichnet, welches aus P hervorgeht, wenn man dl 
Zeichen jedes Gliedes umkehrt, 

Betveis. P . (— 1) = — P . 1 (nach 75^ 

= — P (nach 52] 

= P' (nach 49] 

§5. 
Zahlvergleiohung. 

85. Erklärung, Eine Grösse a heisst grösser als eine andere b. 
geschrieben a^b, wenn a — b positiv ist. In demselben Falle hei 
b kleiner als a, geschrieben b Ka, Man benennt solche Formeln, 

a>b 

a<b 

a = b 

mit dem gemeinschaftlichen Namen: Vergleichungen, und zwar a>lj^ 
eine fallende, a < 6 eine steigende Vergleichung, und nennt von diese», 
beiden die eine die Umkehrung der andern. 

86. Zusatz. Jede positive ZahVist grösser als NuU, jeds negative 
kleiner als NuU. 



§ 4. Multiplikation. Nr. 81—84. — § 5. Zahlvergleichimg. Nr. 86—90. 325 

Beweis 1. a sei positiv, so ist 

a — = a (nach 35); 

a.l>€r a positiv (nach Annahme), also auch a — positiv, das heisst 

a > (nach 85). 

2. a sei negativ und ß die entsprechende positive, das heisst 29 

so ist 

— « = ß = + ß (nach 40), 

= ß (nach 25), 

•i^ nun ß positiv ist (nach Annahme), so ist also auch — a positiv, 

^^s heisst 

a < (nach 85). 

87. ErJilärung, Zwei Grössen (die von Null verschieden sind), 
l^ bissen einander gleichartig, wenn entweder beide positiv, oder beide 
^>cgativ sind, hingegen einander ungleichartig, wenn die eine positiv, 
<lie andere negativ ist. 

88. Die Summe cc -\- ß zweier positiver Zahlefi ist wieder eine 
JcH)süive ZaM. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf ß). Angenommen a -{- ß sei 
eine positive Zahl, so ist (nach 54) auch die ihr zunächst folgende 
2ahl der Zahlreihe positiv, das heisst a -\- ß -\- l positiv, aber 

a + /3+l = a + (/3+l) (nach 22b), 

also auch a -f (/3 + 1) positiv. Wenn also der Satz für irgend eine 
positive Zahl ß gilt, so gilt er auch für die nächstfolgende, also 
auch für alle folgenden. Nun gilt er für ß = !• denn da a eine posi- 
tive Zahl ist (nach Uypothesis), so ist auch die auf a zunächst folgende 
Zahl der Zahlreihe positiv (nach 54), das heisst a + 1 positiv. Also 
gilt der Satz für /5^= 1, also auch, nach dem ersten Theile des Be- 
weises für alle folgenden, also liir alle positiven Zahlen. 

89. Die Summe zweier negativer ZaJden ist wieder eine negative 
Zahl, und zwar erliält man den positiven Werth der Sumtne, indem man 
die positiven WerÜie der Summa^nden addirt. 

Beweis. Es seien a und ß die positiven Werthe der Summan- 
den, so ist 

— a + (— /3) = - (a -t- /J) (nach 41), 

90. Die Summe mehrerer positiver Zahlen ist wieder positiv, und 
die Summe mdirerer negativer ZaJden ist wieder negativ. 

Beweis (induktorisch). Wenn der Satz für n Zahlen gilt, so gilt 



326 XXIII. Stücke aus dem Lehrbuche der Arithmetik (1861). 

80 er (nach 88 und 89) auch für w + 1 Zahlen. Also da er f fÖr zw« 
Zahlen gilt (nach 88 und 89); so gilt er auch für beliebig yiele. 

91. Wenn in einer Beihe von ZaMen jede grösser ist als d-^-e 
nächst folgende, so ist amh die erste grösser als die letzte. 

Beweis (für vier Zahlen). Es sei 

a>A ß>Y, y>*, 

so sind (nach 85) a — ß, ß — y, y — d positiv, also auch ihre Summ. ^ 
(nach 90), das heisst, a — ß '\- ß — y + y — ^ positiv. Diese Summ. ^ 
ist aber (nach 48 und 28) gleich « — S. Also ist a — 8 positiv, di 
heisst (nach 85) a > d. 

92. Die Summe zweier ungleidiartiger Zahlen ist denjenigen Sw 
manden gleichartig, der den grösseren positiven WerOi hat, und zwe^ — ^ 
findet man den positiven Werfh dieser Summe, indem man den Jdeinere^^oi^ 
unter den positiven Werthen der Summanden von dem grösseren subtrahir^^ 

Beweis. Es seien a und ß positiv und a grösser als /}, so ist zueimiii '^ 

aH ß = a — ß (nach 39 ^^^ 

Da nun (nach Annahme) a grösser ist als ß, so ist a — ß positiv^ s\a^^ -^^ 

die Summe a -| ß auch positiv, also mit a gleichartig. 

Zweitens 

— a + ß = — {a — ß) (nach ^)^0' 

Da nun a — ß positiv ist (wie bewiesen), so ist — (a — ß) n^ativ ^^j 
also auch — « + ^ negativ, also mit — a gleichartig. 

Also ist die Summe in beiden Fällen demjenigen SummandeEr*^ '^ 
gleichartig, der den grösseren positiven Werth hat. 

93. Das Produkt aß zweier positiver Zahlen a und ß ist wiedü^'^^ 
eine positive Zahl. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf ß). Angenommen, der Sats^^^^ 
gelte für irgend einen positiven Werth /3, so ist 

a . (/J + 1) = a . /5 + a. 

Nach Hypothesis ist a positiv, nach der Annahme auch aß, ^' 
Folglich sind die Summanden aß und a positiv, also auch ihre Summe 
(nach 88). Wenn also der Satz für irgend einen positiven Werth ß 
gilt, so gilt er auch für den nächstfolgenden, also auch für alle fol- 
31 genden. Nun gilt er für ^ = 1, denn f a . 1 = a (nach 52), also positiv, 
da a nach Hypothesis positiv ist. Folglich gilt der Satz für /J == 1, 
also auch nach dem ersten Theile des Beweises für alle folgenden 
Zahlen der Zahlreihe, also für alle positiven Zahlen. 

94. Das Produkt zweier gleichartiger Zahlen ist positiv, das Pro- 
dukt zweier ungleichartiger Zahlen ist negativ, und der positive Wertk 
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des Produktes ist jedesmal das Produkt aus deti positiven Werthen der 
Faktoren, 

Beweis, a und ß seien zwei positive Zahlen^ so ist 

\) a , ß positiv (nach 93). 

2) (— a) . (— /J) = aß (nach 76). 

3) {—ß)a = a,{— ß) (nach 72) = a{0 — ß) (nach 37). 

= a,0 — a.ß (nach 67). 
= — a/J (nach 57). 

= — aß (nach 37), 

also negativ, da cr/3, wie bewiesen, positiv ist. 

96. Wenn in einem Produkte a/5, das nuü ist, der erste Faktor 
(a) nidU nuü ist, so muss fwthwefidig der andere Faktor nuU sein, 

Hypothesis ccß = 0, a ZO, 
Thesis ß = 0. 

Beweis 1 (indirekt). Es sei a eine Zahl = a. Angenommen ß 
sei ungleich NuU, so muss ß entweder positiv oder negativ sein; femer 
cc ist nach Hypothesis ungleich Null, muss also auch entweder positiv 
oder n^ativ sein. Es werden also { die } Faktoren a und ß entweder beide 
positiv, oder beide negativ, oder einer positiv, der andere negativ sein. 
In den beiden ersten Fillleu ist das Produkt positiv, in dem letzten 
ist es negativ (nach 94), also immer von Null verschieden. Dies ist 
aber gegen die Hypothesis, nach welcher aß = sein solL Also ist 
die Annahme immöglich; das heisst es ist unmöglich, dass ßZ sei, 
also muss ß = sein. 

2. Es sei a eine benannte Grösse, e ihre Einheit, a ihr Zahl- 

werth, das heisst 

(*) a = ea. 

Nach 65 ist eine benannte Grösse dann und nur dann null, 
wenn ihr Zahlwerth null ist. Nun ist (nach Hypothesis) a ^ 0, also 
auch ihr Zahlwerth a ^ 0. Femer ist (nach Hypothesis) 

= aß = eaß (nach *). 32 

= e(aß) (nach 70b). 

Also (nach 65) 

(tß = 0. 

Da nun, wie bewiesen, a ^ ist, und aß = Oy so muss nach Beweis 1 
sein. 
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96. Wenn zwei gleiche Produkte aß und ay einen gUicken FdkU^-^ß^ 

a haben, der nicht null tst, so muss auch der andere Faktor in beide^^^ 

gleich sein, 

Hypothesis aß = ay, a ZO, 

Thesis ß = Y' 

Beweis. Nach Hypothesis ist 

aß = ay. 
Also 

aß — ay = ay — ay = (nach 36^ - 

Somit 

= aß — ay = a{ß — y) (nach 67b>^ 

Also, da (nach Hypothesis) a Z ist, 

ß — y = (nach 95> - 

Also 

Somit 

/J = y (nach 28 und 25 

97. Wenn in einem Produkt ein Faktor wächst und der 
positiv ist und unverändert bleibt, so wächst auch das Produkt. 

Hypothesis y>ß, a > 0. 

Thesis ccy> aß. 

Beweis. Da y > ft so muss y — ß positiv sein (nach 85). Dann is^^-^^ 

ay — aß = a{y — ß) (nach 67 bXl^«=*^* 

Da nun a und y — ß positiv sind, so ist auch ihr Produt 

a{y — ß) positiv (nach 93), also auch das ihm gleiche ay — a/J, d 

heisst (nach 85) 

ay > aß. 

33 98. Wenn ein Produkt zweier Faktoren wächst, der eine Faktot^^^^^ 

positiv ist und unverändert bleibt, so muss der andere Faktor wachsen,-^^^^^^ 

Hypothesis ay> aß, a > 0. 

Thesis y > /3. 

Beweis. Da ay > aß ist, so ist ay — aß positiv, also a(y — ß)^^D 
positiv; also die Faktoren gleichartig, also da a positiv ist, auch y — ß^^ 
positiv, das heisst y > /3. 

99. Wenn in einetn Produkte melirerer positiver Faktoren die Fak ' 

toren wa^chsen, so wächst auch das Produkt. 

Hypothesis « > «' > 0, /J > /T > 0, y>y'>0. 

Thesis aßy > aß^y 



jW 
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Beweis. aßy > aßy (nach 97). 

aßy > aßY (nach 97). 

aßry> aßTy (nach 97). 
Also auch (nach 91) aßy> aß^y- 

§6- 
ZaUenlehTe. 

Vorbemerkung. In diesem § sollen nur positive Zahlen betrachtet werden. 

100. Erklärung, Man sagt^ eine Zahl a gehe in einer andern b 
auf, wenn es eine Zahl x giebt, die mit a multiplicirt b giebt, so dass also 

b = ax 

^rd, und zwar sagt man dann, a gehe in b x-mal auf. 

101. Eins geht in jeder Zahl aufy und jede ZcM geht in sich 
Selbst auf. 

Beweis. Es sei a eine beliebige Zahl, so ist 

a = 1 . a = a . 1, 

^as heisst, 1 geht in a auf (nämlich o-mal), und a geht in a auf 
^nämlich einmal). 

102. Eine Zahl a, die in eitler anderen b aufgeht, Jcann nicht grösser 
^^n als b. 

Hypothesis b = ax, 

Thesis a nicht > 6. 

Beweis (indirekt), x muss positiv sein, da das Produkt von x 

mit einer positiven Zahl a eine positive Zahl b liefert. Angenommen 

nun a > 6, so wäre 

ax > bx (nach 97). 34 

Ist nun zuerst j; = 1, so hätte man (nach 52) 

ax > 6, 
was gegen die Hypothesis ist, also müsste 

x> 1 

sein. Dann wäre 

bx>b (nach 98). 

Also da arc > bx, bx > 6, so wäre (nach 91) ax>b gegen die Hypo- 
thesis. Also ist die Annahme, dass a > 6 sei, unmöglich. 

103. Wenn sowohl a in b, als b in a aufgeht, so muss a = b sein. 
Beweis. Da a in 6 aufgeht, so kann a nicht grösser als b sein 

(nach 102), das heisst, es kann nicht a — b positiv sein (85); da femer 
6 in a aufgeht, so kann nicht b — a positiv sein, das heisst^ es kann 
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a — b nicht negativ sein, also ist a — b weder positiv, noch negati^^^, 
das heisst null, also a gleich b. 

104. Wenn a in b a-tnal aufgeht, und b in c ß-nuü, so geht tmcs^h 
a in c auf, und zwar aß-mal. 

Beweis. Da a in b a-mal aufgeht, so ist (nach 100) 

* b = aa 

und da b in c ß-mal aufgeht, so ist (nach 100) 

c = bß. 

Setzt man in diese Gleichung den Werth von 6 (aus *) ein, s^3 I 
erhalt man 

c = aaß = a{aß) (nach 70h ]|^, 

das heisst, a geht in c auf und zwar a/3-mal. 

105. Wenn a in b a-nuü aufgeht, so gdit ma in mb ebenso o^^ 
auf, und umgekehrt, wenn ma in mb a-mal aufgellt, so geht a in ^ 
ebenso oft auf. 

Beweis 1. Es gehe a in b a-mal auf, so ist 

b = aa (nach 100^ ^\ 

also 

mb = m (aa) = macc (nach 70), .^s 

das heisst (nach 100), ma geht in mb a-mal auf. 
2. Es gehe ma in mb a-mal auf, so ist 

mb = maa (nach lOßT^^-^r 

= m{aa) (nach lOV^ ^^\ 

35 also 

b = aa (nach 96), .^.^ 

das heisst, a geht in b a-mal auf. 

106. Erklärung, Eine Zahl, in. welcher ausser 1 und der Zah-^^^*" 
seihst keine andere Zahl aufgeht, heisst eine Primzahl. 

107. Aufgabe. Die Primzahlen von 1 bis 200 aufzusuchen. 

108. Wenn in einer Zahl a die Zahlen von 2 bis b nicht auf^ 
gehen und b ,b> a ist, so ist a eine Primzalü. 

Beweis (indirekt). Angenommen a sei keine Primzahl, so müsste^^^^ 
in ihr eine von 1 und a verschiedene Zahl aufgehen. Es sei c ein 
solche Zahl, die in a aufgeht und von 1 und a verschieden ist, nn 
zwar gehe sie r/-mal in a auf, das heisst, es sei a = cd. Hier muss 
von Eins verschieden sein, denn wäre d = 1, so wäre c =« a g^en die 
Annahme. Also sind c und d beide von Eins verschieden. Nach 
der Hypothesis sollen aber alle Zahlen von 2 bis b nicht in a auf- 
gehen; also, da c und d in. a aufgehen, so müssen sie von den Zahlen 
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Ton 2 bis b verschieden sein^ also^ da sie auch von 1 verschieden und 
positiv sindy so müssen beide grösser als b sein^ also auch ihr Produkt 
cd (nach 99) grösser als b .b sein. Also hat man 

a = cdy cd>bb, bb>a (nach Hypothesis), 
also (nach 91) 

a^ a^ das heisst a — a positiv, 

was unmöglich ist (nach 36). Also ist die Annahme unmöglich, das 
heisst, a ist eine Primzahl. 

109. Aufgabe. Zu beweisen, dass 1861 eine Primzahl ist. 

110. Eine Zahl m, welche in zwei anderen a und b aufgeht, 
geht aucli 

1) in ihrer Summe a -{-b, 

2) in ihrer Differenz a — b, 

3) in der Summe ihrer Produkte mit beliebigen ZaJden a und ßy 
also in aa + bß 

Beweis. Es gehe m in a x-mal und in b y-mal auf, also 

a = mXy b = my. 
Dann ist 

1) a -\-b = mx + my = m{x -\- y) (nach 66b), 36 
cias heisst, m geht in a -|- 6 auf. 

2) a — b = mx — my = m(x — y) (nach 67 b), 
das heisst, m geht in a — b auf. 

3) aa -^ bß = mxa + wy/5 = m(xa) + ^{yß) = m(xa + tfß) 

(nach 70 b, 66 b), 
das heisst, m geht in aa -\- bß auf. 

111.- Erklärung. Eine Zahl, welche in zwei andern Zahlen auf- 
geht, heisst ein gemeinschaftliches Maass dieser beiden. Zwei 
Zahlen, deren grösstes gemeinschaftliches Maass 1 ist, heissen zu ein- 
ander primär. 

112. Eine PrimzaJd, welche in einer Zahl b nicht aufgeht, ist zu 
ihr primär. 

Hypothesis. a ist Primzahl, a geht in b nicht auf. 

Thesis. a ist zu b primär. 

Beweis. Da a Primzahl ist, so geht in ihr ausser 1 und a keine 
Zahl auf (nach 106). Da aber a nicht in b aufgeht (Hypothesis), so 
ist 1 die einzige Zahl, welche zugleich in a und b aufgeht, das heisst, 
a ist zu b primär (nach 111). 

113. Wenn man aus einem Paar positiver Zahlen a und b ein 
zweites Paar dadurch ableitä, dass man statt der grösseren a den Unter- 
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schied a — b der heidefi Zahlen setzt, so ist jedes gemeinschafüiche Maa^ 
des ersten Paares aMch geftteinschafäidies Maass des zweiten Paares t^9^ 
umgdcehrt. 

Beweis 1. m gehe in dem ersten Paare auf, also in a und h, "SO 
geht m auch auf in a — b (nach 110), also auch in a — b und 6, Sjas 
heisst, m ist auch gemeinschaftliches Maass des zweiten Paares. 

2. m gehe in dem zweiten Paare auf, also in a — b und b, 8^ 
geht m auch in der Summe beider Zahlen auf (nach 110), das heifc — 3B^ 
in a — 6 + 6, also in a (nach 28). Somit geht m in a und in b a^ "^m 
also ist ni dann auch gemeinschaftliches Maass des ersten Paares. 

114. Wenn man aus einem Pa>a/re positiver ZaMen a und b e^ — =*^^ 
zweites Pa^r dadurch ableitet, dass man statt der grösseren den B^ '^ ^^ 
setzt, welcher durch Subtraktion der kleineren von der grösseren hervc^'^^' 
gM^ und aus diesem Paare auf dieselbe Weise ein drittes Zahlev^ßo^-^^^^^ 
37 ableitet, und hiermit so f lange fortfährt, als die beiden Zahlen einm^ m^nes 
Paares noch verscJäeden sind, so muss man ztdetzt zu einem Paor^^^^^^^ 
gleicher Zahlen kommen; wenn diese gleichen Zahlen m und m sind, i^ ^ 

ist m das grösste gemeinschafüiche Mcuiss der gegebenen Zahlen a und ^ ^' 
und jedes gemeinschaftlidie Maass von a und b geht auch in ihrem grösstesf^^'^^^ 
gemeinschafüichen Maasse m auf 

Beweis 1. Die Zahlen bleiben bei dem angewandten Verfahrei^^'"^^®^ 
stets positiv, da die ursprünglichen Zahlen a und b positiv sind, un-^:^-^^ 
jede neu hervortretende Zahl dadurch entsteht, dass man eine kleiner^:^^-^^^ 
Zahl von einer grösseren subtrahirt, wobei (nach 85) der Rest positiv is*^^ 

2. Die Summe der beiden Zahlen eines Paares nimmt von Paa^^-^**^ 
zu Paar mindestens um 1 ab. Denn seien p und q die Zahlen einee^ Mr^ne 
Paares, und zwar p^q, so ist ihre Summe p -\- q, das folgend-fc^ ^^^' 
Zahlenpaar ist nach dem angegebenen Verfahren p — q und g, ihn-^^: .c*ri 
Summe p — q '\- q=p (nach 28). Folglich hat die Summe um » -^ ^ 
abgenommen, das heisst mindestens um 1 abgenommen, da nach 
weis 1 die Zahl q positiv, also mindestens = 1 ist. 

3. Ich beweise jetzt (indirekt), dass man durch das angegebene -^^^^*°^ 
Verfahren zuletzt zu einem Paare gleicher Zahlen gelangen 
Angenommen, mau gelange durch dies Verfahren nie zu einem 
gleicher Zahlen, das heisst die Zahlen eines jeden Paares seien vo**'^^^^'' 
einander verschieden; so nimmt nach Beweis 2 die Summe bei jedei 
Fortschritt zu dem nächstfolgenden Paare mindestens um 1 ab, 
nachdem man (a + 6)-nial auf diese Weise fortgeschritten ist, mindc 
stens um a + 6, also müsste die Summe a + 6 mindestens um a + 
abgenommen haben, das heisst, entweder null oder negativ geworden 
sein. Nach Beweis 1 sind aber die Zahlen jedes Paares positiv^ also 
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inüsste dann die Summe zweier positiver Zahlen nuU oder negativ 
sein, was (nach 88) unmöglich ist, also ist die Annahme unmöglich, 
das heisst; es ist nothwendig, dass man zuletzt zu einem Paare gleicher 
Zahlen gelangt. 

4. Diese gleichen Zahlen seien m und m, so zeige icb^ dass jedes 
gemeinschaftliche Maass von a und h in 7n aufgeht. Denn jedes ge- 
meinschaftliche Maass eines Paares ist f (nach 113) auch gemeinschafk- 88 
Uches Maass des nächstfolgenden, also jedes gemeinschaftliche Maass des 
ersten Paares auch gemeinschaftliches Maass des letzten, das heisst geht 

in m auf. 

5. Ich beweise jetzt, dass m gemeinschaftliches Maass von a und b 
ist. Denn da jede Zahl in sich selbst aufgeht (nach 101), so geht m 
in den Zahlen m und m des letzten Paares auf, das heisst ist gemein- 
schaftliches Maass des letzten Paares. Aber nach 113 ist jedes gemein- 
schaftliche Maass von einem dieser Paare auch gemeinschaftliches Maass 
des nächstvorhergehenden, also auch des ersten Paares; also namentlich 
m gemeinschaftliches Maass von a und b. 

6. Endlich beweise ich (indirekt), dass m grösstes gemeinschaft- 
hches Maass von a und b ist. Angenommen, es gebe eine Zahl c, 
welche gemeinschaftliches Maass von a und b, und grösser als m sei, 
so muss nach Beweis 4 auch c in m aufgehen, also eine grössere Zahl 
in einer kleineren, was (nach 102) unmöglich ist, also ist die Annahme 
unmöglich, das heisst, m ist grösstes gemeinschaftliches Maass von a und b, 

115. Wenn m grösstes gemeinschaftliches Maass von am und bm 
ist, so müssen a und b zir einander primär sein. 

Beweis (indirekt). Angenommen a und b seien nicht zu einander 
primär, so müsste es (nach 111) eine von 1 verschiedene Zahl geben, 
die in a und b aufginge. Es sei t; > 1 diese Zahl und gehe c in a 
a-mal auf und in b /5-mal, so ist a = ac, b = ßc, also am = acm, 
bm = ßcm, also geht cm in am und bm auf, da aber c> 1 ist, so 
ist cm (nach 97) grösser als Im, das heisst grösser als m, also hätte 
man ein gemeinschaftliches Maass von am und bm, was grösser wäre 
als m, also wäre m nicht das grösste gemeinschaftliche Maass von am 
und bm. Das ist gegen die Hypothesis. Also ist die Annahme un- 
möglich. Also sind a und b zu einander primär. 

116. Wenn man durch die Methode der Subtraktion (in 113) aus 
einem ZaMenpaare a und b ein anderes a^ (gelesen a eins oder a 
Index eins) und b^, aus diesem tvieder ein anderes a, und 6, erhalt 
tt. .s". w. und so, nachdem man diese Methode n-mal angewandt hat, ein 
Zahlenpaar a^ und &„ erlUilt, so erhält ma/n aus dem ZaldenjHiure 

ac und bc 
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39 nach und nach durch dieselbe Methode der Subtraktion die Zahlev^paa 

a^c und b^c 

a^c und b^c 

u, s, w.y und nachdem man die Methode n-mal angewandt hat, das Zahlenpaa 

a^c und b^c. 

Beweis. Es seien die Zahlen eines jeden Paares so angeordne 
dass die grössere Zahl voranstebt; also a>b, Oi > ^i, . . .^ so besteh 
(nach 113) das aus a und b hervorgehende Zahlenpaar aus den Zahle 
a — b und 6, also ist a^ gleich der grösseren unter diesen beide 
Zahlen (a — b und b) und b^ gleich der kleineren. Da nun a> b, 
ist (nach 97) auch ac > bc, also besteht das aus ac und bc herror 
gehende Zahlenpaar aus den Zahlen ac — bc, und bc, das heisst aus 
(a — b) Cy und 6c; wenn nun a — 6 > 6 ist, so sollte ai=: a — 6 un 
fcj == 6 sein, dann ist aber (nach 97) auch (a — b)c> bc, das heiss 
a^c^b^c, also bilden a^c und b^c dann das aus ac und bc hervo 
gehende Zahlenpaar. Wenn aber a — 6 < 6 ist, so sollte a^ = b un 
h^ = a — b sein; dann ist (nach 97) auch (a — 6)c < bc, das heiss 
b^c <Ca^Cy und das aus ac und bc hervorgehende Zahlenpaar ist gleich 
falls a^c und b^c. Aus gleichem Grunde ist das aus a^c und b^c her 
vorgehende Zahlenpaar gleich a^c und b^c und so fort, nach n-malige 
Anwendung dieser Methode geht also das Zahlenpaar 

a^c und b^c 
hervor. 

117. Wenn m das grösste gemeinschaftliche Maass von a und b ist, 
so ist mc das grösste gemeinschaftliche Maass von ac und bc. 

Beweis. Das grösste gemeinschaftliche Maass von a und b erhall 
man (nach 114), indem man durch die Methode der Subtraktion. 
(Nr. 113) aus dem Zahlenpaare a und b ein anderes, aus diesem durch 
dieselbe Methode wieder ein anderes ableitet, bis man zu einem Paare 
gleicher Zahlen m und m gelangt, dann ist m das grösste gemein- 
schaftliche Maass von a und b. Man möge nach n-maliger Anwendung 
jener Methode zu diesem Zahlenpaare m und m gelangt sein; so ge- 

40 langt man (nach 116), indem man dasselbe Verfahren auf das Zahlen- 
paar ac und bc anwendet, zu dem Zahlenpaare mc und mc, also ist 
(nach 114) mc das grösste gemeinschaftliche Maass von ac und bc. 

118. Wenn eine Zahl c in einrnn Produkte ab aufgeht y und sie 
zu einem (a) der beiden Faktoren primär ist, so geht sie in dem andern 
Faktor b auf. 

Hypothesis. c geht auf in ab, c ist zu a primär. 
Thesis. c geht auf in 6. 
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Beweis, c geht in ab auf (nach Hypothesis); femer geht aber c 
a^uch auf in cb (nämlich b-mal), also geht (nach 114) c auch auf in 
dem grössten gemeinschaftlichen Maass von ab und cb] da nun c und a 
zu einander primär sind (nach Hypothesis)^ so ist ihr grösstes gemein- 
schaftliches Maass gleich 1 (nach 111); also ist das grosste gemein- 
schaftliche Maass Yon ab und cb gleich 1 . b (nach 117), das heisst 
s«=r h. Da also, wie bewiesen , c in dem grössten gemeinschaftlichen 
Maass von ab und cb aufgeht, und dies gleich b ist, so geht c in 6 
auf; q. d. e. 

119. Wenn eine Primzahl a in zwei Zahlen b und c nicht auf- 
geht, so geht sie auch in iJirem Produkt bc nicht auf. 

Hypothesis. a ist Primzahl, a geht nicht auf in &, a geht nicht 
skuf in 0. 

Thesis. a geht nicht auf in bc. 

Beweis (indirekt). Angenommen a gehe in cb auf. Da nun a 
Primzahl ist und in b nicht aufgeht, so ist (nach 112) a primär zu &; 
und da a zu 6 primär ist, und da a in dem Produkte bc aufgeht 
(nach Annahme), so muss a in c aufgehen (nach 118). Dies ist aber 
g'egen die Hypothesis. Also ist die Annahme, dass a in bc aufgehe, 
unmöglich; q. d. e. 

120. Wenn eine Primzahl a in drei oder mehr Zahlen nicht auf- 
yehty so gdit sie amh in ihrem Produkte nicht auf 

Beweis (fdr drei Zahlen). Es gehe die Primzahl a in keiner der 
Zahlen b, c, d auf. Da die Primzahl a in 6 und c nicht aufgeht, so 
geht sie (nach 119) auch in bc nicht auf, und da sie in bc und d nicht 
^^fgeht, so geht sie (nach 119) auch in bcd nicht auf. 

Anmerkung. Für n Zahlen &!, ^2» • • ^w ist der strenge Beweis indukto- 
^«ch in Bezug auf n. 

121. Wenn zwei zu einander primäre Zahlen (a und b) in einer 41 
-2aW (c) aufgehen, so geJU auch das Produkt (ab) jener Zahlen in der 
^Hzteren (c) auf. 

Beweis. Nach Hypothesis geht a in c auf, es gehe d-mal darin 
Huf, so ist 

c = ad (nach 100). 

Femer geht (nach Hypothesis) b in c, das heisst in ad auf. Da 
tiun 6 zu a primär ist (nach Hypothesis) und in dem Produkte ad 
aufgeht, so muss es (nach 118) in d aufgehen; es gehe e-mal darin 
auf, so ist d = bey also 

c = ad = a(be) = abe (nach 70), 

Biso geht ab in c auf (nämlich ^-mal). 
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*122. Erklärung. Die Meinste Zahl, in wdcher zwei oder mä^rer^ 
gegebene Zahlen aufgehen, heisst der kleinste Dividuus dieser Zahlen, 

*123. Wenn m das grösste genmnschafüiche Ma^iss zweier ZdUer»- 
a = aw, 6 = ßm ist, so gM aßm in jeder ZaJd c auf, in welcher cm. 
und b aufgehen, und ist daher der Jdeinste Dividuus von a und b. 

Beweis 1. Nach Hypothesis ist m das grösste gemeinschafüich^ 
Maass von a ==^ am und b =» ßm] dann sind (nach 115) a und ß zm. 
einander primär. Nun sei c eine Zahl^ in welcher a und b aufgehen. 
Da nun m in a aufgeht, und a in c, so muss (nach 104) auch m in er 
aufgehen; es gehe /-mal darin auf, so ist (nach 100) 

Css ym. 

Da a in c, das heisst am in ym aufgeht, so muss (nach 105b^ 
auch a in y aufgehen , und aus gleichem Grunde ß in y. Also, da er 
und ß in y aufgehen und zu einander primär sind, so muss aß in y 
aufgehen (nach 121), also auch (nach 105) aßm in ym, das heisst in c 

2. Da also aßm in c aufgeht, so kann aßm nicht grosser als c 
sein (102), c ist aber eine beliebige Zahl, in welcher a und 6 auf- 
gehen, folglich giebt es keine Zahl < aßm, in welcher a und b auf' 
gehen, das heisst aßm ist kleinster Dividuus von a und b, 

♦124. Aufgabe. Das grösste gemeinschaftUche Maass dreier Zahlet^ 
a, b, c zn finden. 
42 Auflösung, Man suche (nach 114) das grösste gemeinschafüict^^ 

Maass zu a und b, es sei dies /J, sodann suche man das grösste gemei^T^ 
schaftliche Maass zu /J und c, es sei dies y, so ist y grösstes gemei 
schafUiches Maass zu a, b, c. 

Beweis 1. Da y in ^ aufgeht, und ß in a, so geht (nach 
auch y in a auf und aus gleichem Grunde auch in b, also da y an(^^ 
in c aufgeht (nach Auflösung), so geht es in a, 6, c auf. 

2. Es sei m eine beliebige Zahl, die in a, &, c aufgehe, da m i- ^ 
a und b aufgeht, so geht es (nach 114) auch in dem grössten gemeur==3 
schaftlichen Maass von a und b, das heisst in ß auf; da m (nach 
nähme), auch in c aufgeht, also in ß und c, so geht es (nach 11 
auch in dem grössten gemeinschaftlichen Maass von ß und c, das 
in y auf. Da nun m in y aufgeht, so kann es (nach 102) nie 
grösser als y sein, folglich giebt es keine Zahl grösser als y, die L 
a, b, c aufgeht, das heisst, y ist das grösste gemeinschaftliche 
von a, b und c, 

*126. Aufgabe, Den kleinsten Dividuus dreier Zahlen a, 6, 
zu finden. 

Auflösung und Beweis wie in 124, nur dass man kleinsten Div^i- 
duus statt grösstes gemeinschaftliches Maass u. s. w. setzt. 
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Anmerkung. Auf diese Weise kann man das grösste gemeinschaftliche 

^ia&ss (oder den kleinsten Dividuus) von n Zahlen finden, indem man zuerst zu 

a — 1 dieser Zahlen das grösste gemeinschaftliche Maass (den kleinsten Dividuus) 

suckit und dann hierzu und zu der n-ten Zahl abermals das grösste gemeinschafb- 

Ucbe Maass (den kleinsten Dividuus) sucht. 

*126. Erklärung. Eine Zahl, die nicht Primzahl ist, das heisst, 
in der ausser ihr selbst und 1 noch mindestens eine andere Zahl auf- 
gehty heisst eine zusammengesetzte Zahl. Wenn eine zusammen- 
gesetzte Zahl a gleich einem Produkte ist^ dessen Faktoren samÜich 
Primzahlen, aber nicht = 1 sind, so nennt man diese Faktoren die 
Primfaktoren von a und sagt dann, a sei in seine Primfaktoren zerlegt. 

*127. Jede zttsammengesetzte Zahl lässt sich in Primfaktoren 
verlegen. 

Beweis 1. Da a eine zusammengesetzte Zahl ist, so muss (nach 
106) mindestens eine von 1 und a verschiedene Zahl c in ihr auf- 
gehen; es gehe c in ihr d-msX auf, so ist a = c . d, f wo ä ^ 1 ist, 43 
da sonst a »= c . 1 = t; sein würde, gegen die Annahme. Also lässt 
sich jede zusammengesetzte Zahl a in zwei von 1 verschiedene Faktoren 
zerlegen, und zwar müssen diese Faktoren beide kleiner als a sein; 
denn grösser können sie nicht sein (nach 102), aber auch nicht gleich 
ö> denn wäre einer von ihnen = a, so wäre der andere 1, gegen die 
Annahme. 

2. Ist von den beiden Faktoren c und d, in die a zerlegt ist, noch 
^iner eine zusanunengesetzte Zahl, so kann man diese (nach Beweis 1) 
nieder in zwei von 1 verschiedene Zahlen zerlegen u. s. w. Da bei 
J^er Zerlegung die Faktoren immer kleiner werden als die zerlegte 
^^hl, also inuner wenigstens um 1 kleiner, so muss die Möglichkeit 
^er Zerlegung eine Oränze haben, also zuletzt ein Produkt von lauter 
t^rimfaktoren hervorgehen. 

*128. Wewn sswei Produkte A und B von Primfaktoren gleichen 
yVerth habefiy so können sich beide Produkte nur durch die Ordnung 
'ihrer Faktoren unterscheiden. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf die Anzahl der Primfaktoren 
Von Ä). 1. Angenommen der Satz gelte, wenn A ein Produkt von n 
^rimfaktoren ist, so beweise ich, er gelte auch, wenn A ein Produkt 
Von n + 1 Primfaktoren ist. Es seien a^, Oj, . . . a^^^ die Primfaktoren 
Von A (ob darunter gleiche vorkommen, ist gleichgültig); da nun dies 
l^rodukt (nach Hypothesis) gleichen Werth mit dem Produkte B haben 
^oU, so muss a^^i in diesem Produkte B aufgehen (nämlich so oft, 
hIs der Werth des Produktes a^. a^ . , . a^ beträgt), also muss a^^j 
^nach 120) in einem der Faktoren von B aufgehen, es sei x dieser 

Graiimann, W«rk«. n. 22 
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Faktor von B, in welchem a^^^ aufgeht. Da nun die Faktoren von 

B (nach Hypothesis) Primfaktoren sind, so ist auch x eine Primzahl^ 

in ihr geht (nach 106) keine andere Zahl auf als 1 und x, da nun 

a„^i in X aufgehen soll, und a^^^ als Primfaktor ^ 1 ist (nach 126)^ 

so muss a„^i = a; sein. Man bringe durch Vertauschung der Faktoren 

von B diesen Faktor auf die letzte Stelle, das Produkt der übrigen 

sei C, so ist (nach 82) Cx oder Ca„^^ mit jB, also auch mit Ä von 

gleichem Werthe, also 

o^a, ... a„a„^i = Ca^^i, 
also (nach 96) 

»lOj . , . a^= C. 

44 Folglich, da der Satz nach der Annahme für n Faktoren gilt, so 

können die Faktoren von C sich von den Faktoren «i, «,,... a^ nur 
durch die Ordnung unterscheiden. Das Produkt Ä enthält aber ausser 
ihnen nur noch den Faktor ^ = fl>,+i, also enthält B dieselben Fak- 
toren wie Ä] das heisst, wenn der Satz für n Faktoren gilt, so gil^- 
er auch für n + 1 Faktoren, also auch für jede grössere AnzaW 
derselben. 

2. Nun gilt aber der Satz, wenn Ä aus zwei Faktoren besteb^? 
die^e seien a^ und a^, so muss nach Beweis 1 auch der Faktor ^* 
einer der Primfaktoren von B sein. Es sei B = Ca^y so wird 

also (nach 96) 

«1 = C, 

also besteht das Produkt B aus den Faktoren a^ und a,, das heis^ ^ 
der Satz gilt für zwei Faktoren, also nach Beweis 1 auch für j( 
grössere Anzahl von Faktoren, also für beliebig viele. 

*129. In einer Zahl A können ausser 1 Jceine andern Zahlen au^ 
gehenj als die Primfakioren von A und Produkte derselben. 

Beweis, Es seien «i, «j, - . • ä„ die Primfaktoren von -4, also 

il = ajOj . . . a^ 

und B sei eine beliebige Zahl ^ 1, die in ^ aufgeht, und zwar geh- 
sie C-mal auf, so ist 

A = Ba 

Nun zerlege man B und C in ihre Primfaktoren, so bilden dies^^ 

zusammen die Primfaktoren von Ay müssen also (nach 128) den Fak-- — ' 

toren «i, Oj, . . . a„ gleich sein, folglich ist B entweder gleich einend 

dieser Faktoren, oder gleich einem Produkte derselben. 

Anmerkung. Hieran scblieBsen sich die Aufgaben: Eine gegebene Zahl 
ihre Prirafaktoren zu zerlegen, ferner: Die sämtlichen Zahlen zu suchen, weh 
in einer gegebenen Zahl aufgehen. 




§ 6. Zahlenlehre. Nr. 188, 129. — § 7. Division. Nr. 180—188. 339 

§7. 
Division. 

130. Erklärung. Man versteht unter a : b, gelesen: a dividirt 

durch by oder -r-, gelesen: ein Bruch, dessen Zähler a und dessen 

Henner b ist^ diejenige (einer Grundreihe f angehörige) Grösse, welche 46 
mit b zu einem Produkt verknüpft a giebt, vorausgesetzt, dass b nicht 
null sei, das heisst: 

a:b ,b =^ ttf oder y 6 = a. 

Mit derselben Grösse fortschreitend dividiren und muUipliciren än- 
dert nichts. 

Man nennt a : b einen Quotienten, a seinen Dividend, b seinen 

Divisor. Wenn a und b Zahlen sind, so nennt man a : b oder y einen 

Zahlquotienten oder einen Zahlbruch. 

Anmerkung 1. Ein Quotient, dessen Divisor null ist, darf bei keiner Rech- 
nung angewandt v^erden. Es lässt sich beweisen, dass für solche Quotienten 
^eins der bisher bewiesenen Gesetze Geltung hat, und sich überhaupt kein posi- 
tiver Satz für sie aufstellen lässt. Jede Anwendung eines solchen Gesetzes auf 
die in Rede stehenden Quotienten ist daher fehlerhaft und kann zu den wider- 
Binnigsten Sätzen führen. Dessen ungeachtet lässt sich dem Quotienten, dessen 
l^enner null ist, eine gewisse Bedeutung beilegen; nämlich wenn der Zähler (a) 

▼on Null verschieden ist, so sagt man sei unendlich; nämlich ist in a un- 
endlich oft enthalten und dann bleibt noch immer a übrig. Ist der Zähler auch 
^uU, so sagt man — sei unbestimmt, weil nämlich jede Grösse mit Null multi- 

pHcirt Null giebt. — Wir schliessen im Folgenden überall Null als Divisor aus. 
Anmerkung 2. Wenn a und b benannte Grössen sind, die derselben 
^'Hindreihe angehören, und 6 in a aufgeht, so drückt der Quotient a : b die Zahl 
^^8, mit welcher b multiplicirt a giebt, das heisst die Zahl, welche angiebt, wie 
^^ 6 in a enthalten ist. Man nennt diese Art des Dividirens messen. Wenn 
aber a eine benannte Grösse imd b eine Zahl ist, so bezeichnet a : b eine Grösse, 
^^che derselben Grundreihe angehört wie a, und die &-mal genommen a giebt. 
^au nennt diese Art des Dividirens theilen. Wenn a und b beides Zahlen sind, 
^o kann der Quotient beliebig als Messung oder als Theilung aufgefasst werden. 
^m Folgenden ist die Division als Theilung zu Grunde gelegt. 

131. Bezeichnung, Wenn mit mehreren Grössen fortschreitend 
^i'vidirt werden soll und die Division durch das Zeichen : ausgedrückt 
^^t, so lasst man die Klammem (welche diese Grössen umschliessen) 
^^g- Femer lässt man bei der Bruchbezeichnung die Klammer, welche 
^®n Zahler umschliesst, und die, welche den Nenner umschliesst, weg. 

182. Wenn der Divisor ß eine ZaJd ist, so lässt sich stets ei'ne 
"^^ndreihe angeben, welcher auch der Dividend a f angehört, und in 46 
^^^ioher eine Grösse enthalten ist, die mit ß multiplicirt a giebt 

22* 
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Beteeis 1. Die Grundreihe, aus welcher der Dividend erzeugt IsM. 
habe e zur Einheit^ und sei a = ea. Wenn es nun in derselben 
Grundreihe keine Grosse giebt, die mit ß multiplicirt a liefert, so bild< 
man eine neue Grundreihe, deren Einheit die Beschaffenheit hat, das2 

(*) e'ß = e 
sei, so ist 

e\ßa) = eßa (nach 70). 

= ea (nach *). 

= a (nach Annahme]>, 

das heisst, a ist Glied der aus e' erzeugten Grundreihe. Femer ist e'oc 
ein Glied derselben Grundreihe, welches mit ß multiplicirt a giebt; denia 

e'aß = e'ßa (nach 73). 

= ea (nach *). 

= a (nach Annahme^. 

133. a.ß:ß = a. 

Mit derselben Zahl fortschreitend mtdtipliciren und dividiren an- 
dm-t nichts. 

Beweis (vergl. Nr. 29). Es ist 

a.ß:ß,ß = a.ß (nach 130) 

Da nun die Grössen a . ß : ß und a mit einer von verschiedene' 

Zahl ß multiplicirt gleiches Produkt liefern, so müssen (nach 96) je^'^ 

Grössen gleich sein, also 

a , ß : ß = a. 

184. a : (ßy) = a:ß:y, 

, a a:ß a 

oder 3- = — - = -^ : y. 

Statt mit einem Produkte zweier Zahlen zu dividiren ^ kann ni 
mit den Faktoren fortschreitend dividiren, 
oder: 

Statt mit zwei Zahlen fortschreitend zu dividiren, kunn man w 
ihrem Produkte dividiren. 

Beweis (rückschreitend, vergl. Nr. 31). 



a:ß:y-a:ß:r. (ßy) : (ßr) 


(nach 133^ 


-a.ß-.y irß) : (ßr) 


(nach 72). 


-a-.ß-.r.r-ß-ißy) 


(nach 70). 


-a:ß.ß:ißr) 


(nach 130)- 


-a:(ßY) 


(nach 130)- 
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135. a:ß:y = a:y:ß 47 
odor j:y=j:ß. 

Die Ordnung y in welcher man fortschreitend mit zwei ZcMen divi- 
dirty ist gleichgültig für dcis Besultat. 
Beweis (vergl. Nr. 33). 

a:ß:y = a: (ßy) (nach 134b). 

= a : (yß) . (nach 72). 

= a : y : /J (nach 134). 

136. a.ß:y = a:y.ß 

oder ^ = -^ ß. 

Die Ordnung f in welclier tnan fartschreUend mit einer Zahl muUir- 
pLicirt und mit einer atidem dividirt, ist gleichgültig für das Bestdtat, 
oder: 

Eitlen Bruch multiplicirt man mü einer Zahl, indem man seinen 
Zähler mit dieser Zdid multiplicirt und den Nenner unverändert lässt 

Beweis (vergl. Nr. 30). 

a.ß:y = a,ß:y:ß.ß (nach 130). 

= a,ß:ß:y.ß (nach 135). 

= a:y .ß (nach 133). 

137. |^ = |. 

ßr ß 

Man kmm einen Brudi ohne Veränderung seines Werthes erweitem 
<^H^ hd)en, das heisst Zahler und Nenner mit derselben Zald multipliciren 
**mZ dividiren. 

Beweis. ^ = ay: (ßy) = ay: ß:y (nach 134). 

=^ a , y : y : ß (nach 135). 

= a:ß = j (nach 133). 

138. Erklärung. Ein Zahlbruch, dessen Zähler zum Nenner 
primär und dessen Nenner positiv ist, heisst ein reducirter Bruch. 
Man nennt ihn positiv, wenn sein Zähler positiv ist. Mit einem redu- 
^Jrten Bruche multipliciren heisst fortschreitend mit seinem Zähler 
**iultipliciren und mit seinem Nenner dividiren, das heisst 

ß aß 

^enn ß za y primär ist. 

Aufgabe. Den Satz zu beweisen: Ileducirte Brüche von gleichem 48 
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Werthe haben gleiche Zahler und gleiche Nenner. (No. 130, ICX), 
118, 103.) 

139. a — = — , (auch wenn ß nicht zu y primär ist). 

StcM mit einem Bruche zu mtdtipliciren, kann mun fortschreitend 

mit seinem Zähler multipliciren und mit seinem Nenner dividiren, 

oder: 

Statt fortschreitend mit einer Zaid zu mtdtipliciren und mit einer 

zweiten Zahl zu dividiren, kann man mit einem Bruche muUiplicireny 

dessen Zahler die erste, und dessen Nenner die zweite Zahl ist 

Betveis. Es sei m das grösste gemeinschaftliche Maass von ß und y, 

und sei ß = fem, y = cm, so sind (nach 115) b und c zu einander 

primär, und es ist 

a — = a — (nach Annahme). 

y cm ^ ' 

= a — (nach 137 b). 



c 

ah 
c 

ahm 
cm 



(nach 138, da fe zu c primäx*^ 



(nach 137). 
^-^^ (nach 70b). 



(nach Annahme). 



140. 



cm 

y 

a y ay 

J'J~ßd' 

Brüche mtütiplicirt man mit einatider, indem man Zahler mit Zäh 

und Nenner mit Nenner multiplicirt, 

oder: 

Ein Bruch, dessen Zälüer und Nenner Produkte von je zwei 

toren sind, ist (jleich dem Produkte zweier Brüche, die tnan erhalt, ind^^^^ 

man die Faktoren des Zählers zu Zählern und die des Nenfiers 

Nennern derselben macht. 

Beweis, 



a y a ^ 

-ß ö ß-y-'^ 


(nach 139)-^ 


«y .^ 
ß 


(nach 1361:^3 


ay 
ß6 


(nach 134 b^ 1 


ß y 

a:- — a ' ~ • 
y ß 





49 141. 

Statt mit einem Bruclie zu dividiren^ kann man mit dem ufngekehrte^^ 
BrucJie multipliciren. 
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Beweis, a: — = a: — - ß : ß (nach 133). 

(nach 130). 

(nach 139 b). 
(nach 130). 
-J- (nach 139 b). 

142. Für jede gegebene Reihe vofi Brüchen, deren Zähler derselben 
Grz4ndreihe (R) angeliörenj kann man eine 'neue Grundreihe angeben^ 
Zi^ tüdclier alle jene Brücliey sowie deren Zälder geliörcn; und zwar er- 
hält man die Einlieit dieser neuen Grundreilie, iiidem man die Einheit 
der ursprünglichen Grundreilie R durch das Produkt sämüiclier Nenner 
ixt^idirty das heissty wenn 





a : 


y 


•ß: 


y • 


y- 


ß 




a : 


ß_ 

Y 


ß 

y 


■y 


■■ß 






a . 


y- 


ß 








— 


a ' 













a b 






diese Brüche sindj und e die Einheit der Zähler a^ 


, 6, . . 


., so gehören die 


Br-Uche selbst, sotcie ihre ZälUer einer und derselben 


Grundreihe an, 


deren Einheit e = — ^^ — ist. 

aß . , . 






Beweis (für zwei Brüche). Da e — ä > ^^ 


ist 




* e — eaß. 






Es sei a — ey, b — ed, so ist 






a ey eaßy 
a cc cc 




(nach *). 


a 




(nach 70b). 


CC 




(nach 72). 


- e'ißy) 




(nach 133), 


^8o gehört - der Grundreihe an, deren Einheit 


e' ist. 




Ebenso ist 






h ed eaßd 
ß ß ß 




(nach *). 60 


eadß 
ß 




(nach 73). 


— ead 




(nach 133). 



= e(ad) (nach 70b), 

also gehört auch -«- derselben Grundreihe an. Ferner auch die Zähler 
a und bf da 
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a = ey = ^aßy (nach *). 

= eXaßy) (nach 70b). 

und 6 = c^ = ^aßd (nach *). 

= eXaßd) (nach 70b) ist. 

Anmerkung 1. Es galten also für Addition und Subtraktion der Brücbe 
dieselben Grcsetze wie für Addition und Subtraktion der aus einer Gnindreilie 
erzeugten Grössen. (§ 2, 3.) 

143, a^_j_l_a + 6 



144. 



y ' y r 

a b a — b 



y y y 

Brüche von gleidiem Nenner addirt oder subtrahirt man, indem 
man die Zähler entsprediend addirt oder subtrahirt (und den Nenner 
unverändert lässt), 
oder: 

Eine Summe oder Differenz dividirt man mit einer Zahl, itiden^ 
man die Glieder einzeln dividirt und die Quotienten entsprechend addirt 
oder subtrahirt. 

Beweis. — H = /— -| j y:y (nach 133)* 

= (a + 6) : y = ?^±^ (nach ISC^Y 

Und ebenso 



51 146. - + i = 



7 — 7 = (y — y) • y •• y (nach 133^^- 

= ('^y — jr)'y (»»ch 69) 

= (a — b):y ^"^^ (nach 13(*^^)' 



a ' ß aß ' 



146. -« _ 4 = «H!. 



ba 



aß aß 

Zwei Brüche (von ungleichem Nenner) addirt oder subtrahirt ma\ 
indem man jeden ZäJiler mit dem Nenner des andern Bru>ckes mulUplicirt^' * 
die Produkte entsprechend addirt oder subtr<xhirt und das BesuUat mC^^^ 
dem Produkte der Nenner dividirt, 

^^- i + J = lß + '^ (^'^^ 137). 

_«g^ (nach 143. 144) -• 
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Anmerkung. Man kann, wenn a und ß durch m theilbar sind, die Brüche 

aß 

h auf den Nenner y := -^ bringen. (Siehe 128.) 

147. Ein Bruch, dessen Zähler gleich seinem Nenner ist, ist gleich 1. 

Beweis. — =» — ^ (nach 71). 

= 1 (nach 133). 

148. ^ = a. Mit 1 dividiren ändert nichts. 

Beweis. a : 1 = a : 1 . 1 (nach 52). 

= a (nach 130). 

149. — = 0. Ein Bruch, dessen Zähler nuU ist, ist seihst gleich Null. 
Beweis. — = "~ (nach 36). 



a a 

a a 



(nacli 144b). 

= 1 — 1 (nach 147). 

= (nach 36). 

150. Hifpoihesis -^ = 0, Thesis a = 0. Wenn ein Bruch nuH 

\ so muss sein Zähler nuU sein. 
Beweis, Nach Hypothesis ist 



cc , ^ ^ a 



= j, also 0.ß = jß = a (nach 130), 

s heisst = a. 

151. In einem Bruche kann man die Vorzeichen im Zahler und 62 
mner umkehren, ohne den Werth des Bruches zu ändern, das heisst 

-Q =" -(T (siehe Nr. 84). 

Beweis. Denn die Vorzeichen im Zähler und Nenner umkehren^ 

isst (nach 84) Zähler und Nenner mit — 1 multipliciren, wodurch 

ach 137) der Werth des Bruches nicht geändert wird. 

Anmerkung. Man kann daher stets dem Bruche eine solche Form geben, 
BS der Nenner positiv ist. 

162. — ^- = — 5 = 5" • 

P — P P 

Das Minus-Zeichen des Zählers oder Nenners kann man vor den 
ruch setzen, 
er: 

s Minus -Zeidien vor einem Bruche kann ma/n vor den Zähler oder 
r den Nenner des Bruches setzen. 
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Beweis. -^ = ^ (nach 15:1- ^ 



j^ (nach 37> . 

= -j — -j (nach 144r t^). 

= — -^^ (nach 14»> - 

= — j (nach 37). 

158. Gleichbezeichnete Zahlen gehen hei der Division einen positiv^^^^ 
Quotienten, ungleiclibezeiehfiete eifien negativen. 

Beweis 1. Es seien a und ß positive Zahlen, ihr grösstes geineiM^- 
schaftliches Maass sei m und sei a = am^ ß ^=hm, wo a und h positi ^ 
sind, so ist 

f = l^-y (nachiaT> 

Also da a zu & primär ist (nach 115), und h positiv ist, so ist j- eixi 
reducirter Bruch (nach 138) und da a positiv ist, so ist der reclvx- 
cirte Bruch -g- (nach 138) positiv, also auch -j positiv. 

63 2. Es seien — a und — ß zwei negative Zahlen, also a und ^ 

ihre positiven Werthe, so ist 

(nach 15 IB-^' 



— a a 



-ß ß 

aber -3- positiv (nach Beweis 1), also auch ^^ positiv. 

3. =^ = :^p = - |- (nach 152); aber | nach Beweis 1 posifcfi^-«'' 
also — -ä" negativ. 

154. Alle Verknüpfungsgesetze der Multiplikation und Divisic::^^^ 
(in § 4y 5, 7) gdteti a/uch für Brüche^ das Imsst aUe Formeln dies^^^^ 
Verknüpfungen geUen noch, wenn man staU der allgemeinen ZaMzeiclK^^^^ 
(die durch griechisclie Buchstaben ausgedrückt waren) Brüclie setzt 

Beweis, Es sei 

1. [Nr. 68.] {a + h)c = {a + h)^ (nach *). 

= (^±^ ' (nach 13^ :> 



[(a + 6)c = 
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ay-|-6y) ay , 6y / i. i^qu\ 



!^r. 72.] 



'Jr. 66.1 



Jr. 58.] 



[r. 70.] 



r. 71.] 



yi J yi ' yi 


yUOA^ÄI. X'±*ßUJ, 


Yi ' yi 


(nach 139b). 


= a . c + 6 . c 


(nach *). 




(nach *). 




(nach 140). 


yP 
y.ft 


(nach 72). 


y <i 
yi ft 


(nach 140b). 


a{h + c)=^{h + e)a 


(Beweis 2). 


— ha-\- ca 


(Beweis 1). 64 


— ah -\- ac 


(Beweis 2). 


»•( ») »■( ä) 


(nach *). 


=-(xO 


(nach 152b). 




(nach 139). 




(nach 75). 




(nach 152). 


— -i 


(nach 139 b). 


= — a . 6 


(nach *). 


«M-«(ra 


(nach *). 


ftyi 


(nach 140). 


«Py 
ftyi 


(nach 139). 


aß y 
ßt Yi 


(nach 140b). 


ß Y 
ßi Yi 

— a .b . c 
l . a — a . 1 

— a 


(nach 139b). 

(nach *). 
(nachBew.2). 
(nach 52). 
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Alle übrigen Formeln in § 4 gehen aus diesen Formeln durch 
Verbindung derselben herror; da also diese Formeln^ wie so eben be- 
wiesen, für Brüche gelten, so gelten auch die aus ihnen hervorgehenden 
Formeln für Brüche, also alle Formeln in § 4. 

7. Ebenso lassen sich die allgemeinen Sätze in § 5 erweitem, and 
zwar zuerst Satz 88 und 93. Sind nämlich a und b positive Brüche, 

und zwar in reducirter Form, a=— , 6 = ^, so sind (nach 138) 
^} ßi} ^} ß positiv; dann ist 

66 [Nr. 88.] a + 6 = - + |-= "'^^V'^ (i^ach 145). 

Hier sind ccß^, cc^ß, a^^ß^ positiv (nach 93), also auch aß^ 4" ^iß 

positiv (nach 88), also Zähler und Nenner des Bruches "^^ ^ — 

positiv, folglich dieser Bruch selbst positiv (nach 153), also auch d&s 
ihm gleiche a -j-b. 

Femer ist unter derselben Annahme 

[Nr. 93.] a.b = -'^= % (nach 14.C). 

Aber nach 93 sind aß und a^^ß^ positiv, also nach 153 auch der BnB-<^ 
-^, abo auch das ihm gleiche ab. 

8. Alle übrigen Sätze in § 5 gehen aus den schon für Brü(^ ^® 
erwiesenen Sätzen durch wiederholte Anwendung hervor, gelten a^s^ 
auch für Brüche. 

9. In § 7 gelten die Sätze 130—137 auch für Brüche, da crr^ie 
Definition (130) allgemein ist und sich die Beweise nur auf die E^^^ 
Brüche schon erwiesenen Sätze § 1 — 5 stützen; der erste Satz, welcL^i^^®^ 
für Brüche eines neuen Beweises bedarf, ist der Satz 139, da sein ^^3^ 
weis sich auf die Zahlentheorie (§ 6) stützt und diese nicht für BrücIT — "® 
gilt. Nun ist 

a— =: a — c: c (nach VSt^^r 



= a . (y . c) : c (nach 70b^^> 

= a . & : c = — (nach 13CI^)- 

10. Ausserdem wird nur noch in Nr. 153 Beweis 1 auf § " 
zurückgegangen. Wenn aber wiederum a und 6 positive Brüche sirr^" 

und zwar — , j- ihre reducirten Formen, so sind (nach 138) a, ^^^ 
^19 ßi positiv, also 

a:b = ^:l = -'i (nach Ut^ )• 



i 
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Aber ~ und ~ sind (nach 153) positive Brüche, also f auch ihr bi'. 

Produkt positiv (nach Beweis 7), also auch das diesem Produkte 
gleiche a : d. 

Es gelten also auch alle Sätze in § 7 fdr Brüche, also alle S&tie 
in § 4, 5, 7. 

155. Der Quotient zweier gleichbenannten Grössen ist gleich 
dem Quotienten ihrer Zahlwerthe, das heisst 

ea a 

Beweis, Nach 130 ist -g diejenige, einer Grundreihe angehörige 

Grösse, welche mit eß zu einem Produkte verknüpft ea giebt; das 
heisst, wenn 

(*) 1J=^ 

ist, so ist 

ea = eßx = e(ßx) (nach 70 b). 

Also da die Einheit (nach 7, 10) immer von Null verschieden ist^ 

a = ßx (nach 96). 

= xß (nach 72). 

Also " = ^ = rr (nach 133). 

eu 



-^ (nach *). 



Anmerkung 1. Der Quotient zweier benannter Grössen hat nur dann 
«inen Sinn, wenn Dividend und Divisor aus derselben Grundreihe ableitbar sind. 
Denn das Produkt, dessen einer Faktor eine benannte Grösse ist, gehört (nach 60) 
derselben Grundreihe an, wie diese. 

Anmerkung 2. Da hiernach die Division benannter Grössen (die Messungs- 
aufgabe) stets auf die Division der Zahlgrössen zurückgeführt werden kann, so 
ist es nicht nöthig, die Gesetze jener Division aufzustellen. 



Inhalt. 

Nr. 221 

§ 1. Einleitung 1 

f 2. Addition 7 

% 3. Subtraktion 28 

§ 4. Multiplikation 62 

$ 5. Zahlvergleichuiig 86 

§ 6. Zahlenlehre 100 

§ 7. Division 130 



XXIV. 

Stücke aus dem Lehrbuche der Trigonometrie. 
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Vorrede. 



Die vorliegende Trigonometrie bildet den zweiten Theil des Lehr- 
buches der Mathematik^ dessen erster Theil unter dem besonderen 
Titel „Lehrbuch der Arithmetik u. s. w. Berlin 1861" erschienen ist. 
Mit diesen beiden Theilen ist die ganze berechnende Seite der Mathe- 
matik, sofern sie Gegenstand des Schulunterrichtes ist, abgeschlossen. 
Wann der dritte Theil, welcher nach des Verfassers Plane die Geo- 
metrie (Planimetrie und Stereometrie) umfassen sollte, erscheinen wird, 
hängt von der Aufnahme ab, welche diese beiden ersten Theile er- 
fahren, um einen möglichst einfachen Anfang zu gewinnen, ist hier 
zuerst (§ 1) vorausgesetzt, dass die Winkel spitze seien, und zwar ist 
zuerst (bis Nr. 13) nur der cosinus eines solchen Winkels betrachtet 
Dass man zuerst nur eine der trigonometrischen Funktionen zu Grunde 
lege, ist methodisch geboten, dass dazu hier und in § 2, Nr. 30 — 47 
der cosinus gewählt ist, hat seinen Grund hauptsächlich darin^ dass 
der cosinus ein Verhältnis darstellt, in welchem nur Stücke der beiden 
Schenkel des Winkels vorkommen, und daher hier die Zeichenbestim- 
mung auf das einfachste erfolgt. In § 2 werden beliebige Winkel 
betrachtet; und um möglichste Allgemeinheit und Einfachheit zu ver- 
binden, wird das Gesetz fQr den cosinus der Summe, ohne dass es 
nöthig wird, einzelne Fälle zu unterscheiden, sogleich in seiner ganzen 
Allgemeinheit erwiesen, und daraus alle übrigen Gesetze durch Rech- 
nung abgeleitet. An die Auflösung des Dreiecks aus dreien seiner 



Vorrede. Inhalt. 351 

ihs Stücke schliessen sich Nr. 94 — 109 zahlreiclie Dreiecksaufgaben, 
)lche sowohl zur Einübimg des bisher Erlernten, als auch zur Ver- 
ittelung mit den Dreiecksaufgaben der Geometrie dienen, und bei 
r ersten Durchnahme entweder ganz übergangen oder mit Auswahl 
nutzt werden können. Bei der Auflösung der Vielecke (§ 4) ist die 
s Viereckes bis ins Einzelne durchgeführt; die beliebiger Vielecke 
rar vollständig, aber doch nur mehr andeutungsweise behandelt 
eite 69). In § 5 folgen die wichtigsten Vermessungsaufgaben; und in 
6 — 8 Beziehungen der Trigonometrie zu andern mathematischen Ge- 
eten, welche bei dem ersten Unterrichte in der Trigonometrie den 
hülem noch unbekannt zu sein pflegen, namentlich zu den unend- 
hen Reihen, zu den höheren Gleichungen und f zur Stereometrie. VI 
3 werden diese Abschnitte, auch wenn sie auf einer Anstalt gar 
3ht, oder nur unter besonders günstigen Verhältnissen vorgetragen 
.^rden können, doch den fähigeren Schülern Gelegenheit geben, sich 
rch Privatfleiss weiter zu fördern. Die sphärische Trigonometrie 
8) ist übrigens in der Weise behandelt, dass sie gar keine Kennt- 
3se aus der Stereometrie voraussetzt. Die ganze Behandlung des 
offes ist von der in dem Lehrbuche der Arithmetik gewählten da- 
rch verschieden, dass in den Anmerkungen überall die leitende Idee 
id der Gang der weiteren Entwickelung hervorgehoben ist, und da- 
irch für die heuristische Methode des Lehrers, so wie für das tiefere 
indringen des Schülers wasentliche Erleichterungen geboten sind. 

Stettin, den 2. Oktober 1864. 

Der Verfasser. 
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§8. 

(100) Körperliche oder Bphärisohe Trigonometrie. 

144. Grundsatz der Stereometrie. Dnrch zwei sich schnei- 
dende gerade Linien kann man stets eine Ebene legen (so dass die 
beiden sich schneidenden geraden Linien ganz in der Ebene Uegen). 

145« Erklärung, Wenn yon einem Punkte drei nicht in einer 
Ebene hegende Strahlen ausgehen, so nennt man den Verein dieser 
drei Strahlen eine dreikantige Ecke oder ein Dreikant; den Punkt, 
101 Yon welchem die Strahlen f ausgehen, den Scheitelpunkt, die 
Strahlen selbst die Kanten, die zwischen je zwei Strahlen liegenden 
Ebenen, die Seitenflächen, und die zwischen ihnen liegenden Winkel 
die Seiten der Ecke. Sind zum Beispiel SAj SB, SC die drei 
Strahlen, so ist S der Scheitelpunkt, und die Winkel BSC, CSA, ASB 
sind die Seiten der Ecke, und die Ebenen BSC u. s. w. die Seiten- 
flächen der Ecke. 

146. Erklärung. Errichtet man auf einer Kante (SA) einer 
Ecke in einem beliebigen Punkte (A) Lothe, welche in den beiden 

Seitenflächen (SAB und SAC) liegen, 
so heisst der Winkel, welchen diese Lothe 
einschliessen, ein Winkel (Innenwinkel) 
der Ecke, und zwar der zu jener Kante {SÄ) 
gehörige. Die Nebenwinkel dieser Innen- 
winkel heissen Aussenwinkel der Ecke. 
Wenn also von jenen Lothen das eine 
AB die Kante SB in B, das andere die 
Kante SC in C trifft, so ist BAC der an der Kante SA hörende 

Winkel der Ecke SABC 

Anmerknng. Schlägt man mit demselben Radius zom Beispiel SA in den 
drei Seitenflächen der Ecke Kreisbogen, deren Centriwinkel die Seiten ASB, 
BSC^ CSA sind, nämlich die Kreisbogen AD^ DE, EA, so entsteht ein ans 
Kreisbogen bestehendes Dreieck, welches man, da es sich auf die Oberfläche einer 
Kugel legen läßt, ein sphärisches Dreieck nennt. Die Seiten dieses sphärischen 
Dreiecks sind Kreisbogen, welche die Seiten der Ecke messen, und die Winkel 
desselben sind diejenigen Winkel, welche die an den Kreisbogen gezogenen 
Tangenten in jedem Eckpunkte bilden, da aber die Tangenten auf dem Radius 
im Berührungspunkte senkrecht stehen, so ist der Winkel, den sie bilden, der- 
selbe, der vorher der Winkel der dreikantigen Ecke genannt wurde. Seiten und 
Winkel dieses sphärischen Dreiecks stimmen also mit denen der dreikantigen 
Ecke ilberein; und jenes Dreieck auflösen heisst ebenso viel als diese Ecke auf- 
lösen. Diese Auflösung ist der Hauptgegenstand der körperlichen oder sphäri- 
schen Trigonometrie. 

Es sollen im Folgenden die Seiten der Ecke SABC stets mit den Buch- 
staben a, d, c bezeichnet werden, indem L BSC^^a, CSA'^b, ASB^^c gesetzt 
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wird, die Anssenwinkel der Ecke sollen mit a, ß, y, nämlich der an der f Kante 102 
SA mit a u. s. w., und es soll vorausgesetzt werden, dass diese sämtlichen 
Grössen nie negativ und nie grösser als 180^ werden. Die Anssenwinkel in Be- 
tracht zu ziehen ist darum angemessener, weil dabei die Formeln viel symme- 
trischer werden, als wenn man die Innenwinkel einfahrt. Wo es erforderlich ist, 
sollen die Innenwinkel mit a', ^, y bezeichnet werden. Zuerst soll eine Glei- 
chung zwischen einem Winkel a und den drei Seiten a, b, c gesucht werden. 
Dazu reicht die obig^ Figur aus. Drückt man in ihr die Seite BC vermittelst 
des erweiterten Pjthagoras durch die beiden Dreiecke, in denen BC liegt, aus, 
so ergiebt sich durch Gleichsetzung dieser beiden Ausdrücke die verlangte Gleichung. 

147. Es ist 

cos a = cos b cos c — sin 6 sin c cos a, 

cos b = cos a cos c — sin a sin c cos ß, 

cos c = cos a cos b — sin a sin b cos y, 

das Jieisst, man findet den cos. einer Seite des Dreikantes, indem man in 
der Formel für den cos. der Summe der beiden andern Seiten das zweite 
Glied mit dem cos. des an diesen beiden liegenden Aussenwinkds mulMplicirt, 
Beweis, Wenn die Figur dieselbe ist, wie in 146, so hat man 
vermöge des erweiterten Pythagoras: 

BC^ ^SB" + SC — 2SB . SC cos a, 

BC^ = AB' + ÄC^ — 2 AB, ACcos a\ 

das heisst: = AB^ + AC^ + 2 AB, AC cos a. 

Subtrahirt man die zweite Gleichung von der ersten und bedenkt, dass 
SB Hypotenuse und AB Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks sind, 
dessen andere Kathete SA ist, das heisst, dass SB^ — AB^ = SA^^ 
und aus gleichem Grunde SC^ — AC^ = SA^ ist, so erhält man 

= 2SA^ — 2 SB , SC cos a — 2 AB . AC cos a, 
also 

8A* — ÄB,ACcoBa 

^^«« = sbTsc 

Dividirt man einzeln, so ergiebt sich, da 

SA:SB=^ cos c, SA:SC = cos &, 

AB: SB = sine, AC:SC=sinb 
ist, 

cos a = cos b cos c — sin b sin c cos a. 

Durch Umänderung der Benennung gehen hieraus die beiden andern 

Formeln hervor. 

Anmerkung. Da in den obigen drei Gleichungen sechs Grössen vor- 103 
kommen, so können wir drei beliebige derselben als unbekannte setzen, und diese 
drei unbekannten vermittelst der drei Gleichungen durch die drei als bekannt 
gesetzten Stücke finden, und so die sämtlichen Fälle, welche bei der Auflösung 
des Dreikantes vorkommen können, durchführen. Es soll zunächst die Gleichung 

Oratsmann, Werke. II. 28 
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zwischen zwei Seiten und ihren Gegenwinkeln gesucht werden, zum Beispiel 
zwischen a, 6, a, ß. Dazu hat man nur aus den beiden ersten Gleichungen in 
147 die Seite c zu eliminiren. Dies geschieht am besten, indem man in beiden 
Gleichungen das erste Glied der rechten Seite nach links herüberschafft, und die 
Summe der so erhaltenen Gleichungen mit ihrer Differenz multiplicirt, wobei c 
sich weghebt. 

148. sin a : sin & : sin c = sin tt : sin /3 : sin y, 

das heisst, die sin. der Seiten eines Dreikantes verhauen sich une die sin. 
ihrer Gegenwinkel (wobei es gleichgültig ist, oh man die Aussen- oder 
Innen-Wifikd wählt). 

Beweis, Aus 147 erhält man 

cos a — cos 6 cos c = — sin & sin c cos a. 

cos 6 — cos a cos c = — sin a sin c cos ß. 

Diese beiden addirt geben 

(cos a -\- cos 6) (1 — cos c) = — sin c (sin h cos a + sin a cos /}), 

und subtrahirt 

(cos a — cos 6) (1 + cos c) = — sin c (sin 6 cos a — sin a cos /?), 

und diese mit einander multiplicirt , da das Produkt aus Summe und 
Dififerenz zweier Grössen die Differenz der Quadrate dieser Grössen 
liefert, 

(cos^a — cos* 6) (1 — cos^c) = sin* c (sin* 6 cos*« — sin*a cos*/?). 

Da nun 1 — cos*c = sin*c ist, so heben sich diese beiden Faktoren 
weg, und man erhält 

cos* a — cos* b = sin* 6 cos* a — sin* a cos* ß. 

Führt man hier nach der Formel cos* x = 1 — sin* x überall die sin. 
ein, so erhält man 

sin* 6 — sin*a = sin* 6 — sin* 6 sin*« — sin*a + sin*a sin*ft 

also 

= — sin* 6 sin*a + 8in*a sin*/3, 
oder 

sin* 6 sin*« = sin*a sin*/3, 
das heisst 

sin 6 sin « = ^ sin a sin ß, 

104 Da nun aber die Winkel und Seiten überall als positiv und f < 180* 
anzunehmen sind, so sind die sin. alle positiv, also ist das +- Zeichen 
zu wählen, und man erhält 

sin 6 . sin « = sin a sin /3, 

das heisst sin a : sin 6 = sin « : sin /3, 
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and hieraus folgt durch Umänderung der Benennung auch die Formel 

sin 6 : sin c = sin ß: sin y, 

Anmerkung. In der Stereometrie kann man diese Formel auf eine sehr 
leichte imd anschauliche Weise aus der Figur ableiten, wozu jedoch mehrere 
stereometrische Sätze erforderlich sind. 

149. Aufgabe. Eine Gleichung zwischen a, ß, y und c aufzustellen. 

Auflösung. Es kommt also darauf an, aus den Gleichungen 147 
die Grössen a und b wegzuschaffen. Da (nach 148) sin a = sin a sin c : sin ;/ 
ist, und sin b = am ß sin c : sin y, so kann man sin a und sin h stets 
unmittelbar durch die Grössen ausdrücken, welche in der verlangten 
Gleichung allein vorkommen sollen. 

Schwieriger ist dies ffir cos a und cos b. Es ist daher zweck- 
mässig, in den Gleichimgen 147 die Glieder, welche die cos. der Seiten 
enthalten, auf eine Seite allein zu schaffen. Dann erhalten jene Glei- 
chungen die Form: 

sin b sin c cos a = cos 6 cos c — cos a, 

sin a sin c cos ß = cos a cos c — cos 6, 

sin a sin 6 cos y = cos a cos b — cos c. 

Multiplicirt man die beiden ersten mit einander, so erhält man 
sin a sin b sin^ c cos a cos ß = (cos b cos c — cos a) (cos a cos c — cos b) 
= cos a cos b cos^ c + cos a cos b — cos c (cos* a -\- cos* 6), 

oder indem man statt des zweiten Gliedes cos a cos b aus der dritten 
Gleichung seinen Werth sin a sin 6 cos y -\- cos c setzt und den Faktor 
cos c heraushebt, 

== sin a sin b cos y -\- cos c (cos a cos b cos c -f- 1 — cos* a — cos* 6). 

Nun ist 1 — cos* a — cos* b + cos* a cos* fc = (1 — cos* a) (1 — cos* b) 
oder sin*asin*fc, somit kann man statt 1 — cos* a — cos* 6 setzen 
sin* a sin* b — cos* a cos* b, und es wird der vorige Ausdruck 

= sin a sin b cos y -f- 

-f- cos c (cos a cos b cos c — cos* a cos* b -\- sin* a sin* b) 
= sin a sin 6 cos y -\- 

-f- cos c[sin*a sin* 6 — cos a cos b (cos a cos b — cos c)], 

also, indem man nach der dritten Gleichung statt cos a cos & — cos c 106 
seinen Werth sin a sin 6 cos y setzt und die Klammer löst, 

= sin a sin & cos y -f- cos c sin* a sin* b — cos a cos b cos c sin a sin b cos y. 
Jetzt ist die ganze Gleichung durch sin a sin b theilbar und man erhalt 

8in*c cos a cos /J = cos y -f" sin a sin 6 cos c — cos a cos 6 cos c cos y. 

28* 
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Setzt man hierin wiederum statt cos a cos h seinen Werth cos c -f 
sin a sin & cos y, so wird der obige Ausdruck 

= cos y -f- sin a sin b cos c — cos* c cos y — sin a sin b cos c cos*y, 

also, indem man das erste und dritte , das zweite und vierte Glied zu- 
sammenfasst und die Formel 1 — cos^rr = sin^j; anwendet, 

= cos y sin* c + sin a sin 6 cos c sin* y. 

Diyidirt man diese Gleichung mit sin*c, so erhält man 

sin a sin 5 cos c sin* y 



COS a cos ß = cos y -\- 



sin'c 



Da endlich sin a sin 7^ : sin c = sin a und sin b siny : sin c = s\nß ist 
(nach 148), so erhält man 

* cos a cos ß = cos y -f- sin « sin /J cos c, 

was die verlangte Gleichung ist. 

150. Es ist 

cos a = cos ß cos y — sin /3 sin y cos a, 

cos ß = cos a cos y — sin a sin y cos 6, 

cos y = cos a cos ß — sin a sin ß cos c. 

Beweis, Aus der Formel 149* hat man 

cos y = cos a cos ß — sin a sin ß cos c, 

und hieraus gehen die übrigen Gleichungen durch Umänderung der 
Benennung hervor. 

151. Alle auf ein Dreikant sich beziehenden Gleichungen (sofern 
sie aus den Gnmdgleichungen Nr. 147 abgeleitet sind) bleiben be- 
stehen, wenn man statt der Seiten die entsprechenden Aussenwinkd) 
und umgekehrt statt dieser jene setzt (das heisst, statt der lateinische^ 
Buchstaben die entsprechenden griechischen und umgekehrt setzt). 

106 Beweis. Denn die Gleichungen 150 unterscheiden sich nur auf ^® 
angegebene Art von den Gleichungen 148; zu allen Formeln al^» 
welche sich aus den letzteren ableiten lassen, müssen sich aus cL^ 
ersteren die entsprechenden ableiten lassen, welche sich von jenen tM-^ 
durch Umwechselung der griechischen mit den lateinischen Buchstabe ^^ 
unterscheiden. 

Anmerkung. Diese einfache Beziehung hört auf, wenn man statt ^^^ 
Aussenwinkel die Innenwinkel einfahren wollte. In der Stereometrie kann di^^^^ 
Satz unmittelbar aus den Eigenschaften der sogenannten Polarecken abgeleE'^^ 
werden, woraus sich dann auch 149 und 150 unmittelbar ergeben. Aus ^-*'* 
bisher entwickelten Formeln kann man die Gleichungen für die Auflösung ei^^^ 
durch beliebige drei Stucke gegebenen Dreikantes ableiten. Doch ist noch ta^^^' 
eine in der Formel 148 vorhandene Unbestinmitheit aufzuheben. Wenn nämLi^^ 
nach dieser Formel eine der yier Grössen a, &, a, ß aus den drei übrigen gesnoli^ 
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werden soll , so giebt die Formel sin a : sin 5 = sin a : sin ß nur den sin. der ge- 
suchten Grösse, nnd da Supplementwinkel gleichen sin. haben, so kann man aus 
jener Gleichung nicht beurteilen, ob der spitze oder stumpfe Winkel zu wählen 
ist, oder ob beide der Gleichung genügen. Diese Unbestimmtheit wird durch 
den folgenden Satz beseitigt. 

152. Wenn sin a ^ sin 6, oder was (nach 148) dasselbe ist, 
sin cc ^ sin ß ist, so ist b allemal mit dem Innenwinkel ß' gleich- 
artig, das heisst, wenn 6 ein spitzer Winkel ist, so ist auch ß' ein 
spitzer u. s. w. 

Beweis. Aus der zweiten Formel 147 hat man 

^ cos a cos c — cos h 

COS p = -. ; — r • 

'^ Sin a Sin ' 

also da ß und ß' Supplementwinkel sind und also entgegengesetzten 

COS. haben, so ist 

* af cos b — cos a cos c 

* cos p = -. --i- 

^ sin a sin 

Wenn nun sin a ^ sin 6 ist, so ist auch 

sin^a ^ sin* 6, 

das heisst 

1 — cos* a ^ 1 — cos* 6, 
also 

cos* 6 ^ cos* a. 

Da nun der cosinus für Winkel, welche > 0^ und < 180^ sind, seinem 
positiven Werthe nach stets kleiner als 1 ist, so ist 

cos* a > cos* a cos* c. 

Beide Gleichheitszeichen gelten nur, wenn cos a = cos 6 = f ist; aber 107 
dann ist (nach *) auch cos ß' = 0, also b und ß' = 90®, also gleich- 
artig. In jedem andern Falle ergiebt sich 

cos* 6 > C08*a cos*c, das heisst > (cos a cos c)*; 

das heisst, der positive Werth von cos b ist grösser als der von cos a cos c, 
also ist cos b — cos a cos c gleich bezeichnet mit cos 2), also auch 
in dem obigen Ausdruck fQr cos ß' der Zähler gleich bezeichnet mit 
cos 6. Da nun der Nenner als Produkt der sinus zweier Winkel (die 
zwischen 0® und 180® liegen) stets positiv ist, so ist der ganze Bruch 
gleich bezeichnet mit cos &, das heisst cos ß' gleich bezeichnet mit 
cos b, also ß' mit b gleichartig. 

Anmerkung. Wenn also sina > sin 6, oder was dasselbe ist, sin« ^ sin p 
ist, 80 ist durch a, h^ a stets der Winkel ß genau bestimmt, und ebenso durch 
«, p, a die Seite h. Ist hingegen sin absind, oder anders ausgedrückt» 
sin a < sin p, so wird (wenn die Ecke überhaupt möglich bleibt) im ersten Falle (5, 
im zweiten b zweideutig, indem sie sowohl einen spitzen als einen stumpfen 
Werth haben können. 



Verzeichniss 

der wichtigsten Stellen, an denen die vorliegende Ausgabe 

von den Üriginaldnicken abweicht.*) 



I. Theorie der Centralen. 

S. 5, Z. 4 V. u. (264, Z. 13 v. u.): dz statt dx. — S. 7, Z. 8 v. u. 
(266, Z. 16): „w = s". — S. 8, Z. 9 (266, Z. 4 v. u.): „Grundzahl"* — 
S. 8, Z. 20 (267, Z. 9) fehlt tj. — S. 8, Z. 21 f. (267, Z. 10 f.): „statt 
PQ^ PS^ u. s. w. g, «1 u. s. w. gesetzt ist, worin". — *S. 8, Z. 12 v. u. 
(267, Z. 16): (ja statt q\ — S. 12, Z. 7, 8 (270, Z. 6, 5 v. u.): „mit 

•m 

a^n{— 1)"* multiplicirt hat" und F„ statt Fa. — S. 12, Z. 8 v. u. 
(271, Z. 8): „der harmonischen Mittel". — S. 15, Z. 1 v. u. (274, Z. U) 
steht im Nenner piSj statt PSi« — S. 18, Z. If. (276, Z. 7 f.): „wieder 

statt 1 — ^-, ^g' u. s. w. setzt." — S. 18, Z. 12 (276, Z. 12 v. u.): 

„für die einfachste Form". — S. 19, Z. 16 (277, Z. 10 v. u.). Das Zeichen*) 
steht im Originale hinter „hervorheben wollen". — S. 19, Z. 4 v. u. (277, 
Z. 3 V. u.) fehlt „dann". — S. 26, Z. 6 (374, Z. 12) „von" statt „vom^ 

— S. 26, Z. 3 V. u. (375, Z. 5): „dessen Classenanzahl". — S. 27, Z. 5 
(375, Z. 11): „Somit ist folglich die". — S. 27, Z. 23 (375, Z. 9 v. u.): 
„im (n— l)-ten Grade". — S. 29, Z. 12 v. u. (377, Z. 3 v. u.): „auf 
jeder derselben". — S. 30, Z. 16 (378, Z. 20) fehlt P. — S. 30, Z. 18, 20 

— S. 31, Z. 18 (379, Z. 23): „Somit ergiebt sich also". — S. 40, Z. 2 



V. u. (65, Z. 5 v. u.): „g? = — ". — S. 41, Z. 1, 4 (65, Z. 3, 1 v. n.): » 

statt //. — 8. 47, Z. 2 (72, Z. 4): „dass man statt ^^, (l ■— -?-) u. s.w. 
setzt, und dann". — S. 48, Z. 3 v. u. (73, Z. 2 v. u.): F statt Fa. — 

*) Die erste Seitenzahl bezieht sich immer auf die vorliegende Ausgabe, die 
in Klammem eingeschlossene auf den Originaldruck, dahinter steht, wenn nichts 
andres bemerkt ist, der Wortlaut der Originalausgabe. Die im Texte gemachten 
Zusätze zum Original werden hier nicht mit aufgeführt, da sie durch Einschh'essen 
in geschweifte Klammem { } kenntlich gemacht sind. Die Kopföberschriften 
der vorliegenden Ausgabe sind sämtlich neu. 
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IL Grundzüge zu einer rein geometrischen Theorie der 

Kurven. 

Die Eintheüung in Paragraphen ist neu. 

S. 50, Z. 4 (111, Z. 8 V. u.): „3 . (3 — 1)", von Grassmann selbst 
in einem Ezemplar des Originaldrucks verbessert. 

S. 51, Fig. 1. In dieser und in den folgenden Figuren haben wir 
feste Punkte durch gefüllte, bewegliche durch leere kleine Kreise, feste 
Gerade durch starke, bewegliche durch schwache Linien gekennzeichnet. In 
den Originalabhandlungen sind, soweit im Folgenden nichts anderes bemerkt 
wird, die Figuren auf Tafeln beigefügt. Wir haben sie durchgehend num- 
merirt und geben im Folgenden die Abweichungen in der Nummerirung an. 

S. 54, Z. 4 (115, Z. 14): „Verknüpfungsart". — S. 55, Z. 13 v. u. 
(116, Z. 5 V. u.): „dass dann der Punkt". — S. 56, Z. 16 v. u. (118, 
Z. l): „liegen", schon von Grassmann selbst handschriftlich verbessert. — 
S. 57, Z. 15 (118, Z. 18): „— a'c" statt „— cV. — S. 57, Z. 20 und 
auch später (118, Z. 23): „g?, %, t/;". — S. 57, Z. 22 (118, Z. 24): „wie" 
statt „dass". — S. 58, Z. 6 (119, Z. 8): „haben, dass dann". — S. 58, 
Z. 12, 21, 28 (119, Z. 14, 21, 28): „was den in dem Satze", „aus jenen 
Geraden", „u. s. w. Zuflucht" schon von Grassmann selbst handscbriftlich 
verbessert. — S. 61, Z. 2, 1 v. u. (122, Z. 3^^. u.): „das Gebilde ein n-ten 
Grades nennen". Grassmann selbst hat handschriftlich „unbestimmtes" hinzu- 
gefögt. — S. 63, Z. 2 V. u. (123, Z. 10 v. u.): „Kurven". — S. 64, Z. 3—7 
(123, Z. 6 — 2 V. u.) „DDjC^xtt, BB^cB, BB^cBa^, BB^cBa^B, 
B^Bc^B^aB^'' — S. 64, Z. 12 — 15 (124, Z. 2—4): „so fällt axB wieder 
in X zurück, xcBxB^c^ giebt die Linie cq und die Gleichung (13) redu- 
cirt sich auf c<\Bx(i^ = 0^ d. h. der Punkt cc^B liegt mit den Punkten 
X und ttj in gerader Linie; was, da rr in J? liegt, . . .". — S. 64, Z. 3 v. u. 
(124, Z. 2 V. u.): „nicht in BB^ Hegt". — S. 65, Z. 1 (124, Z. 14 v. u.): 
im Original steht richtig „c^ und c", hier leider verdruckt. — S. 65, Z. 10 
(124, Z. 7 V u.): „nicht in gerader Linie", schon von Grassmann selbst 
handschriftlich verbessert. — S. 66, Z. 8 (125, Z. 11 v. u.): „(icCc)". — 
S. 68, Z. 4 (127, Z. 11): „nmal", „nten". — S. 68, Z. 9 v. u. (127, Z. 1 
V. u.): „um welche". — S. 68, Z. 3 v. u. (128, Z. 5): „. . . ca; = 0". — 
S. 69, Z. 3 (128, Z. 9): „a . . . a„". — S. 71, Z. 17 v. u. (130, Z. 4 v. u.): 
„als Durchschnitt", von Grassmann selbst schon handschriftlich verbessert. 
— In Figur 9 des Originals (s. S. 63) steht d^ an der Stelle, wo die 
Verlängerung von ea^ die Gerade Dj trifft; in Figur 10 (S. 64) fehlen 
die Buchstaben B und B^. 



in. Ueber die Erzeugung der Kurven dritter Ordnung. 

Figur 14 u. 16 (hier verkleinert) tragen im Original die Nummern 
1 u. 2; Figur 15 ist neu hinzugefügt. In Fig. 14 ist a^ mit 5, vertauscht. 
— S. 75, Z. 2 (178, Z. 17): „a, ft, a^, V'- — S. 76, Z. 9 (179, Z. 17): 
„gleich xh und die dritte gleich xd\ was mit xft". — 
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IV. Der allgemeine Satz über die Erzeugung aller alge- 
braischer Kurven. 

Fig. 17 — 19, S. 81 — 83 tragen im Original die Nummern 1 — 3. — 
S. 81, Z. 3 V. u. (188, Z. 9, 8 v. u.): „die Parallele mit fta", „die Ab- 
scissen in /". — S. 82, Z. 23 f. (189, Z. 9 f.): dreimal „mit" statt „zu". 
S. 84, Z. 18 V. u. (191, Z. 9): „^" statt „y*. 

V. Die höhere Projektivität und Perspektivität in der Ebene. 

Die Paragrapheneintheilung ist neu. Die Figuren 20 — 22, S. 92, 
93, 97 tragen im Original die Nummern 4, 5, 6. — S. 87, Z. 2 f. (193, 
Z. 9 V. u.): „c" statt „C". — S. 87, Z. 13 v. u. (194, Z. 17): ,^B un- 
gleich". — S. 90, Z. 5 (196, Z. 14 v. u.): „der andere". — S. 94, Z. 12 
(199, Z. 1 V. u.): „Werth" statt „Strahl". — S. 94, Z. 18 (200, Z. 7): 
„Ci** statt „Cj". — S. 94, Z. 26 (200, Z. 14): „(9)" statt „(9 a)". — Z. 95, 
Z. 15 (200, Z. 1 V. u.): Im Origmale steht richtig „Z-4G^ = 0", hier 
leider verdruckt — S. 95, Z. 8 v. u. (201, Z. 13): „in A liegen". — 
S. 96, Z. 15 (201, Z. 5 v. u.): „indem xa nur Null wird für a; ^ a". — 
Z. 97, Z. 9, 7 V. u. (203, Z. 6, 8): „That geht dann die Formel (12)"; 
„welcher offenbar". 

VI. Die höhere Projektivität in der Ebene. 

Fig. 23, S. 105 trägt im Original die Nummer 7. — S. 100, Z. 7, 
8, 9, 12 (204, Z. 2, 1 v. u., 205, Z. 1, 3): A, B, C statt ^ = 0, u. s. w. 

— S. 100, Z. 11, 13 (205, Z. 2, 4): „a" statt „a". — S. 101, Z. 12f. 
(206, Z. 3 f.): „Kurvenreihe «-ter Klasse) und diesen w-ter Klasse, zu 
einander". — S. 102, Z. 1 f. (206, Z. 10 v. u.): „auf dem bekannten Satze". 

— S. 105, Fig. 23, im Original steht „Ci" statt „c". — S. 106, Z. 8, 7 
V. u. (211, Z. 4): „darstellt: dass dann". — S. 107, Z. 7 v. u. (212, 
Z. 1): „genüge". 

VII. Erzeugung der Kurven vierter Ordnung. 

Die Figuren 24, S. 110 bis 32, S. 130 tragen im Original die Num- 
mern 1—9. In Fig. 24: „Z/" statt „F", in Fig. 25 fehlen F, (p^), (p^), 
in Fig. 26 und 28 fehlt (p^), in Fig. 29 fehlt F, in Fig. 30 fehlt Z und 
die links unten liegende feste Gerade, in Fig. 32 fehlt F, — S. 109, Z. 1 
v. u. (1, Z. 10 V. u.): ,y* statt „F". — S. 110, Z. 4 v. u. (2, Z. 7): „von 
der Diagonale". — S. 111, Z. 13 v. u. (2, Z. 15 v. u.): „sich drehen". — 
S. 112, Z. 5 (3, Z. 3): „(S. 244 ff.)". — S. 113, Z. 19 (4, Z. 7): „äu8se^ 
sten Schenkel". — S. 113, Z. 2 v. u. (4, Z. 13 v. u.): ,yA.xJ' und „(6)** 
statt ,,AJ' und „(l)". — S. 114, Z. 13 v. u. (5, Z. 11): „a;5*' statt „5a;«. 

— S. 115, Z. 4 (5, Z. 14, 13 V. u.): „Linear-Faktoren". — S. 115, Z. 6 f. 
(5, Z. 11 V. u.): „in kleinere schliesst". — S. 115, Z. 13, 14, 15 (5, Z. 6, 
5, 4 V. u.): „/•/' statt ,,gf\ das letzte Mal fehlt: „= 0". — S. 116, 
Z. 1 — 6 (6, Z. 16 — 11 V. u.), da schon andere Formeln diese Nummern 
tragen, so sind später überall da, wo bei Verweisungen Zweifel entstehen 
könnten, die Seitenzahlen hinzugefügt worden. In den beiden letzten For- 
meln des Originals fehlt der Faktor C. — S. 116, Z. 12 f. (6, Z. 5, 4 
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. u.): „so wird es als . . . Punkte sich zeigen". — S. 116, Z. 20 (7, Z. 3): 
enthalte". — S. 116, Z. 21 (7, Z. 4): ,,AB&' statt „^^'. — S. 117, 
;. 16 (7, Z. 5 V. u.): „mache". — S. 117, Z. 7, 5 v. u. (8, Z. 13, 14): 
.dieselbe", „drücken" statt „dasselbe", „drückt". — S. 118, Z. 1 (8, Z. 19): 
Gleichung (d)". — S. 118, Z. 23 f. (9, Z. 3 f.): „folgt, dass die beiden Fak- 
oren xaBh^ und xh des ersten Products nur dann verschwinden, wenn x 
n a oder in l fällt". — S. 118, Z. 14, 13 v. u. (9, Z. 8f.): „in einer und 
lerselben Geraden", „(a;-B)" statt „(rr6)". — S. 118, Z. 7, 6 v. u. (9, Z. 14 f.): 
,wenn a und \\xiB fallen oder", „drei Fälle". — S. 119, Z. 6 (9, Z. 9 v. u.): 
)ie Worte: „oder B mit C zusammenfällt" fehlen. — S. 120, Z. 4 v. u. (ll, 
^. 14): „geht" statt „liegt". — S. 121 (11, Z. 10 v. u.): Nach den Formeln 
1) steht im Originale: „ist". — S. 122, Z. 12f. (12, Z. 20): ,,efCb^aB{efY. 

- S. 121, Z. 9 V. u., 122, Z. 6 v. u. (12, Z. 14, 5 v. u.): „Nach (§. 2.)". 

- S. 123, Z. 18 (13, Z. 8 V. u.): „= 0" fehlt. — S. 124, Z. 9 v. u. 
15, Z. 6): „(nach Fall 12)". — S. 125, Z. 12 (15, Z. 12 v. u.): „ist, 
la B^cf ist, (J". — S. 125, Z. 18 (15, Z. 6 v. u): „Es ist". — S. 125, 
5. 21 (15, Z. 4 V. u.): „(icc)" statt „(a:e)". — S. 126, Z. 11 v. u. (17, 
L 5): „5&I>" statt „ftsD". — S. 127, Z. 15 v. u. (17, Z. 2 v. u,): „muss 
lach (§. 4.) f mit". — S. 128, Z. 6 (18, Z. 17): „F= rdi-E^Äi)". ~ 
5. 128, Z. 1 (18, Z. 12): „c^ = 0" statt „cB = 0*)", entsprechend ist 
luch in den folgenden Formeln das Sternchen umgesetzt. — S. 128, Z. 22 

18, Z. 3 V. u.): „nach § 4". — S. 130, Z. 15 (20, Z. 18): „=" statt 
,=". — S. 131, Z. 19 (21, Z. 15): ,4iegt". — S. 132, Z. 10, 2 v. u. r22, 
Z. 13, 5 V. u.): „sei a;" statt „sei Ä"; „femer der". — S. 133, Z. If. (22, 
l. 3 V. u.): „verwandeln". — S. 134, Z. 12 v. u. (24, Z. 16 v. u.): „Gerade 
S: so ist". — S. 135, Z. 7 (25, Z. 1): „mit Xj". 

VIII. Allgemeiner Satz über die lineale Erzeugung aller 

algebraischen Oberflächen. 

S. 141, Z. 9 V. u. (6, Z. 7 V. u.): „die Summe des Products zweier". 

- S. 143, Z. 17 (8, Z. 14): „= 0" fehlt. — S. 143, Z. 8, 7 v. u. (8, Z. 6 
V. u.): „Punkte x, y^ z == a, 0, 0; 0, h, 0; 0, 0, c geht". — S. 143, Z. 5 
v. u. (8, Z. 4 v. u.): „und man legt". 

EL Grundsätze der stereometrischen Multiplikation. 

S. 151, Z. 1 (16, Z. 1): ,,ÄB und ^". — S. 152, Z. 17 f. (17, Z. 
16 — 14 v. u.): „Es sei dies das Product . . . weglässt und mit E". — 
S. 154, Z. li V. u. (19, Z. 3 V. u.): „u. s. w." fehlt. 

X. üeber die verschiedenen Arten der linealen Erzeugung 

algebraischer Oberflächen. 

S. 157, Z. 3 (22, Z. 5 v. u.): „a, x^' statt „a, er". — S. 158, Z. 6 
(23, Z. 2 V. u.): „der andern". — S. 160, Z. 1 v. u. (26, Z. 1 v. u.): 
„a._i" statt „a„_i". — S. 162, Z. 16 (28, Z. 17): „§ 2". — S. 162, Z. 22 
(28, Z. 14 v. u.): „S. 5" statt „S. 181". — S. 162, Z. 8, 5 v. u. (28, Z. 5, 3 
V. u.): ,v • • ö«? «'f« betrachtet, deren", „Angriflfspunkt". — S. 167, Z. 8 
(33, Z. 15): „also" statt „so". 



\ 
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XI. Die stereometrische Gleichung zweiten Grades. 

S. 172, Z. 5, 3 V. u. (39, Z. 16, 14 v. u.): .^pp^ . . . |)/; auch m 

Folgenden haben wir mehrfach, wenn es sich nicht um Produkte han^Hlelt, 
Kommata eingeschaltet. — S. 173, Z. 9 f., 12 (39, Z. 4, 2 v. u.): „in der 

Geraden"; ,,xÄB ... Ä„ = 0". — S. 174, Z. 9 (40, Z. 3 v. u.): „D»-- enn 
sagt". — S. 175, Z. 2 v. u. (42, Z. 9 v. u.): „in dieser Ebene". — S. 1 -77, 
Z. 23 (44, Z. 13): „§ 3^ — S. 177, Z. 1 v. u., 178, Z. 5 v. u., 179, 2Z=. 6 
(44, Z. 8 V. Q., 45, Z. 11, 3 v. u.): „conjugirt" statt „isolirt". 

XII. Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades. 

S. 180, Z. 14, 13 V. u. (47, Z. 10 f.): „in der zweiten Abhandlung (S 
reometrische Multiplikation § 5)". — S. 181, Z. 17 v. u. (48, Z. 12): 
Abh. 3. §. 3)". — S. 181, Z. 8 v. u. (48, Z. 20): „gerade oder unger ac^S e". 
— S. 181, Z. 1 V. u. (48, Z. 9 V. u.): „?R" statt „xSft". — S. 182, 7^^ 5 
(48, Z. 4 V. u.): „r = a?9»i, 5 = a;?Rg". — S. 182, Z. 7 v. u. (49, Z. 14 

V. u.): „(4)" statt „(2)". — S. 183, Z. 11 f. (50, Z. 4 f.): „die Fc=)rm 
r(r^8)a = an". — S. 183, Z. 13 (50, Z. 6): „r(riijCf)". — S. 1 83, 
Z. 23 (50, Z. 14): „r^aa" statt ,,ra^aa'\ — S. 184, Z. 11 (51, Z. 2): 

„1)^1-4". — S. 184, Z. 17 V. u. (51, Z. 13): „-4 = c". — S. 185, Z. 18 
(52, Z. 13): zweimal „^^" statt „=". — S. 185, Z. 5 v. u. (52, 7^ 7 
V. u.): „g? =". — S. 186, Z. 18 f., 24 (53, Z. 11 f., 17): „(4)" statt „(SBT-)"; 
„= 0" fehlt. — S. 187, Z. 6 v. u. (54, Z. 8 v. u.): „3Er cy&'. — S. 1 -^8, 
Z. 11, 8, 2 V. u., 189, Z. 2, 9, 10, 12, 15, 16, 17 (55, Z. 12, 10, 4 ^ 2 
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V. u., 56, Z. 6, 7, 9, 12, 13, 14): überall: „Og, aj, a/ statt „Ä^, A^, 

— S. 188, Z. 10 V. u. (55, Z. 11 v. u.): „Oj" statt „o^". — S. 189, Z. 17 
(56, Z. 14): „a^" statt „a". — S. 190, Z. 11 (57, Z. 7): „Durch z-«?vei 
Punkte, welche". — S. 192, Z. 10 (59, Z. 6): „(1)" fehlt. — S. 193, & -. 7 
(60, Z. 6): „gj" statt „^j". — S. 193, Z. 17 (60, Z. 16): „a?, xa^abßcr ^". 

— 195, Z. 15 V. u. (62, Z. 10 v. u.): „(nach §. 5, 8)". — S. 196, S. 8 
(63, Z. 12): „werde". 

XTTT. Sur les differents genres de multiplication. 

Die Eintheilung in Paragraphen ist neu. — S. 201, Z. 10 (124, Z- ^ 
V. u.): „de tmü&'. — S. 201, Z. 1 v. u. (125, Z. 12, 11 v. u.): „cite, et 
QU je . . . details; en suivant". — S. 205, ZU, 14, 18 (128, Z. 1 v. '^'^ 
129, Z. 3, 7): „= 0" fehlt. — S. 206, Z. 16 v. u. (130, Z. 11): a,,iUitij + 
"i2^^i = ^" — ^* 207, Z. 4 V. u. (131, Z. 9 V. u.): „w^Uj + t^^ti^ ==*= • 

— 8. 208, Z. 5 (131, Z. 3 v. u.): „aJ^V. — S. 209, Z. 2 (132, S -- ^ 
V. u.): „WjMj" statt „Wi^i". — S. 209, Z. 15 (133, Z. 9): „distinctes". " 
S. 209, Z. 1 V. u. (133, _Z. 6 v. u.): x^x^ + x^x^ = 0". — S. 210, Z -- ? 
(133, Z. 1 V. u.): „& = +". — S. 210, Z. 6 (134, Z. 1): „etant ega:* » 
zero", von Grassmann selbst handschriftlich verbessert. — S. 210, Z. ^^ 
(134, Z. 9): „+(a;6 — ^a)". — S. 210, Z. 16 (134, Z. 9): die Wor-;^- 
„o;* + 3/* etant egal a TuDite absolue" hat Grassmann selbst handschr^^' 
lieh hinzugefügt. — S. 211, Z. 2 (134, Z. 3 v. u.): Der Faktor 2 iek^^^ 

— S. 211, Z. 9 V. u. (135, Z. 11 V. u.): „etant egale a 1, il". — S. 2:^^, 
Z. 8, 9, 10 (136, Z. 6, 7, 8): Wir haben die runden Klammern um ^> 
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Nammem durch eckige ersetzt, entsprechend bei späteren Verweisungen. — 
S. 213, Z. 12 V. u. (137, Z. 13 v. u): ^0 = Hiii, = 11,11, = •• •-. — 
S. 214, Z, 16 f. (138, Z. 14 f.). Für (l), (^2) haben wir gesetzt [l*\ l2*J, 
ebenso bei sp&teren Verweisungen. 

XIV. Die lineale Erzeugung von Kurven dritter Ordnung. 

S. 218, Z. 7 f. (S. 254, Z. 4): 123 ff. u. 178 ff. statt 122 f. u. 177 f. 

— S. 224, Z. 9 (260, Z. 3): ^ und p wieder'^ — S. 225, Z. 7 (^261, 
Z. 1): „nach entge^mgeseUUr Seite". — S. 225, Z. 12 v. u. ^261, Z, 15 
V. u.): „mögen" statt „wenn". — S. 229, Z. 14 v. u. (265, Z, 12 v. u.): 
„schneiden". — Fig. 33, S. 229 steht im Originale auch im Text, aber 
ohne Nunmier, ebenso der Hinweis im Text. — S. 231, Z. 5 v. u. (268, Z, 1): 
„^" statt „x". — S. 232, Z. 2 (268, Z. 6): „liegt, zu" statt ,4iegt:". — 
S. 232, Z. 17, 16 V. u. (268, Z. 7 v. u.): „oder zu" statt „oder% ^cD^' statt 
y^dC", ^C{FBY statt ,^B{FCf. — S. 232, Z. 14 v. u. (268, Z. 5 
V. u.): ,rrcl>" statt „ardC". — S. 234, Z. 15 (270, Z. 17^: „c" statt „ &\ 

— S. 235, Z. 7 (271, Z. 11): „et statt „ciV'. — S. 235, Z. 12 (271, 
Z. 15): ^\Ckp''. — S. 236, Z. 7 (272, Z. 10) steht x statt des letzten 
Faktors k. — S. 236, Z. 10—16 (272, Z. 13—19): mehrmals „/y" und 
„r statt „^," und „Ä,". — S. 236, Z. 16 (272, Z. 19): „=" statt „=". 

— S. 237, Z. 3—5 (273, Z. 11—13): „und g^, 1, die Funkte, in welche 
sich xhB verwandelt, wenn man statt x beziehlich die Punkte g und i 
setzt, und wo a=:h^g^Cg{h^f)', ß ^ h^g^Ch{gjy\ — S. 237, Z, 20f. 
(273, Z. 6, 5 V. u.): „351" statt „369", „5, 44, 43" statt „11, 51, 48". 

— S. 237, Z. 8 V. u. (274, Z. 6): „(&)" statt „(/)". — S. 238, Z. 7, 10 
(274, Z. 17, 14 V. u.): „Strablenbüschel". 

XV. Verschiedene mathematische Bemerkungen. 
S. 241. Fig. 34 steht im Original auf Tafel I, als Fig. 1. 

XVI. Lösung der Gleichung a;^ + y* + jc' + ♦*' "" ^• 
S. 243, Z. 11 V. u. (50, Z. 11 V. u): „108" statt „— 108". 

XVn. Elementare Auflösung der allgemeinen Gleichung 

vierten Grades. 

8. 245, Z. 3 (94, Z. 20): „ + ". — S. 246, Z. 16 (96, Z. 3) st-eht im 
Originale richtig „a^" statt „a^", hier leider verdruckt — 8. 216, Z, 7 

V. u. (96, Z. 8 V. u.): „e" statt „]/c". 

XVIII. Zur Theorie der Kurven dritter Ordnung. 

8. 248, Z. 12 (507, Z. 15f.) „einfachen festen Punkt". — S. 249, Z. 3 
V. u. (509, Z. 4 v. u.): „allgemeineren Fall". 

XIX. lieber zusammengehörige Polo. 

8. 250, Z. 8 v. u. (568, Z. 8): „verbundenen". - S. 251, /. V\ 21, :U) 
(568, Z. 3 V. u., 569, Z. 10, 20): „Z^, /„ ^" statt „f^ r„ fj". - S. 251, 
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Z. 13 (568, Z. 3 V. u.): „und man bildet". — S. 252, Z. 18 v. n. (571, 
Z. 7): „a/ statt „a„". — S. 253, Z. 13 (572, Z. 12): „wie" statt „wo^ 

— S. 253, Z. 6 V. u. (573, Z. 3): „rc mit (f". — S. 254, Z. 5, 4 v. u. 
(574, Z. 10 V. u.): „zusammengehörigen". 

XX. Die neuere Algebra und die Ausdehnungslehre. 

S. 257, Z. 16 (539, Z. 11). Hier wie auch später sind die äusseren 
Produkte im Originale in runde Klammem eingeschlossen statt in eckige. 

— S. 258, Z. 7 V. u. (540, Z. 16 v. u.): „28" statt „33". — S. 259, Z. 1 
V. u. (541, Z. 16 V. u.): „ein linearer Complex". — S. 260, Z. 13 (541, 
Z. 3_v. u.): ,,{ax) statt „[:ra]". — S. 264, Z. 4, 10 (545, Z. 16, 22): 
„2;-!-". — S. 264, Z. 5 V. u. (546, Z. 5): „(äa;)" statt „[a;ä]". — S. 266, 
Z. 11 V. u. (547, Z. 7 V. u.): „ax"" fehlt. — S. 267, Z. 8 (548, Z. 12): 
„95 + 4g)jg?3" und: ,,1^9)2^ + ^^9>s^''' — 267, Z. 10 (548, Z. 14): 
„C5 ^c^c^ . 

XXI. Der Ort der Hamiltonschen Quaternionen in der 

Ausdehnungslehre. 

S. 271, Z. 2 (377, Z. 15 v. u.): „| [«16263 + <^2^^ + "s^^al" "~ 
S. 271, Z. 8 (377, Z. 9 v. u.). Die Nummer (4b) ist neu hinzugefügt. — 
S. 271, Z. 7 V. u. — S. 272, Z. 10 (378, Z. 15—24). Bei den Aus- 
drücken (c^e,) Cp (6<c,) c^ u. s. w. fehlen im Original überall die Klammem. 

— S. 272, Z. 4 V. u. (379, Z. 8): ,,aß — \[_a\bf, — S. 275, Z. 10 

(381, Z. 8): , A = ^-orV« "• ~ ^- ^'^^' ^' ^^ (^^^' ^- ^^)' "'^« ^^ 
/?s = 0". — S. 276 ff. (382, ff): Die Gleichungsnummem (8) bis (30) sind 
neu hinzugefügt, dementsprechend auch die Verweisungen im Texte. — 
S. 278, Z. 3 V. u. (384, Z. 14): „(«^ 30, % 262)". — S. 279, Z. 13 f. 
(384, Z. 15 V. u.): „und ebenso sei &' auf c, a, a auf ft, c senkrecht". — 

— S. 279, Z. 19 (384, Z. 10, 9 v. u.): „Um nun die". — S. 280, Z. 12 f. 
(385, Z. 18—21): 

\b'bc] = sin a cos /, [c'ca] = sin ß cos a', [a aft] = sin y cos /f 

[c'6c] = sin cf cos ß^ u. s. w. 

[ft&'c'] = sin a cos y, [ccV] = sin j5' cos a, [aa'ft'] = sin / cos ß 

[c^V] = sin cf'cos ß" u. s. w. 

S. 280, Z. 18 f. (385, Z. 13 v. u.): „da [bbc], [cbcf, 

XXII. Verwendung der Ausdehnungslehre für die allgemeine 

Theorie der Polaren. 

S. 284, Z. 11 V. u. (274, Z. 18 v. u.): „158" statt „358". — 8. 287, 
Z. 10 V. u. (277, Z. 14 V. u.): „die sämmtlich möglichen". — S. 288, Z. 12 
V. u. (278, Z. 16 V. u.): „= 0" fehlt. — S. 289, Z. 11, 21 (279, Z. 2, 11): 
„«(">" und „e"-!" statt „«<'»>" und «p^". — S. 291, Z. 15 (281, Z. 6): 
„dass von q jener". — S. 293, Z. 9 v. u. (283, Z. 13): „dass man den v 
Einheiten". 



Abweichnngen der yorliegenden Ausgabe von den Originalen. 365 

XXTIL Stücke aus dem Lehrbuche der Arithmetik. 

Das Original enthält YIU und 221 Seiten 8^ und ist eingetheilt in 
26 Paragraphen und 473 Nummern. Die hier nicht mit abgedruckten 
Paragraphen sind: 

Nr. Nr. 

§ 8. Proportionen 156 § 15. Logarithmen 280 

§ 9. Gleichungen ersten Grades 172 § 16. Uebersicht über die drei 

§10. Potenzen mit ganzen Ex- Rechnungsstufen . . . 295 

ponenten 186 § 17. Unendliche Reihen. . . 303 

§11. Potenzreihe, Sjstemzahl 207 § 18. Potenz einer Summe. . 311 

§12. Zahlvergleichung bei Po- § 19. Logarithmus einer Summe 339 

tenzen 230 § 20. Arithmetische Reihen. . 346 

§13. Radiciren 248 § 21. Geometrische Reihen . . 368 

§ 14. Quadratische Gleichungen 268 § 22. Zins- und Rentenrechnung 387 

Anhang. 

§ 23. Kombinationslehre . . . 393 § 25. Höhere Gleichungen . . 440 

§ 24. Imaginäre Grössen . . . 414 § 26. Kettenbrüche 459 



S. 301, Z. 16 (4, Z. 10): „a = 6 + c H &'.— &. 304, Z. 11, 13 

(7, Z. 16): „11" statt „17", Z. 13 fehlt im Originale. — S. 310, Z. 14 
(13, Z. 11 V. u.): „34" statt „37". — S. 312, Z. 1 v. u. (16, Z. 16): 
„a — c-l-6 — e? + e". — S. 313, Z. 12 (16, Z. 10 v. u.): „19" statt 
„29". — S. 315, Z. 14 V. u. (19, Z. 18): „ft" statt „jS**. — S. 315, Z. 11 
V. u. (19, Z. 21): „55" statt „56". — S. 318, Z. 11 v. o., 10 v. u. (22, 
Z. 2, 19): „58" statt „66". — S. 319, Z. 9, 8 v. u. (23, Z. 20, 21): „46" 
statt „52". — S. 321, Z. 14, 18 (25, Z. 6, 10): „68, 69" statt „68b, 
69b". — S. 322, Z. 8 v. u., 323, Z. 1 (26, Z. 20, 11 v. u.): „76" statt 
„77". — S. 323, Z. 10 (26, Z. 2 v. u.): „77" statt „78". — S. 323, Z. 6, 4 
V. u. (27, Z. 12, 10 V. u.): „77, 76" statt „80, 79". — S. 325, Z. 15 v. u. 
(29, Z. 20): „Zahl ß so gut, so gilt". — S. 326, Z. 9 (30, Z. 10): „(nach 
28)". — S. 326, Z. 7 v. u. (30, Z. 2 v. u.): „für die nächstfolgenden". — 
S. 327, Z. 11 (31, Z. 17): „das null ist" fehlt im Originale. — S. 328, 
Z. 11 (32, Z. 19): „(nach 67)". — S. 328, Z. 16 v. u. (32, Z. 5. v. u.): 
„29" statt „67 b. — S. 328, Z. 9 v. u. (33, Z. 4): „a > 0" fehlt im Originale. 
— S. 329, Z. 3 (33, Z. 15): „a/Sy > a'/T/". — S. 329, Z. 15 (33, Z. 10 
V. u.^: „= a . 1" fehlt im Originale. — S. 329, Z. 16, 18 (33, Z. 9, 7 
V. u.): „d. h. a geht in 1 auf (nämlich a-mal)", „die in eine andere b auf- 
geht". — S. 329, Z. 10—8 V. u. (34, Z. 4—6): „also müsste x>l. 
Dann". — S. 331, Z. 13 v. u. (36, Z. 9): „heisst ihr gemeinschaft- 
liches Maass. Zwei Zahlen". — S. 332, Z. 8 (36, Z. 9 v. u.): „auch in 
die Summe". — S. 333, Z. 21 f. (38, Z. 16): „eine grössere Zahl in eine 
kleinere". — S. 333, Z. 15, 14 v. u. (38, Z. 17, 16 v. u.): „nach 109", „in 
a und b aufgehe". — S. 334, Z. 11, 14, 17 (39, Z. 13, 17, 20): „(nach 
98)". — S. 336, Z. 7 (41, Z. 17): „ft = am". — S. 336, Z. 15 (41, Z. 9 
V. u.): „108" statt „121". — S. 336, Z. 24 f. (42, Z. 4): „gemeinschaft- 
liche Maass". — S. 338, Z. 4 (43, Z. 8, v. u.): ,y* statt „a;". — S. 338, 
Z. 6 V. u. (44, Z. 10 V. u.): „115" statt „128". — S. 340, Z. 3 (46, Z. 5): 
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,r statt „^'. — S. 341, Z. 2 (47, Z. 2): „ J^ : y = ^ : ^". - 

Z. 5 V. u. (48, Z. 2 V. u.): „136" statt „136b". — S. 344, Z. 3 (50, Z. 
„e'(alS^)". — S. 345, Z. 9 (51, Z. 11 v. u.), „a'' statt „a". 

XXrV. Stücke aus dem Lehrbuche der Trigonometrie. 

Das Original enthält VII und 115 Seiten 8® und seine 8 ParagrapLisaen 
sind in 166 Nummern cingetheilt. Die Figuren, 50 an der Zahl, sS^ sd 
im Texte. 

S. 352, Z. 14 (101, Z. 6): „der Ecken". — S. 357, Z. 16 v. u. (1CZJ7, 
Z. 1): „also b und |3". 



Anmerkungen 

zu den Abhandlungen über Geometrie und Analysis. 



I. Theorie der Centralen. 
Grelles Journal Bd. 24, 25 (1842, 43). 

Die §§ 1 — 7 der vorliegenden Abhandlung enthalten eine nach heutigen 
p:iffen freilich recht schwerfällige Darstellung der Polarentheorie, die 
assmann, mit Bobillier's Abhandlung vom Jahre 1827 unbekannt, selb- 
adig entwickelt und durch die von ihm zur Definition der Polaren be- 
zten metrischen Eigenschaften erweitert hat. — Man vergleiche die 
teraturangaben in Baltzer's Analytischer Geometrie (Leipzig, 1882, 
1:3, Nr. 15—17). 

Auffallend ist, dass in dieser Schrift, die in der Zeit zwischen 1840 
r Jahreszahl von Grassmanns Prüfungsarbeit über Ebbe und Flut) und 
44 erschienen ist, sich weder eine Andeutung von Grassmanns eigen- 
jnlichen Methoden findet, noch auch nur homogene Coordinaten zur Ver- 
adung kommen, deren Gebrauch eine grosse Erleichterung geboten haben 
rde. 

In § 8 verfällt Grassmann in einen Irrthum, dem bekanntlich auch 
einer nicht entgangen ist: Er glaubt, dass eine Mannigfaltigkeit gerader 
lien, die durch jeden Punkt einen Kegel schickt, von den Tangenten einer 
iche (oder den Secanten einer Curve) gebildet werden müsse. In der 
sdehnungslehre von 1844 (Aj, § 118; Bd. I, 1, S. 195 dieser Ausgabe) 
•icht er gleichwohl von „eigen thümlichen, bisher nicht beachteten Ge- 
den", die er in der vorliegenden Abhandlung untersucht haben will, 
fenbar hat er dabei diese Arbeit selbst nicht vor Augen gehabt und hat 
meint, dass das, was ihm später eingefallen war, dort schon zu finden 

Die „eigenthümlichen Gebilde" sind natürlich die Liniencomplexe, deren 
gemeinen Begriff Grassmann 1844 besessen haben muss. Den von Grass- 
ann später (1877, s. ebenda, zweite Anmerkung) erhobenen Anspruch, 
ise Gebilde in die Wissenschaft eingeführt zu haben, können wir gleich- 
>hl nicht für berechtigt halten. Denn das Citat, auf das er selbst diesen 
ispruch gründet, ist, wie gesagt, unzutreffend, und die angeführte Stelle 
der A^ ist doch zu unbestimmt gehalten, um für sich allein betrachtet 
len solchen Anspruch rechtfertigen zu können. 

Einer Kritik von Einzelheiten glauben wir uns entschlagen zu dürfen, 
Grassmanns Beweis verfahren ein methodisches Interesse nicht bietet. 
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S. 5. Die sonst übliche und auch wohl zweckmässigere Ausdrucks- 
weise ist ,^olare eines Punktes in Bezug auf einen Eegelschnitt'^ 

S. 32 u. ff. Nach der von Clebsch (Math. Ann. Bd. 11, S. 1) ein- 
gefElhrten und später auch von Grassmann angenommenen Bezeichnungsart 
kann jeder Linien complex «-ten Grades, wenn n > 1, auf zwei Arten sym- 
bolisch dargestellt werden durch eine Gleichung, deren linke Seite die auf 
die fi-te Potenz erhobene linke Seite der Gleichung eines speciellen linearen 
Complexes ist. 

Wir verstehen unter a;|, j/,, . . . (i = . . . 3) homogene Coordinaten von 
Punkten, und unter w,, v^, . . . solche von Ebenen, und wir bezeichnen 
Symbole, die mit den ersten cogredient sind, mit p-^ p^\ und solche, die 
mit den Ebenencoordinaten cogredient sind, mit a,-, a/. Schreiben wir sodann 

(ux) für £x^Ui (i = . . . 3), 

und z. B. {ppxy) för die Determinante {p^PiO^y^lt so lauten die frag- 
lichen Gleichimgsformen 

{ppxyY = 0, (aauvY = 0. 

Zwischen den Symbolen beider Arten kann dabei eine Abhängigkeit 
angenonunen werden, die in irgend einer der folgenden mit einander äqui- 
valenten Gleichungen ihren Ausdruck findet: 

{pp'xy) = (ax) {ay) — (ay) {ax\ 

(aauv) = (up) {vp') — {up) {vp\ 

Danach kann die ganze Polarentheorie der Curven oder Flächen ohne 
Weiteres auf Liniencomplexe übertragen werden. Zu einem Liniencomplex 
w-ten Grades (m ^ n) 

{qqxyY = oder (hVuvY = 

gehört z. B. als Polare in Bezug auf den Complex n-ten Grades ein 
Complex (« — m)-ten Grades, der u. A. durch irgend eine der folgenden 
Gleichungen dargestellt werden kann: 

{ppqc^yipp'xyY'"^ = 0, 

{aahl>y{aauvy-'^ = 0, 
[{hp) (b'p') - {hp') {bp)]«^(ppxyY'-^ = 0, 
[(aq) {aq) — (aq) (ag)}'»(aawi;)"-"» == 0. 

Reducirt sich der Complex m-ten Grades auf das m-fach zählende 
Secantensystem einer geraden Linie, so entsteht ein auch als „m-te Polare** 
dieser Geraden in Bezug auf den Complex n-ten Grades zu bezeichnender 
Complex (n — ni)-ten Grades. — Die Analogie dieser Polarentheorie der 
Liniencomplexe zu der Polarentheorie der Flächen z. B. tritt noch mehr in 
Evidenz, wenn man die Liniencoordinaten einer Geraden, oder die Coordi- 
naten eines linearen Complexes als Coordinaten in einem Gebiete sechster 
Stufe (in einem Raum von fünf Dimensionen) deutet, und es zeigt sich 
dann auch, worin sich diese von Grassmann geahnte Polarentheorie der 
Complexe von der der Flächen wesentlich unterscheidet. Es werden nämlich 
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die Plücke raschen Coordinaten X^J^ gleichzeitig als Coordinaten eines Panktes, 
eines Gebietes erster Stufe, 

und als Coordinaten eines Gebietes fünfter Stufe 

C/j = X23, C/j = «31, C/3 = Xi2> 
^4 =^ *0H ^6 ^^^ ^02' ^6 =^ *(» 

aufgefasst werden können, die als Pol und Polare einander zugeordnet sind 
in Bezug auf die quadratische Mannigfaltigkeit 

= 3^0x3:23 "T Xq^x^i -f- Xq^Xi^ = 0, 

die die Plückersche Identität zwischen Liniencoordinaten darstellt. Die 
Gleichung n-ten Grades 

V == { (PoPi—PiPol 3E23 + (PoPi^PiPo) X31 + (PoPs^PsPb) X« + 

+ (PiPt—PiPi) 3foi + (PtiPi—PiPs) *M + (PiPi—PiPi) iw } " = ^ 

stellt daher gleichzeitig zwei verschiedene algebraische Mannigfaltigkeiten 
im Räume von fftnf Dimensionen dar, eine Mannigfaltigkeit «-ter Ordnung 
— analog den Flächen «-ter Ordnung — und eine Mannigfaltigkeit n-ter 
Classe — analog den Flächen «-ter Classe — die beide durch die mit der 
quadratischen Mannigfaltigkeit 0=0 verbundene Korrelation einander 
zugeordnet sind. Diese Mannigfaltigkeiten sind aber beide von specieller 
Hescbaffenheit jedesmal, wenn ti > 1 ist. Es ist nämlich die Mannigfaltig- 
keit 2. Classe = oder 

a. polar zu der Mannigfaltigkeit n-ter Ordnung 'F=(), und ebenso die 
Mannigfaltigkeit 2. Ordnung = oder 

a.polar zu der Mannigfaltigkeit w-ter Classe 'ff=0.*) Bildet man die 
Polare eines Complexes w-ten Grades in Bezug auf einen Complcx «-ten 
Grades, so wird der Complex w-ten Grades als eine Mannigfaltigkeit w-ter 
Classe im Gebiet sechster Stufe aufgefasst, und gleichzeitig der Complex 
n-ten Grades als eine Mannigfaltigkeit n-ter Ordnung, oder umgekehrt, mit 
Vertauschung der Begriffe Classe und Ordnung. Die Polare ist dann ebenso 
eine Mannigfaltigkeit (n — ni)-ter Ordnung oder Classe; und zu dieser ist 
die Mannigfaltigkeit = wiederum apolar, jedesmal, wenn n — m>l ist. 
Es bestehen also in der That Analogien zwischen der Polarenthcorie 
der Flächen und der Polarentheorie der Liniencomplexe n-ten Grades, die 
an Stelle der Grassmann sehen „Flächen n-ter Reihe*' zu setzen sind; aber 
diese Analogien sind nicht ganz so beschaffen, wie Grassmann es ange- 
nommen hatte. Es treten die geschilderten besonderen Verhältnisse ein, 
deren Folge einmal das Zusanmienfliessen der Begriffe Classe und Ordnung 

•) Lei^. Ber. 1890, 8. 178 u. ff. 

Grftssniftnn, Werke 11. 24 
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in den einen Begriff des Grades, sodann die singulare Stellung der Linien- 
complexe ersten Grades ist, deren Begriff, wie der des allgemeinen Linien- 
complexes überhaupt, bei Grassmann vollständig fehlt. 

Lassen wir, dem Gedankengange Grassmann 's folgend, in der Glei- 
chung der w-ten Polare einer Geraden xx in Bezug auf den Complex 
{fiPVvY = 0, also etwa in der Gleichung 

{fipxxYippyyy-'^^O 

die Punkte x und y zusanmienf allen, so ergiebt sich, bei Anwendung von 
Clebsch's üebertragungsprincip, der Satz: 

„Konstruirt man die w-te Polare einer Geraden in Bezug auf den 
Complexkegel irgend eines ihrer Punkte, so erhält man den zu diesem 
Punkte gehörigen Complexkegel des w-ten Polarcomplexes jener Geraden." 

Im Falle m = n — 1 erhält man als ,4etzte Polare" — oder, nach 
Grassmanns Ausdrucks weise — als „Centrale" einer Geraden xx einen 
linearen Complex, und damit ein allgemeines oder ausgeartetes — unter 
umständen auch ganz unbestumntes — Möbius'sches Nullsystem. Durch 
dieses Nullsystem wird nun der Geraden xx eine gewisse andere Gerade 
!§' zugeordnet, die unter (leicht anzugebenden) Umständen natürlich eben- 
falls unbestinmii^ werden kann; imd diese Gerade kann, in einem anderen 
Sinne als der besprochene Liniencomplex, gleichfalls als ein Analogon zur 
letzten Polare oder „Centrale" eines Punktes in Bezug auf eine Fläche n-ter 
Ordnung angesehen werden. Sie ist nämlich 

1) Ort der Polarebenen (der letzten Polaren) der gegebenen Geraden 
in Bezug auf alle von deren Punkten ausgehenden Complexkegel; 

2) Ort der Pole (der letzten Polaren) der gegebenen Geraden in Bezug 
auf alle in deren Ebenen enthaltenen Complexcurven. 

Ist der gegebene Complex der Tangentencomplex einer Fläche 2. Grades, 
sagen wir etwa einer Fläche 2. Ordnimg und 2. Classe, so artet der Polar- 
complex der Geraden xx stets aus, und er besteht dann, wenn xx' nicht 
gerade selbst Tangente der Fläche ist, aus dem Secantensystem eben der 
von uns mit |^ bezeichneten Geraden. Diese aber ist identisch mit der 
Polaren der Geraden xx in Bezug auf die Fläche selbst. Die Begriffe 
„Polare einer Geraden in Bezug auf eine Fläche zweiten Grades" und 
„Polare einer Geraden in Bezug auf deren Tangentencomplex" decken ein- 
ander also in ziemlich weitem Umfang. 

S. 46. Die Zeichen o, b, . . . in der Formel (A) bedeuten dieselben 
Grössen, die nachher a', b', . . . genannt werden. Sie sind nicht zu ver- 
wechseln mit den in den Formeln (B) imd (C) ebenso bezeichneten Grössen. 

n. Grundzüge zu einer rein geometrischen Theorie der 
Kurven, mit Anwendung einer rein geometrischen Analyse. 

Crelles Journal Bd. 31 (1846). 

In seiner ersten Ausdehnungslehre (§ 145 — 148, Ges. Werke I, 1, 
S. 245 — 248) hat Grassmann einen allgemeinen Satz über die Erzeugung 
der algebraischen Kurven imd Flächen aufgestellt, der dort als Ausfluss 
aus den in der Ausdehnungslehre entwickelten Methoden erscheint. Dem 
Bedürfniss, Beweis und Inhalt dieses an sich wichtigen Satzes unabhängig 
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von der Eenntniss der Ausdehnungslehre verständlich za machen, trug 
Grassmann dadurch Rechnung, dass er in einer Reihe von Arbeiten in 
Crelles Journal jenen „Hauptsatz ^\ wie er ihn nannte, für die ebenen 
algebraischen Kurven und für die algebraischen Flächen von neuem ent- 
wickelte und insbesondere auf die Erzeugung der ebenen Kurven zweiter, 
dritter und vierter Ordnung und von algebraischen Flächen zweiter und 
dritter Ordnung anwandte. Da die vorliegende Abhandlung II die Reihe 
dieser Arbeiten eröffnet, sind hier einige orientirende Bemerkungen 
über alle diese zusammengehörigen Arbeiten am Platze. Es han- 
delt sich um die Arbeiten in diesem Bande, die mit den Nunmiem 11 bis 
Xn, XrV und XVill versehen sind. 

Der von Grassmann aufgestellte „Hauptsatz" für die ebenen alge- 
braischen Kurven zerföllt in zwei Theile. Der erste Theil lautet, vgl. S. 50: 

„Wenn die Lage eines beweglichen Punktes x in der Ebene dadurch 
beschränkt ist, dass ein Punkt und eine Gerade, welche durch Konstruktionen 
vermittels des Lineals aus jenem Punkte x und einer Reihe fester Punkte 
und Geraden hervorgehen, zusammenliegen sollen (das heisst: der Punkt in 
der Geraden liegen soll), so beschreibt der Punkt x ein algebraisches 
Punktgebilde und zwar vom «-ten Grade, wenn bei jenen Konstruktionen 
der bewegliche Punkt n-mal angewandt ist." 

Der zweite Theil ist die ümkehrung (S. 81): 

dass „jede algebraische Kurve auf die in dem { vorigen } Satze ange- 
gebene Weise erzeugt werden kann." 

Grassmann nennt diese Erzeugungsweise der ebenen algebraischen 
Kurven lineal. Zur Vermeidung von Miss Verständnissen heben wir hervor, 
dass er damit durchaus nicht sagen will, die ebenen algebraischen Kurven 
seien etwa punktweise mittels des Lineals konstruirbar. Kein Wort bei 
Grassmann berechtigt dazu, ihm diese Ansicht unterzuschieben. Man kann 
sagen, dass die Kurven nach Grassmann mittels eines solchen Mechanis- 
mus konstruirt werden können, der aus starren Stangen (Linealen) besteht, 
die so an einander geknüpft sind, dass die Verbindungsstellen jedesmal 
längs aller zusammengeknüpften Stangen in Scharniren beweglich sind. Zu 
diesem beweglichen Mechanismus treten feste Punkte (Stifte) und Stangen hinzu. 

Der „Hauptsatz" flir die algebraischen Flächen lautet in seinem ersten 
Theüe (S. 136): 

„Wenn die Lage eines Punktes x im Räume dadurch beschränkt ist, 
dass zwei gerade Linien, welche durch lineale Konstruktionen aus x imd 
einer Reihe fester Elemente {Punkte, Geraden, Ebenen} hervorgehen, in der- 
selben Ebene liegen sollen, so ist der Ort von x eine algebraische Ober- 
fläche, und zwar ist sie ein Gebilde «-ten Grades, wenn bei jenen Kon- 
struktionen X im Ganzen n-mal angewendet ist." 

Der zweite Theü lautet (S. 137): 

„Umgekehrt lässt sich jede algebraische Oberfläche auf die angegebene 
Weise erzeugen." 

Grassmann hebt auch hervor, dass die zu den Hauptsätzen duali- 
stischen Sätze gelten (siehe z. B. S. 58 und S. 136). 

Nunmehr skizziren wir kurz den Lihalt der oben genannten Arbeiten: 

Abhandlung 11 (1846) entwickelt den Begriff der planimetri- 
schen Multiplikation, d. h. der Multiplikation von Punkten und Geraden 

24* 
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in der Ebene, beweist den ersten Theil des Hauptsatzes für ebene 
algebraische Kurven und erläutert ihn durch Anwendungen auf Kurven 
zweiter, dritter und w-ter Ordnung. 

Abhandlung III (1848). Veranlasst durch einen Ausspruch Plückers 
nimmt Grassmann hier die in Abb. II gegebenen linealen Konstruktionen 
der ebenen Kurven dritter Ordnung wieder auf und zeigt, dass sich jede 
derartige Kurve vermöge linealer Konstruktion erzeugen lässt. Hier wird 
also der zweite Theil des Hauptsatzes für ebene Kurven dritter 
Ordnung bewiesen. 

Abhandlung IV (l85l) enthält den Beweis des zweiten Theiles 
des Hauptsatzes für ebene algebraische Kurven von beliebiger 
Ordnung. Es wird gezeigt, wie man aus einer vorgelegten Kurvenglei- 
chung in gewöhnlichen recht- oder schiefwinkligen Koordinaten stets eine 
lineale Erzeugimgsweise der Kurve ableiten kann. Zum Schluss wird der 
Begriff der Verkettung ebener offener Figuren aufgestellt und bei 
einigen schon früher gegebenen linealen Konstruktionen der Kurven zweiter, 
dritter und vierter Ordnung angewendet. 

Abhandlung V (1851). Während Grassmann, wohl um nicht von 
dem Lesen seiner Arbeiten abzuschrecken, in Abb. II bis IV nur den Be- 
griff der planimetrischen Multiplikation benutzt, dagegen die methodische 
Anwendung der Gesetze dieses Kalküls durch geometrische üeber- 
legungen ersetzt hat, entwickelt er hier zunächst die einfachen Gesetze des 
Kalküls. Die Betrachtung planimetrischer Produkte mit veränderlichen 
Faktoren führt ihn alsdann zum Begriff der höheren Projektivität, 
den man kurz so charakterisiren kann: An die Stelle projektiver Strahlen- 
büschel treten einander zugeordnete Büschel von Kurven höherer Ordnung. 
Auf diese und die folgende Arbeit gründet sich, wie wir an der betreffenden 
Stelle ausführen werden, ein Piioritätsanspruch zu Gunsten Grassmanns 
gegenüber Chasles und de Jonqui^res. 

Abhandlung VI (1851) folgt in Grelles Journal unmittelbar auf die 
vorhergehende und stellt die höhere Projektivität in der Ebene mittels der 
P lücker sehen Methode der abgekürzten Bezeichung dar. 

Abhandlung VII (1852). Die Fruchtbarkeit seines Hauptsatzes für 
die Theorie der ebenen algebraischen Kurven beleuchtet Grassmann hier 
insbesondere im Falle der Kurven vierter Ordnung. Mehrere lineale 
Konstruktionen dieser Kurven werden sehr gründlich erörtert; schliesslich 
wird gezeigt, wie man jede vorgelegte Kurve vierter Ordnung in der Ebene 
durch eine derartige Konstruktion erzeugen kann. Diese Abhandlung dürfte 
besonders geeignet sein, in die Art der Anwendung der planimetrischen 
Multiplikation einzuführen und deren Tragweite erkennen zu lassen. 

Abhandlung VIII (1855). Hier wird nach einander der erste und. 
der zweite Theil des Hauptsatzes für algebraische Flächen bewiesen. 

Abhandlung IX (1855). In der unmittelbar vorhergehenden Arbeit ^"'^ 
hat Grassmann offenbar absichtlich vermieden, den Begriff der stereo- 
metrischen Multiplikation zu benutzen. Er führt ihn jetzt ein un< 
entwickelt die Gesetze des Rechnens mit Punkten, Geraden und Ebenen. 
Schliesslich spricht er den Hauptsatz für algebraische Flächen unter Be- 
nutzung dieser Symbolik aus. 

Abhandlung X (1855), die wieder auf die vorhergehende in Grelle 
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fouTDal unmittelbar folgt, giebt zuerst nochmals kurz die Gesetze der 
tereometrischen Multiplikation and darauf eine ausführliche Analyse der 
verschiedenen Gattungen von linealen Konstruktionen im Baume und ihrer 
Anwendung auf algebraische Flächen. Dabei wird der Begriff der Ver- 
:ettung offener Figuren im Räume eingeführt. 

Abhandlung XI (1855) folgt in Grelles Journal wieder unmittelbar 
.uf Abb. X und enthält die lineale Erzeugung aller geradlinigen Flächen 
weiter Ordnung. 

Abhandlung XII (1855) schlies^ sich hieran unmittelbar an und 
^iebt lineale Erzeugungen von Flächen dritter Ordnung, insbesondere 
.uch deren Erzeugung als Durchschnitt dreier projektiver Ebenen- 
»üschel. Es wird endlich gezeigt, dass jede Fläche dritter Ordnung, die 
aindestens vier Gerade enthält, auf die letzte Weise gewonnen werden kann. 

Abhandlung XIV (1856) wurde veranlasst durch die Behauptung 
Jellavitis', dass die allgemeine ebene Kurve dritter Ordnung nicht durch 
lie von Grassmann in Abh. III angegebenen linealen Konstruktionen er- 
eugbar sei. Diese Behauptung als irrig nachzuweisen, machte Grassmann 
:eine Mühe, da Bellavitis' Fehlschlüsse auf der Hand lagen. Grass - 
Qann benutzt die Gelegenheit, nochmals gründlich die linealen Erzeugungen 
,11er ebenen Kurven dritter Ordnung zu untersuchen, und zeigt, wie man 
üese linealen Erzeugungen methodisch herleiten kann, wenn man neun 
*unkte einer Kurve dritter Ordnung kennt. Dabei beweist er den Satz. 
lass sich jeder Kurve dritter Ordnung zwei reelle Dreiecke einbeschreiben 
assen, von denen entsprechende Seiten einander paarweise wieder in 
unkten der Kurve schneiden. Das dabei angewandte Beweisverfahren hat 
allerdings mit Grassmanns Kalkül der planimetrischen Multiplikation 
lichts zu thun, es beruht vielmehr auf Stetigkeitsbetrachtungen, 
ausserdem entwickelt Grassmann Sätze über die einer ebenen Kurve 
Iritter Ordnung eingeschriebenen Zehnecke. 

Abhandlung XVIII (1872) in den Göttinger Nachrichten nimmt die 
^tetigkeitsbetrachtungen , von denen soeben die Rede war, wieder auf und 
eitet aus ihnen einen Satz über Vielecke ab, die einer ebenen Kurve dritter 
)rdnung eingeschrieben werden können. Diese Abhandlung ist frei von den 
igentlichen Grassmannschen Methoden. 

Der Wunsch, seine Methode der linealen Erzeugung der ebenen Kurven 
n weiteren Kreisen bekannt zu machen, hat Grassmann davon abgehalten, 
n den Abhandlungen die Gesetze der planimetrischen Multiplikation mit 
voller Konsequenz anzuwenden. Vielmehr verweist er oft auf die Figur, 
deshalb vermisst man zuweilen die Einheitlichkeit der gedanklichen Ent- 
vickelung; an einzelnen Stellen werden femer Behauptungen aufgestellt, 
leren Richtigkeit man zwar leicht verificirt, deren eigentlicher Ursprung 
iber im Dunkeln bleibt, eben weil Grassmann ihre wahre Quelle, die 
üiwendung der Methode der planimetrischen Multiplikation, nicht aufdeckt, 
^ir glauben daher zur rechten Würdigung der Grassmannschen Arbeiten 
nsbes. vom methodischen Standpunkte aus dadurch beitragen zu können, 
lass wir in den Anmerkungen an mehreren Stellen die ursprüngliche 
•echnerisch-sym bolische Gestaltung der Schlussfolgerungen wiederherstellen. 
Ss wird dabei nützlich sein, wenn wir gleich hier die anzuwendenden Ge- 



374 Anmerkungen zu den Abhandlungen über Geometrie 

setze der symbolischen Rechnung kurz ableiten, da sie bei Grassmann im 
Wesentlichen erst in Abh. V auftreten. Die stereometrische Multiplikation 
brauchen wir erst da, wo sie Grassmann selbst anwendet. 

Objekte der planimetrischen Multiplikation sind die Zahlen 
(bezeichnet mit a, b, c . . .), die Punkte (bez. mit a, ft, c . . .) und die Ge- 
raden (bez. mit Ä, B^ C . , .). Durch A, B, f . . . wollen wir Objekte be- 
zeichnen, bei denen es dahingestellt bleibt, ob sie Zahlen, Punkte oder 
Gerade sein sollen. 

Die Produkte von zwei Faktoren werden so definirt: 

Ib) Das Produkt einer Geraden 
A mit einer Zahl a ist die Gerade 
Ä selbst, sobald o =f= ^ ist: 

aÄ ^ Äa f: ä. 



la) Das Produkt eines Punktes 
a mit einer Zahl a ist der Punkt o 
selbst, sobald a =f= ^ ist: 



aü :=rzf aci = a. 

Statt des Gleicheitszeichens = benutzt Grassmann nur deshalb das 
Zeichen der Kongruenz ^, weil in der Ausdehnungslehre z. B. aa und a 
zwar zwei Punkte mit demselben geometrischen Ort, aber von verschiedenem 
Gewicht bedeuten, was für die Multiplikation nicht von Belang ist, wohl 
aber für die Addition, die jedoch in den geometrischen Abhandlungen über 
Kurven und Flächen nicht vorkommt. 



2 a) Das Produkt eines Punktes a 
mit Null ist gleich Null: 

. tt = fl . = 0. 

3 a) Das Produkt zweier Punkte, 
die nicht zusammenfallen, ist die Ge- 
rade durch beide Punkte. 

4 a) Das Produkt zweier zusammen- 
fallender Punkte ist gleich Null. 



2 b) Das Produkt einer Geraden 
Ä mit Null ist gleich Null: 

. ^ = J^ . = 0. 

3 b) Das Produkt zweier Geraden, 
die nicht zusammenfallen, ist der 
Schnittpunkt beider Geraden. 

4 b) Das Produkt zweier zusammen- 
fallender Geraden ist gleich Null. 

5) Das Produkt eines Punktes a mit einer Geraden Ä, also aÄ und 
ebenso Äa^ ist eine von Null verschiedene Zahl, sobald der Punkt nicht 
auf der Geraden liegt. 

6) Das Produkt eines Punktes o mit einer Geraden -4, die durch ihn 
geht, ist gleich Null: 

aÄ = Äa = 0. 

Die Produkte von mehreren Faktoren werden auf die von zwei 
Faktoren durch folgende Festsetzung ziu-ückgeführt: 

7) Produkte von mehr als zwei Faktoren sollen dadurch ausgewerthet 
werden, dass man zuerst den ersten Faktor mit dem zweiten multiplicirt, 
das Ergebniss mit dem dritten u. s. w. Dagegen sollen Klammem dieselbe 
Bedeutung wie in der gewöhnlichen Arithmetik haben, z. B.: 

ABr--(AB)r. 

statt der Klammem benutzt Grassmann häufig zwei Punkte^ z. B. ist: 

A.Br.A = A(Br)A. 

Aus diesen Definitionen, zu denen der Vollständigkeit halber noch die 
selbstverständliche hinzugefügt werden kann, dass Zahlen wie in der ge- 
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wohnlichen Arithmetik mit einander zu moltipliciren sind*), ergiebt sich: 

Jedes Produkt stellt eine Zahl oder einen Punkt oder eine Gerade dar. 

Ist ein Faktor gleich Null, so ist das ganze Produkt gleich Null. 

In einem Produkt, das einen Punkt oder eine Gerade bedeutet, dürfen 
alle Zahlenfaktoren 'gestrichen werden. 

Das Gesetz der Eommutation 

AB = BA 

gilt bei einem Produkte aus zwei Faktoren stets. 

Dagegen gilt das Gesetz der Association, nach dem ABT dasselbe wie 
A(Br) wäre, nicht stets. Man kann sich dies an dem Beispiel ab C so- 
sofort klar machen. 

Alle Definitionen sind zu einander dualistisch. Folglich steht 
jedem durch Anwendung der planimetrischen Multiplikation zu gewinnendem 
Satze der dualistische zur Seite wie in der projektiven Geometrie. 

Das Unendlichfeme behandelt Grassmann, wie es die projektive 
Geometrie thut, das heisst: Jede Gerade hat einen unendlich fernen Punkt. 
Das Produkt eines im Endlichen gelegenen Punktes mit dem unendlich 
fernen Punkte einer Geraden ist also die Gerade, die durch den ersten 
Punkt geht und der gegebenen Geraden parallel ist. (Vgl. S. 81.) 

Die wesentlichen Abweichungen der planimetrischen Multiplikation 
von der gewöhnlichen, arithmetischen, sind, dass erstens in Produkten, die 
Punkte oder Gerade bedeuten, alle von Null verschiedenen Zahlenfaktoren 
gestrichen werden dürfen, und dass zweitens das Gesetz der Association nur 
ausnahmsweise gilt, z. B. für Produkte von drei Punkten oder drei Geraden, 
da ja offenbar: 

abc = a(bc)y ABC- Ä{BC) 
ist. 

Nach den Definitionen kann ein Produkt von zwei Faktoren nur dann 
eine geometrische Bedeutung haben, wenn beide Faktoren Punkte oder beide 
Gerade sind. Da jedes Produkt von mehr als zwei Faktoren, z. B. 
AB TA . . ., nach 7^ successiv zu bilden ist, indem man zuerst AB, dann 
(AB)r, dann (ABQA u. s. w. berechnet, so kann es nur dann eine geo- 
metrische Bedeutung haben, wenn A und B, femer AB und f, femer ABT 
und A u. s. w. jedesmal entweder zugleich Punkte oder zugleich Gerade 
sind. Sind A und B Punkte, so ist dann AB eine Gerade, also f eine 
Gerade, daher ABT ein Punkt, somit A ein Punkt u. s. w. Sind A und B 
Gerade, so tritt das Dualistische ein. Mithin haben nur Produkte 
von den Formen 

abCdEf.., und ÄBcDeF. . ., 

wobei also zuerst zwei gleichartige Faktoren, Punkte oder Ge- 
rade, alsdann immer abwechselnd Gerade und Punkte bez. 
Punkte und Gerade auftreten, eine geometrische Bedeutung. 



*) Eigentlich niüsste man sa^en: Im Gebiete der planimetrischen Multipli- 
kation werden alle Zahlen, die nicht gleich Null sind, einander gleich gesetzt, 
daher auch ihre Produkte. Vgl. die zweite Fussnote auf S. 68 und die Fussnote 
auf S. 146. 
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Sie heissen in engerem Sinne planimetrische Produkte (vgl. S. 87).*) 
Die planimetriscben Produkte haben zwei Arten von Faktoren, einmal 
die fortschreitenden Faktoren (vgl. S. 87, 88): 

fl, 6, C, (i, E, f ' ' ' bez. A^ B^ c^ Dj e^ F . . . 

und dann die Theilprodukte: 

o6, aftC, ab Cd . . . bez. AB, ABc, ABcD . , ., 

während z. B. hC kein Faktor des ersten Produktes ist, weil das Gesetz 
der Association nicht gilt. 

Ein planimetrisches Produkt kann auch eine anscheinend verwickei- 
tere Fonn haben, z. B. kann im Produkt ahC einer der Faktoren, etwa der 
Pimkt 6, selbst wieder ein Produkt, etwa b EE: DE sein, sodass das Produkt 

a{BE)C 

vorliegt. Aber hier sind doch nur a, DE^ (7, a{DE) Faktoren des ganzen 
Produktes, während das darin enthaltene Produkt DE noch die fortschrei- 
tenden Faktoren D und E hat. In dem planimetriscben Produkt a{DE)C^ 
um bei diesem Beispiel zu bleiben, kann nun sehr wohl der Faktor 
DE = sein, was ja eintrifft;, wenn die Geraden D und E zusammen- 
fallen, nach 4 b). Wenn wir also planimetrische Produkte allgemein be- 
trachten wollen, so müssen wir auch solche Fälle einbeziehen, in denen 
einer der Faktoren weder ein Punkt, noch eine Gerade, dagegen gleich 
Null ist. Alsdann wird das ganze Produkt gleich Null, wie schon ge- 
sagt wvfrde. 

Ein planimetrisches Produkt von zwei Faktoren, ab bez. AB^ ist dann 
und nur dann gleich Null, wenn entweder einer der fortschreitenden Fak- 
toren gleich Null ist oder wenn beide Faktoren zusammenfallen. 

Hierauf reducirt sich die Erledigung der Frage, wann ein plani- 
metrisches Produkt von beliebig vielen Faktoren gleich Null ist. 
Es wird das Beispiel abC zur Erläuterung genügen: Erstens ist dies Pro- 
dukt als Produkt von zwei Faktoren zu schreiben: (ab)C. Nach dem Vor- 
hergehenden ist dies Produkt nur dann gleich Null, wenn ab = oder = 
ist oder ab mit C zusammenfällt. Aber ab ist nur dann gleich Null, wenn 
fl = oder 6 = ist oder a mit b zusanunenfäUt. Also ist abC nur 
dann gleich Null, wenn a = oder b = oder (7=0 oder a =z^. b oder 
ab ^ C ist. 

Von grösster Wichtigkeit ist nun ein Satz, der sich auf die Redu- 
cirbarkeit von planimetriscben Produkten von drei Faktoren 
bezieht. Ein solches Produkt hat entweder die Form abC oder die Form 
ABc. Betrachten wir die erstere. Auch sei abC nicht gleich Null. Nach 
dem Vorhergehenden sind dann a und b wirkliche Punkte und nicht gleich 
Null; ebenso ist C eine wirkliche Gerade. Ausserdem fällt a nicht auf 6, 
und die Gerade ab fällt nicht mit der Geraden C zusammen. Das Produkt 
abC ist nun der Schnittpunkt der Geraden ab mit der von ihr verschie- 



*) Jedoch ist Grassmann selbst dieser Definition nicht immer treu geblieben, 
denn z. B. in dem Satz auf S. 115 nennt er auch ein Produkt, das wie die obigen 
gebaut ist, aber schliesslich mit zwei gleichartigen Faktoren endet, planimetrisch, 
so das Produkt abCdEfg. 
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311 Geraden C. Eine Reduktion auf weniger als drei Faktoren tritt nur 
Q ein, wenn dieser Schnittpunkt einer der beiden ausgezeichneten 
ktc a, h der Geraden ab ist, das heisst wenn C durch a oder b geht 
kloges gilt von dem Produkte ÄBc. 

Führt man daher die Redeweise ein, ein Punkt liege mit einer 
'aden vereint*), wenn der Punkt auf der Geraden liegt, so kann man 

3n: 

Ein planimetrisches Produkt aus drei von Null verschie- 
en Faktoren reducirt sich auf den ersten oder zweiten Faktor, 
in dieser, nicht aber auch der andere, mit dem dritten Faktor 
eint liegt. 

Diese „Reduktionsregel", wie wir sie in allem Folgenden kurz 
uen wollen, weil sie sehr oft gebraucht wird, hat Grassmann auf 
il aufgestellt. Er drückt sie gelegentlich anders aus, so z. B. auf S. 88. 

Abkürzung des Ausdrucks werden wir künftig das Zeichen '^ zwischen 
m Punkt a und eine Gerade A setzen, also w^Ä oder Ä^a schreiben, 
auszudrücken, dass a mit Ä vereint liegt. 

Grassmann wendet nur diese Reduktionsregel für Produkte von drei 
:toren an. Die Frage, ob es auch solche Reduktionsrcgeln giebt, die 
. auf Produkte von mehr als drei Faktoren beziehen und die nicht etwa 

in wiederholter Anwendung dieser einen Regel bestehen, berührt er 
lt. Es ist dies eine Lücke im Kalkül der planimetrischen Multiplikation, 
itsächlich giebt es im Gebiete der planimelftischen Multiplikation allein 
1 Mittel, um das identische Verschwinden eines Produktes von beliebig 
en Faktoren festzustellen, und entsprechend auch kein Mittel, die Gleich- 
i zweier Produkte zu erkennen. Auf diesen Umstand werden wir ge- 
jntlich zurückkommen. 

Nach diesen Vorbemerkungen geben wir jetzt die uns nützlich erschei- 
den Erläuterungen zu einzelnen Stellen des Textes der Abhandlung IL 

Zu S. 49, Z. 9 V. u. Jacob Steiner, Systematische Entwicklung der 

aängigkeit geometrischer Gestalten von einander, I. Theil, Berlin 1832, 

Fincke, siehe auch Steiners Ges. Werke Bd. I, S. 229 flf., Berlin 1882, bei 

mer, oder Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 82, 83, 

pzig 1896, bei Engelmann. 

Zu 8. 49, Z. 6 V. u. Die Bemerkungen über Möbius werden auf 
70 erläutert. 

Zu S. 51, Fig. 1. In dieser und den späteren Figuren haben wir die 
;en Punkte durch gefflllte, die beweglichen durch leere Kreise, die festen 
'aden durch starke, die beweglichen durch schwache Linien gekennzeichnet. 

Zu S. 59, Gleichungen (9). Dass die zweite Gleichung dasselbe wie 
erste aussagt, folgt rechnerisch so: Die erste Gleichung enthält in der 
ireibweise : 

{axBcD)xe = 

ts das Produkt der drei Faktoren axBcB^ x, e, die alle drei Punkte 
•stellen. Für Produkte von drei Punkten gilt aber, wie erwähnt, das Ge- 



*) Grassmann braucht hierfür gelegentlich, S. 220 f., das Wort: ineident. 
r benutzen dagegen die jetzt gebräuchliche Redeweise. 
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setz der Association und fär Produkte von zwei Faktoren das der Kommi 
tation. Also kommt: 

ex{axBcD) = 0, 

wofür wir auch schreiben können: 

(ex)\{axBc)D] = 0, 

Aber ex^ axBc^ D sind sämtlich Gerade. Das Gesetz der Association 
das hier wieder gilt, gestattet uns daher zu schreiben: 

(ex)D{axBc) = 
oder: 

exD(axBc) = 0. 

Dieselbe Schlussweise liefert links weiterhin exD(axB)c oder exDc(axB). ^J, 
darauf exDcB(ax) und schliesslich exDcBxa. 

Zu S. 51>, Z. 9 u. 8 V. u. Dass die namhaft gemachten fünf Punkt4 
auf dem Kegelschnitte (9) liegen, erkennt man durch Rechnung so: Ist zu — 
nächst X ^ a, so ist ax ^ 0, also die erste Gleichung (9) erfüllt. Ebensc 
ist für x ^ e die zweite Gleichung (9) erfüllt. Ist x ^ BD, so ist nacl 
der Reduktionsregel: 

axB^x, da x'^B, 
axBcD^E xcD^EE X, da x'^D. 
axBcDxe ^ xxe = 0. 

Mithin erfüllt x^ BD die erste Gleichung (9). Ist femer x zl^ acD, so ist' ^^^ 
ax^ xa^z acDa^ ac . D . a^^ ac, da ac^a, 
axBc ^^ acBc ^ ac , B . c^ ac, da ac^c, 
axBcDxe ^ acDxe ^ acD . x , e i. z x . x . e = 0. 



Also erfüllt x üZ acD die erste Gleichung (9). Analog erfällt x ^ ec. 
die zweite Gleichung (9). 

Vom methodischen Standpunkte hat man aber noch zu fragen, wic c^ -« 
Grassmann gerade zu diesen fünf Punkten kommt. Dies geschieht sor ^o: 
Man sucht x so zu bestimmen, dass eines der in der ersten Gleichung (9^^) 
auftretenden Theilprodukte 

ax, axB, axBc, axBcD, axBcDx 

gleich Null wird, weil dann die Gleichung befriedigt wird. 

ax = giebt sofort x :.'-- a. 

aa; =f= 0, axB = giebt nach der Regel für das Verschwinden ein^mms 
Produktes von drei Faktoren: B - : ax. Da aber a im Allgemeinen nic^fcit 
auf B liegt, ist dies auszuschliessen. 

axB =^ 0, axBc = oder ax . B . c = zieht auf Gnmd derselb ^n 
Regel nach sich: ax . B ~z c. Aber c liegt im Allgemeinen nicht auf —2. 

axBc =f= 0, axBcD = oder axB . c . D = zieht ebenso na-<5h 
sich: axB , c^ D, c liegt jedoch im Allgemeinen nicht auf D. 

axBcD =f= 0, axBcDx = oder axBc , D . x = zieht nach sic^!»: 
axBc , D^ X, Hiemach liegt x zunächst auf D, Um nun x selbst ^^ 
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iden, multipliciren wir beiderseits mit c. Da axBc^c^ so liefert dann 
e Reduktionsregel: 

axBc EE xc oder: axB . c^ xc. 

widerseitige Multiplikation mit B giebt, da axB^B: 

axB ^ xcB. 

egt X nicht aaf J9, so giebt Multiplikation mit x, da ax^x und xc^xi 

ax ^ xc^ 

s heisst X liegt dann auf ac. Vorhin fanden wir, dass x auf D liegt, 
5 heisst es kommt x^acD, Liegt dagegen x auf B^ so kommt x^BD. 
i wir diese Ergebnisse weiter unten noch einmal gebrauchen, so fassen 
LT sie zusammen: 

Haben a, J9, c, D allgemeine Lage, so ist das planimetrische 
rodukt axBcDx nur für die folgenden drei Punkte 

X ^ a, x^E acD^ x ^ BD 
eich Null. 

Die zweite Schreibweise der Gleichung (9) giebt analog: 

dj ^ e, X ^ ecB, x ^ DB. 

Der letztere Punkt trat schon soeben auf. Wir gelangen also genau 
den fünf von Grassmann angegebenen Punkten, ohne dabei die An- 
hauung der Figur zu benutzen. 

Zu S. 60, Z. 9 — 15. Rechnerisch so: Es handelt sich darum, die 
leichungen : 

BD^k, acD~d, ecB^b 

ich JB, D und c aufzulösen. Da nach der ersten Gleichung Ic^B und 
"»D, so geben die beiden letzten Gleichungen, wenn man sie mit k multi- 
icirt, nämlich: 

ac . D .k^=: dk^ ec , B .k^bk 

ich der Reduktionsregel: 

D 112 dk, B = hk, 

odurch B und D gefunden sind. Multipliciren wir dagegen die zweite 
id dritte Gleichung mit c: 

ac . D . c^ de, ec . B . c^hc, 

) giebt die Reduktionsregel, da ac^c, ec^c: 

ac de, ee : bc, 

as heisst, e liegt auf ad und auf eb, mithin ist: 

c ^ (ad) (bc). 

ei dieser Ableitung ist stillschweigend vorausgesetzt, dass k nicht mit ae 
nd ec und ebenso c nicht mit B und D vereint liege, was sich ja auch 
3 verhält. 

Zu S. 61, zweite Anmerkung. Es handelt sich hier tun den Satz des 
)e8argues, siehe Oeuvres de Desargues, ed. Poudra (Paris 1864), I. S. 413. 
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Zu dem vorletzten Satze der Anmerkung ist hervorzuheben, dass die Satz« 
der planimetrischen Multiplikation in der That nicht ausreichen, das iden- 
tische Bestehen der angegebenen Gleichung nachzuweisen. 

Zu S. 63, Z. 2. Auch rechnerisch zu folgern, vgl. unsere Anm. zu. 
den Gleichungen (9), S. 59. 

Zu S. 63, Z. 6 — 8. ' Methodisch gelangt man zu den in der Folge 
von Grassmann genannten neun Punkten, indem man die Punkte x sucht, ^ .^, 
für die eines der Theilprodukte von 

axBcBxDy^c^B^xa^ oder a^xB^c^B^xBcBxa 

gleich Null ist. Wir haben schon vorhin diejenigen Punkte x bestimmt,^, d, 
für die axBcDx = ist, nämlich: 

X ^ a, x^=L BD^ X '^i acD. 

Dies sind die im Texte mit a, A;, d bezeichneten Punkte. Soll nun weiterhin^^zxi 

axBcDx =j= 0, aber axBcBxD^ = 

sein, so können wir dafür schreiben: 

Dj E^ axBcDx ^ axBcD . x. 

Also liegt X auf i)^. Multipliciren wir diese Gleichung mit D, das Er — — - 
gebniss mit c, dann mit B und schliesslich mit a, so kommt nach und nacl 
durch Anwendung der Reduktionsregel: 

D^D ^^. axBcD . X . D EE axBcD^ da axBcD^D, 

D^Dc^^E axBc . D . c ^ axBc^ da axBc^c^ 

DiDcB ^^ axB . c . B E^ axB, da axB'^B^ 

B^DcBa —. ax . B . a - ax, da* ax^a. 

Also liegt X auf D^DcBa, Weil x auf D^ liegt, wie wir vorher sahei 
so folgt: 

x^D^DcBaD^, 

Diesen Punkt nennt Grassmann c^. Formuliren wir dies Ergebniss: 

Haben n, B^ c, D, 2)^ allgemeine Lage, so ist das planimetrisch^e 
Produkt axBcDxD^ nur für folgende Punkte x gleich Null: 

x^Ettj x^BD^ x^acD^ xz : D^DcBaD^, 

Jetzt nehmen wir an: 

axBcDxD^ =f= 0, aber axBcDxD^c^ = 0. 

Hierfür lässt sich schreiben: 

axBcDx . i>i . Cj = 0, 

das heisst Cj muss mit axBcDx und Dj vereint sein. Aber im Allgemei^^*^ 
liegt q nicht auf Dj. 

Nunmehr setzen wir: 

axBcDxB^Ci =|= 0, aber axBcDxB^c^B^ = 0, 

wobei sich analog ergeben würde, dass c^ auf B^ liegen müsste, was ^*°* 
Allgemeinen nicht der Fall ist. 
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Setzen wir jetzt: 

axBcDxD^CiB^=^ 0^ aber axBcDxD^c^B^x = 

und nehmen wir, wie dies Grassmann anf S. 62 unten thut, B ^^ B^ an, 
so folgt, dass X auf den beiden Geraden axBcDxD^Cy und B liegt. 
Daher ist 

x ^ axBcDxB^c^B. 

Da x'^B^ so ist axB ^ x^ sodass bleibt: 

X ^ xcBxD^c^B. 

Da xc^x^ so ist xcDx - _ xc, sodass bleibt: 

X "=: xcD^c^B. 

Multiplikation mit q giebt, da xcDj^c^^c^: 

xc^ ^ xcD^<\. 

Multiplikation mit B^ giebt, da xcB^^B^: 

xc^B^ ^ xcB^. 

Liegt X nicht auf 2)j, so giebt Multiplikation mit x^ da arCj^a? und xc^x: 

das heisst rr liegt auf cc^. Da a: auch auf B liegt, so ist dann x^cc^B. 
Diesen Pimkt nennt Grassmann f. Wenn dagegen x auf B^ liegt, so 
Icommt x^^BB^^ und dies ist Grassmanns Punkt k^. Wir sehen somit: 
Haben a, jB, c, i>, Dj und q allgemeine Lage, so ist das 
planimetrische Produkt axBcBxB^c^Bx nur für folgende Punkte 
3C gleich Null: 

flj ^ a, X ^E BBy x ^=i acB, 

x^B^BcBaB^^ x^cc^B^ XE^BB^, 

Es sind dies Grassmanns Punkte a, A:, d, 6^, f^ A:^. Entsprechend ist 

a^xBc^B^xBcBx = 
für die sechs Punkte: 

rc^Eai, x^BB^^ x : - a^c^B^j 

x^ BB^c^Ba^B, x^c^cB, x^BB^ 

die Grassmann mit a^, Ä:^, d^^ c, /", Ä; bezeichnet. Insgesamt erhalten 
wir also wirklich neun verschiedene Punkte wie im Text. 

Zu S. 64, Z. 12 — 16. Hier haben wir den Originaltext abändern 
müssen, weil er einen för das Spätere belanglosen Irrthum enthält. Vgl. 
das Verzeichniss der Abweichungen. 

Zu S. 64, Z. 20 u. f. Hier nimmt Grassmann eine Vereinfachung 
^or, bei der er stillschweigend voraussetzt, dass von den gegebenen Punkten 
Tmd Geraden nur c und q verändert werden. Diese wählt er so, dass k 
xnit c und Ä;^ mit e^ zusammenfällt. Um dies rechnerisch zu en'eichen, 
'verfahren wir so: Da 

k^BB, e^BB^c^Ba^B, 
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also h und c von c unabhängig sind, so fragt es sich zunächst nur, wie q ^t*^i 
zu wählen ist, damit k ::..: e oder 

(a) BD Eiz BB^c^Ba^D 

wird. Wenn man diese Gleichung mit Oj raultiplicirt, so kommt: 

BBa^ ^ BB^c^Ba^, da BB^c^Ba^^a^. 

Multiplikation mit B giebt: 

BB : BB^c^B, da BB'-^B und BB^c^B^B. 

Multiplikation mit Cj giebt: 

BBc^^BB^c^, da BB^c^^c^. 

Liegt q nicht auf Z), so giebt die Multiplikation mit B die 61eichun| 
BB BB^^ die falsch ist. Daher ist c^ auf B zu wählen. Alsdani 
reducirt sich die ursprüngliche Forderung («), da dann BB^c^=^ B, 
BBa^B ':= BB ist, auf eine Identität. Entsprechend ist c auf Dj zi 
wählen. 

Durch diese besondere Wahl von c und Cj wird erreicht, dass voi 
den drei Schnittpunkten df, c, k bez. dfj , e^ , Ä^ der Geraden B bez. D^ mii 
der Kurve dritter Ordnung je zwei, nämlich c und k bez. e^ und Äj zu- 
sammenfallen, sodass B und Z)i die Tangenten der Kurve in e und e^ werden. 

Zu S. 65, Z. 1 Druckfehler: c und q sind zu vertauschen. 

Zu S. 65, Z. 7 — 15. Denn alle Kurven dritter Ordnung durch acht 
gemeinsame Punkte haben noch einen Punkt gemein. Durch die acht-^:^* 
Punkte e, e^ (beide doppelt zählend), df, eJ^, a, a^ lässt sich aber eine zei 
fallende Kurve dritter Ordnung legen, bestehend aus den Geraden cd, c^d, 
und ad^^ von denen die ersten beiden die ursprüngliche Kurve in e und e^ 
berühren. Wählt man a und o^ wie im Text, so liegt f nicht auf diesei 
zerfallenden Kurve und ist daher auch nicht der neunte Punkt, den alle die- 
jenigen Kurven dritter Ordnung gemein haben, die durch ^, ^, d, dj, a, o^ 
gehen und ed und e^e2^ zu Tangenten in e bez. e^ haben. Daher giebt es 
nur eine Kurve dritter Ordnung durch c, c^, df, dj, a, % und /", die ed 
und e^d^ zu Tangenten in c bez. c^ hat. 

Zu S. 66, Z. 1 — 6. Diese Erzeugung aller Kurven dritter Ordnung 
heisst heutzutage allgemein die Grass mannsche. Vgl. jedoch unsere aus- 
führliche Anmerkung zu 8. 97, aus der hervorgeht, dass es nicht richtig 
ist, blos diese specielle Erzeugung nach Grassmanu zu benennen. 

Zu S. 70, Z. 17 f. V. u. A. F. Möbius, Der barycentrische Calcul 
u. s. w., Leipzig 1827, § 136—138 auf S. 172—177, § 70 auf S. 83, 84. 
Siehe auch Möbius Ges. Werke Bd. I, S. 161—166, S. 92f. 

Zu S. 70, Z. 11 u. 10 V. u. Es handelt sich um die rationale] 
Kurven oder Kurven vom Geschlechte Null. 




i 
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II. Ueber die Erzeugung der Kurven dritter Ordnung durch 
gerade Linien und über geometrische Definitionen dieser 

Kurven. 
Grelles Journal Bd. 36 (1848). 

Zu S. 73, Z. 2 des Textes. Julius Plücker, Ueber Kurven dritter 
)rdnung und analytische Beweisführung, Grelles Journal Bd. 34 (1847), 
;. 329 — 336. Wir führen folgende Stelle daraus an: 

„Die Geometrie der höheren Kurven kann der Algebra und ihrer Be- 
riffs-Bestinunungen nicht entbehren. Es giebt nicht einmal eine geome- 
tische Definition einer Kurve dritter Ordnung, und wo es keine allgemeine 
>efinition giebt, da giebt es auch keine methodische Behandlung. Die 
Bestimmung einer Kurve dritter Ordnung als einer solchen, die von einer 
eraden Linie in drei Punkten geschnitten wird, ist die geometrische Um- 

jhreibung einer algebraischen Definition Die allgemeinste geometri- 

jhe Definition einer Kurve dritter Ordnung wäre nach meiner Meinung 
nmer noch diejenige, welche als Interpretation der Gleichung .... sich 
rgiebt . . . . : 

„„Wenn vier gerade Linien (j)), (g), (r) und (s) gegeben sind, so ist 
er geometrische Ort solcher Punkte, für welche das Produkt aus den Ab- 
bänden von den drei ersten gegebenen geraden Linien zu dem Kubus des 
ibstandes von der vierten geraden Linie in einem gegebenen Yerhältniss 

teht, eine Kurve dritter Ordnung."" Aber wer würde es unter- 

lehmen, aus der vorstehenden, oder aus irgend einer andern Definition, auf 
:eometrischem Wege, die Eigenschaften der Kurven dritter Ordnung syste- 
latisch abzuleiten?". 

Als Plücker dies schrieb, kannte er vermuthlich die Grassmann sehe 
)efinition (oben S. 66) nicht. Das Heft von Grelles Journal, in dem die 
*lück ersehe Abhandlung steht, ist übrigens das letzte, in dem sich rein 
lathematische Abhandlungen von Plücker finden, der bekanntlich damals 
enöthigt wurde, sich der Physik zuzuwenden. Plücker ist auf die Grass - 
aannsche Reklamation nicht zurückgekommen. 

Zweifellos ist Plücker im Unrecht, wenn er behauptet, dass es keine 
ein geometrische Definition der Kurven dritter Ordnung gebe, denn 
üe Grassmannsche Definition ist rein geometrisch imd allgemein; die 
''rage, ob man mit Hülfe dieser Definition nun auch die Kurven etwa 
»unktweise, vielleicht mittels Lineals und Zirkels, zu zeichnen vermöge, konunt 
a hierbei nicht in Betracht. Wenn aber Plücker wünscht, „auf geome- 
rischem Wege die Eigenschaften der Kurven dritter Ordnung systematisch 
abzuleiten", so thut wohl das, was Grassmann in der Abhandlung H über 
lie Kurven dritter Ordnung beigebracht hat, diesem Wimsche nicht Genüge. 

Zu S. 75, Fig. 15. Diese Figur ist im Original nicht vorhanden. Sie 
oU das Verstehen der Betrachtung auf S. 75 unten erleichtem. 

Zu S. 75, Z. 11 — 17. Der rechnerische Nachweis gestaltet sich so: 
Jifach Fig. 14 ist die Gleichung der Kurve: 

xaCh{xa^C^h^xd = 0. 

Nfun ist xaCb = für a? ^ a, xa^C^h^ = für x^Oj, xd = für 
v^d. Hiermit* sind drei der neun Punkte gefunden. Auch aus der For- 
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dening, dass das Theilprodukt xaCb , xa^C^b^ = sei, könnten wir einer^ «n 
Punkt finden [nämlich x ^hb^Ca . (bh^C^a^y]^ aber diesen Punkt benutz' .^sizi 
Grassmann nicht. Da die drei Faktoren xaCb^ xa^C^b^^ xd gerade .ASe 
Linien sind und deshalb in beliebiger Reihenfolge geschrieben werdeiK: ^^n 
können, so kommen wir dazu, das Theilprodukt 

xaCb . xd = 

zu setzen unter der Voraussetzung: xaCb ^ 0, xe2 ^= 0. Dann ist: 

(a) xaCb^xd. 

Multiplikation mit C giebt, da xaC'^Ci 

xaC ^^: xdC, 

Liegt X nicht auf C, so giebt Multiplikation mit x, da xa^x^ xd^x: 

xa r^ xd^ 

das heisst x liegt auf ad\ aber dann ist xa ^^ xd ^ ad^ sodass die Forderung -^g 
(a) ergeben würde: adCb EZ ad, was im Allgemeinen nicht der Fall isÄ" ^t. 
Demnach ist x auf C zu wählen. Dann giebt (a) sofort xb r^ ofd, das heiss<a=ä5.st 
X liegt auch auf db\ demnach ist x z^ dbC ein Punkt der Kurve. Diese -j^^wer 
sowie der analog zu findende Punkt x ■—.-. db^ C^ kommt im Texte vor. 
Jetzt setzen wir das Theilprodukt 

(ß) xaCb {xa^CJ)^x = 

unter der Voraussetzung: xaCb (xa^C^b^) =4= 0. Hierfür lüsst sich schreibend 

xaCb (xa^ C^^6^) ^ x. 
Multiplikation mit b giebt: 
(y) xaCb^iixb^ da xaCb^b^ 



vorausgesetzt, dass nicht auch xa^C^b^^^b wäre. Aber in diesem Fall» -»^ 
käme xb = 0^ das heisst x^b^ und dieser Punkt erfüllt die Forderan^^ S 
(/3) im Allgemeinen nicht. Analog (y) kommt auch: 

(d) xa^C^b^iz. xb^. 

Multipliciren wir (y) mit C und (tf) mit (7^, so kommt: 

xaC^xbC^ xa^G^zz. xb^C^, 

Liegt X weder auf C noch auf C^, so giebt Multiplikation mit xi 

xa==xb^ xa^^^ xb^, 

das heisst es geht der Kurvenpunkt x^ab.a^b^ hervor. Liegt dagegen x auf C^^— '» 
aber nicht auf C^ , so giebt die erste Gleichung durch Multiplikation mit ^::^^ ^ 
eine Identität, die zweite aber xa^ ~- ^\^ ^^ heisst x liegt auch auf Oj^^ ^„.m-J 
demnach ist x :__ a^b^^C. Liegt drittens x nicht auf C, wohl aber auf C^ _^^» 
so kommt analog x == abC^. Liegt endlich x auf C und auf C|, so is-^^^* 
x^CC^. 

Dass alle gefundenen neun Punkte wirklich die Kurvengleichung ei 
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fOIlen, erkennt man ohne Mühe. Z. B. für o: ^ CC^ ergieht sich, da dann 
aaC^ CC^^ xa^Ci ^ CC^ ist, sofort: 

xaCb{xaiCihi)x = CC^h(CC^h^ {CC^ = 0, 

iveil CC^h^CC^ und CC^h^'-'CC^, 

Zu S. 76, Z. 20 u. 19 y. u. Diese Festsetzung ist nöthig wegen des 
Späteren, siehe Z. 7 v. u. 

Zu S. 77, Z. 9 u. 3 V. u. Grassmann seihst heweist dies Abh. XIV, 
S. 225. 

Zu S. 78, Z. 17 u. 18. Deutlicher: „Die Punkte und die Geraden 
^will ich Elemente nennen". 

Zu S. 79, Z. 1 u. 2, 5 — 9. Dies ist nicht genügend begründet. Wir 
'kommen hierauf bei einer Stelle der nächsten Abhandlung zurück (siehe 
wAnm. zu S. 83, Z. 7 v. u. u. f.). 



lY. Der allgemeine Satz über die Erzeugung aller alge- 
braischer Kurven durch Bewegung gerader Linien. 

Grelles Journal Bd. 42 (1861). 

Zu S. 82, Z. 11 u. 10 V. u. Nänüich so: d wird beliebig gewählt 
^vgl. Fig. 35), darauf durch Parallelenziehen eJe gleich ca bestinunt, ebenso 
dfi gleich cg^ nunmehr cd mit femk 
zum Schnitt gebracht und cg mit ki in h. 
Alsdann ist 

ca i cf = de : cf = di : ch = cg : ch. 

Zu S. 82, Z. 3 — 1 V. u. Aus dem 
Beweise erhellt, wie der auf S. 81 aus- 
gesprochene zweite Theil des Hauptsatzes, 
9,dass jede algebraische Kurve auf die 
in dem Satze angegebene Weise erzeugt 
iverden kann'^, aufgefasst werden soll. 

Während nämlich zuerst gezeigt worden ist, dass ein solcher linealer 
^Mechanismus, der durch eine planimetrische Gleichung vom «-ten Grade 
liinsichtlich des veränderlichen Punktes dargestellt wird, eine Kurve von 
höchstens n-ter Ordnimg erzeugt, wird zweitens bewiesen, dass sich 
jede Kurve «-ter Ordnung durch einen solchen linealen Mecha- 
nismus erzeugen lässt, dessen planimetrische Gleichung hin- 
sichtlich des veränderlichen Punktes von mindestens n-ter Ord- 
nung ist. Die niedrigste Ordnimg n wird nur in Ausnahmefällen erreicht. 
Allerdings zeigt Grassmann in den Abhandlungen III und VII, dass für 
jede Kurve bis zur vierten Ordnung ein linealer Mechanismus von ent- 
sprechender Ordnung angegeben werden kann. Worauf es beruht, dass die 
Terwandlung der analytischen in eine planimetrische Gleichung im All- 
gemeinen mit einer Erhöhung der Ordnung verbunden ist, deutet Grass- 
mann selbst weiter unten an, und wir werden darauf zurückkommen. 

Zu S. 83, Z. 9. Deutlicher: „Sowohl die Punkte als auch die Geraden 
nenne ich Elemente^^ 

Orasamann, Werke II. 26 
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Fig. 36. 




Zu S. 83, Z. 7 V. u. u. f. Nicht jeder lineale Mechanismus ist das, 
was Grassmann eine Verkettung gerader Linien nennt. Man betrachte 

z. B. den in Fig. 36 angegebenen Mechanismus, 
bei dem die Punkte und Geraden o^, Oj, B^^ B^^ 
^1 Cj, (Jj, dg, e, /;, ^j fest, dagegen die Punkte 
a?, y, z^ u und die sonstigen Verbindungsgeraden 
und Schnittpunkte beweglich sind. Der Punkt x 
beschreibt die durch die Gleichung 

xaj^BiCi{xd^)f^[xa^B^c^(xd^)f2]xe = 

dargestellte Kurve fünfter Ordnung. Die Punkte 
y und z beschreiben je eine Kurve siebenter Ord- 
nung, z. B. y die Kurve; 

yc^B^a^{yd^)e{yfj)f^[yCiBia^{yd^)a^B^(^]d^[y(^Biai{ydj^)] = 0. 

Dagegen ist es unmöglich, für den Punkt u eine planimetrisch«? 
Gleichung aufzustellen, obgleich dieser Punkt eine algebraische Kurv^ 
beschreibt, die von höchstens achter Ordnung ist. Denn, um die Bahi3. 
von u zu untersuchen, fragen wir uns, wie viele Punkte u auf einer be- 
liebig, aber bestimmt gewählten Geraden G gelegen sind. Wird u auf 
gewählt, so muss einerseits 

xa^B^c^(xeGf^)xd^ = 
und andererseits 

xa^B^c^{xeGQxd^ = 

sein. EifüUt x diese beiden Bedingungen, so ist xeG einer der gesuchtei 
Punkte w, sobald x nicht mit e zusammenfällt. Nun aber stellt jede de: 
beiden angegebenen Gleichungen eine Kurve dritter Ordnung dar, derei 
Allgemeinheit Grassmann auf S. 76, 77 nachgewiesen hat. Sie habei 
neun Punkte gemein, aber einer davon ist der auszuschliessende Punkt 
Demnach giebt es höchstens acht Punkte le, die auf G gelegen sind. Di^^ -^^ 
Bahn des Punktes u ist somit eine Kurve von höchstens achter Ordnung^^^* 
Wendet man auf diesen Mechanismus den Text Grassmanns, S. 83 ^ ^ y 
an, so erkennt man sofort, dass der Mechanismus allerdings für die Punkte ^^^ 
x, y und z jedesmal eine geschlossene Verkettung gerader Linien vorstellt:^ -^^ 



\\ 





aber nicht für den Punkt u. Denn von w gehen drei offene Figuren uf^\ 
uex, uf^z aus, von denen aber keine zwei, wie es der Text verlangt, un 
mittelbar an einander geschlossen werden. 

Andererseits darf man aber gewiss die Art, wie hier der Punkt u si 
XU bewegen gezwungen ist, eine „durch blosse gerade Linien bedingte £ 
Zeugung" einer algebraischen Kurve nennen, wie sich Grassmann 
S. 79, Z. 1 u. 2, ausdrückt. Infolgedessen hat die Bemerkung auf S. 7 
Z. 5 — 9, keine Beweiskraft. 

Wir sehen: Ausser den Grassmannschen geschlossenen Ver ^^ 
kettungen gerader Linien giebt es noch andere lineale Mecha 
nismen zur Erzeugung algebraischer Kurven. Jedoch können w LS" ^ 
sogleich einschränkend hinzufügen: Grassmann hat bewiesen, das-^^^^ 
sich jede algebraische Kurve durch eine geschlossene Verkettun g 
gerader Linien erzeugen lässt. 
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Zu S. 83, Z. 7 Y. u. Nach dem unmittelbar Vorhergehenden müsste 
r vor Verkettung das Wort „geschlossene" eingeschaltet sein. 

Zu S. 84, Z. 12 — 9 y. u. Die Doppelpunkte kann man so nachweisen: 
ht von X eine doppelt zählende offene Figur xa , . , aus, so tritt die 
rade xa oder ax zweimal in der planimetrischen Oleichung auf. Ins- 
»ondere können wir mit ihr die Verkettung schliessen, sodass die Kurven- 
ichimg die Form hat: 

{ax) . , . ax = Oy 

bei die Punkte Faktoren darstellen, die ausser festen Punkten und Ge- 
len den Punkt x noch (n — 2)-mal enthalten, sobald die ganze Gleichung 
n fi-ten Grade ist. Wird das Theilprodukt, das nach Streichung der 
den letzten fortschreitenden Faktoren a, x übrig bleibt, mit u^ bezeichnet, 
ist w^ vom (w — l)-ten Grade und enthält dabei einmal den Faktor ax^ 
hrend 

u^ax = 

i Gleichung der Kurve n-ter Ordnung ist. Vom Kurvenpunkte a aus ziehen 
r eine beliebige Gerade, etwa nach dem beliebig, aber fest gewählten 
nkte m. Wir fragen nach den Schnittpunkten x der Geraden am mit 
• Kurve, Für solche Punkte x ist ax^^ am. Setzen wir in u^ für den 
ktor ax demnach am^ so geht ein Produkt v^ hervor, das x nur noch 
— 2) -mal enthält. Nach der Kurvengleichung liegen die gesuchten 
nkte X einerseits auf der mit x veränderlichen Geraden v^a^ andererseits 
f der festen Geraden am. Sind beides verschiedene Gerade, so ist a 
' Schnittpunkt. Sie liefern also dann den schon bekannten Punkt x'=^ a. 
llen beide Gerade zusammen, so liegen die drei Punkte t;^, a, m auf einer 
raden, sodass 

Vj^am = 

Dies aber ist eine planimetrische Gleichung (n — 2)-ten Grades in x. 
30 hat die durch a beliebig gezogene Gerade am mit der Kurve n-ter 
dnung ausser a nur noch n — 2 Punkte gemein. Daher ist a ein 
»ppelpunkt der Kurve. 

Zum letzten Absatz der Abhandlung: Die Grassmann'sche Methode 
r Verwandlung einer algebraischen Gleichung /"(a*, y) = in eine plani- 
^trische Gleichung genügt zwar vollständig zum Beweise des zweiten 
eiles des Hauptsatzes, ist jedoch, wie Grassmann hier selbst zugiebt, 
iktisch nicht vollkommen. Um dies klar zu machen, geben wir hier das 
•assmannsche Verfahren in symbolischer Darstellung wieder: 

Es sei Ä^ die a:-Axe, A^ die y-Axe, Ä^ die unendlich ferne Gerade, 

ner a^ der unendlich ferne Punkt von A^^ imd Og der unendlich ferne 

mkt von A^. Der Punkt mit den Koordinaten x = 1, y = 1 sei mit e 

zeichnet, die Parallele zu A^ durch ihn treffe A^ in e^, imd die Parallele 

^1 durch e treffe A^ in e^. (Siehe Fig. 37, nächste Seite.) 

Alsdann besteht die Grassmann sehe Methode in Folgendem: Man 
ISS erstens ein Mittel haben, die Koordinaten x, y eines beliebigen Punktes 
der Ebene durch Punkte [a;], |j/] der x-Axe A^ darzustellen, die x bez. y 
r Abscisse haben. Zweitens muss man, wenn u und v irgend zwei Punkte 
r ar-Axe sind, den Pimkt [u -j- v] der x-Axe zu finden wissen, dessen 

26* 



388 



Anmerkungen zu den Abhandlungen über Geometrie 



Abscisse gleich der Summe der Abscissen von u und v ist, und drittens 
muss man den Punkt [uv] der :r-Axe finden können, dessen Abscisse gleich 
dem Produkt der Abscissen von u und v ist. Die planimetrischen Formelti: 

(1) [x]=pa^Ä^ 

> 

(3) [u + v] -JL. u€^A^\ya^{ea^)\Ä^, 

(4) [uv\ = ueA^\ya^{ea^'\A^, 



siehe Fig. 37, 

siehe Fig. 38, 
siehe Fig. 39, 



Pig. 37. 




PifT 38. 



Fig. 39. 
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geben die Lösungen dieser Aufgaben. 

Will man nun eine analytische Gleichung f{x^ y) = planimetris^^ ^^ 
schreiben, so stellt man zunächst jeden darin auftretenden konstanten Fakt^ ^^^^ 
durch einen Punkt der ic-Axe dar, dessen Abscisse die betreffende Konstan^ ^^\^ 
ist. Durch (1) und (2) werden auch x und y selbst so dargestellt Dure^J^''^ 
fortwährende Anwendung von (3) und (4) auf a;, y, auf die Konstanten 
auf die aus ihnen durch Addition und Multiplikation hervorgehenden Aus? 
drücke ergeben sich dann nach und nach alle in f(x^ y) auftretenden 
men und Produkte. Schliesslich wird dadurch die Summe aller in /"(x, 
auftretenden Glieder, die x und y enthalten, durch einen Punkt no d 
dj-Axe dargestellt, dessen Abscisse der Werth dieser Sunmie ist. Ist femi 
c das in f{x^ y) auftretende konstante Glied, so sei C die Parallele zu^ 
y-Axe mit der Abscisse — c. Alsdann verlangt f{x^ y) = 0, dass jener 
w im Schnittpunkt der iC-Axe mit C liege , sodass wC = die gesne! 
planimetrische Gleichung ist. Dabei ist w ein planimetrisches Produkt, 
ausser dem veränderlichen Kurvenpunkt p nur feste Punkte und Gerade 
enthält. 

Um z. B. die Hyperbel 

xy -\- c = 

darzustellen, bUden wir den Punkt [xy] der a:-Axe, dessen Abscisse xy is 
indem wir (4) anwenden, worin für u und v die Werthe (l) und (2) 
setzen sind. Dann konmit die zugehörige planimetrische Gleichung: 

pa^AieA^lpa^A^{eie^A^)Aia^(ea^)]A^C = 0, ' 

die, wie man sieht, auch vom zweiten Grade in p ist. 

Im allgemeinen jedoch wird der Grad der planimetrischen Gleichung 
in p höher als der Grad der analytischen Gleichung f{x^y) = 0. Der 
Grund dafür ist, dass sich der Summenpunkt [u -\- v] zweier Punkte u 
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and V der a:-Axe nach (3) als Produkt darstellt, das u und v als Fak- 
toren enthält. Ist also z. B. u ein planimetrisches Produkt, das cr-mal den 
Paktor p enthält, v eines, das ß-msl den Faktor p enthält, so enthält das 
planimetrische Produkt, das [u -|- «^] darstellt, den Faktor p {a -\- (3)-mal. 
Wenn z. B. der Kreis: 

x' + y' + c = o 

largestellt werden soll, so findet man: Das Produkt, das x* darstellt, ent- 
lält p zweimal, ebenso das Produkt, das y* darstellt. Das Produkt also, 
3as x^ -|- y^ darstellt, enthält p viermal. Die zugehörige planimetrische 
Grleichung wird also eine vom vierten Grade. Allgemein: 

Die planimetrische Gleichung, die durch das Grassmannsche 
Verfahren aus einer geordneten algebraischen Gleichung f{x^y) = 
lervorgeht, ist in dem veränderlichen Punkte p von demjenigen 
5rade, der gleich der Summe der Grade aller Glieder in f{x^y) 
linsichtlich x und y ist. 

So giebt z. B. die Hyperbel xy -\- c = eine Gleichung zweiten 
jrrades, dagegen die Parabel x^ — y = eine dritten und der Kreis 
t^ -\- y'^ '\- c = eine vierten Grades. 

Nun erhebt sich die Frage: Angenonmien, eine algebraische Gleichung 
t-ten Grades f{x^ y) = ist durch das Grassmann'sche Verfahren in eine 
planimetrische Gleichung (n -}" w»)-ten Grades verwandelt worden, was für 
iCurven werden alsdann durch die letztere Gleichung ausser der 
:Curve n-ter Ordnung dargestellt? Grassmann behauptet auf S. 85 
sum Schluss, dass dies nur die m-fach zählende unendlich ferne Gerade ^3 sei. 

In der That erkennt man dies, wenn man homogene Koordinaten ein- 
^rt: Das Koordinatendreieck bestehe aus den Geraden A^^ A^^ ^3, sodass 
ier unendlich ferne Punkt a^ der a;-Axe die Koordinaten 1, 0, 0, der un- 
mdlich ferne Punkt a^ der ^-Axe die Koordinaten 0, 1, imd der An- 
angspunkt die Koordinaten 0, 0, 1 hat. Der Punkt e, der Einheitspunkt, 
ioll die Koordinaten 1, 1, 1 haben. Alsdann hat A^ die Linienkoordinaten 
), 1, 0, A^ die Linienkoordinaten 1, 0, und A^ die Linienkoordinaten 
), 0, 1. Femer sind die Koordinaten von e^ gleich 1, 0, 1, die von e^ 
gleich 0, 1, 1. Hat nun p die Koordinaten ^d ^, ^g) ^^ findet man durch 
■ortgesetzte Matricenbildung aus (l) und (2) sofort die der Punkte [pc\ und 
y] der a;-Axe und zwar, wie von vornherein zu erwarten ist, die Koordi- 
laten jCj, 0, x^ für [x\ und die Koordinaten iCg, 0, a?3 für \jf\. 

Wenn nun der Punkt u der x-Axe die Koordinaten Wj, 0, M3 und 
1er Pimkt v der a;-Axe die Koordinaten t^^, 0, v^ hat, so liefert fortgesetzte 
tfatricenbildung nach (3) und (4) die von [u -\- v\ und [uv\. Danach 
lat der Summenpunkt [u -\- v\ die Koordinaten: 

ind der Produktpunkt \uv\ die Koordinaten 

Wendet man dies an auf die Bildung derjenigen Punkte der d?-Axe, 
ieren Abscissen x^^ xy^ y^ u. s. w. sind, so findet man, dass allgemein [x^y«^] 
iie Koordinaten x^x^^ 0, rrj"^'^ hat. Femer hat der Punkt der d?-Axe, 
dessen Abscisse gleich axfy^ ist, die Koordinaten ai^x^y 0, ajj'^'^ ^* ^®^ 
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Punkt [a] der x-Axe die Koordinaten a, 0, 1 hat Wollen wir aber 
die Smmne: 

(6) aafyi^ + hxYi/ 

durch einen Punkt der x-Axe darstellen, so haben wir in den Werthen (^5^ 
für Wj und Mj die Werthe ax^x^^ ^"^'^ und für v^ und v^ die Wertlne 
^jcficj, arj+^ zu setzen, sodass der gesuchte Punkt der x-Axe die Koor 
naten hat: 

(7) ax^^x^lx^-^^ + hxyxf^^aq+fi, 0, x;+/*+y+*^. 

Ist etwa a -\- ß'^y -\- ö^ so hat also derjenige Punkt der x-Axe, der 
Summe (6) darstellt, solche homogene Koordinaten (7), von denen sich 
Faktor xl~^^ absondern lässt, sodass die übrigbleibenden Koordinaten: 

ax^x^ + bxlx^x^-^i^-y-^, 0, x;+/* 

genau von dem Grade cc -\- ß sind, der der höchste Grad in (6) ist. 

So ergiebt sich, indem man alle Glieder in f{x^y) summirt, d^ss. ass 
schliesslich derjenige Punkt der x-Axe, der die Summe aller veränderlicta=-aen 
Glieder in f{x^y) darstellt, homogene Koordinaten hat, von denen si --ich 
x^ so oft absondern lässt, als die Summe s aller Grade aller ei -^ciQ 
zelnen Terme die Ordnung n der Kurve f(x^p) = überstei] 
Mithin stellt die schliesslich hervorgehende planimetrische Gleichung, sobi 
man sie in homogenen Koordinaten schreibt, analytisch eine Gleichung v 
der Form dar: 

^i"'9>{^ii a-j, X8) = 0, 








wo (p homogen und ganz vom n-ten Grade in x^^x^^ x^ ist. Demnach stel 




11t 

die planimetrische Gleichung ausser der Kurve «-ter Ordnuic^*^ ^S 
(p = oder /(x, y) = noch die (5 — n)-fach zählende unendlic::^ ^" 
ferne Gerade x^ = dar. Dabei ist s die Summe der Grade all» -Ä-'®^ 
Terme der Gleichung /*(a?, y) = 0. 

Immerhin lässt sich die Potenz, in der die unendlich ferne 
auftritt, häufig dadurch erniedrigen, dass man vor der Anwendung d 
Grassmannschen Verfahrens die Gleichung f(x^y) = anders schrei 
Man bemerkt nämlich nach (5), dass derjenige Punkt der x-Axe, der d: 
Summe aus ax^y^ und aus einer Konstanten h darstellt, die homogen 
Koordinaten: 

hat, die vom selben Grade wie die Summe ax"yi^ + ^ selbst sind. Wenc 
man also die algebraische Gleichung /"(x, y) = vor der Anwendung d 
Grassmannschen Verfahrens auf eine solche Form bringen kann, in de 
sie ausser Produkten nur solche Summen enthält, die aus nu 
zwei Summanden bestehen, von denen der eine konstant ist, 8^ 
hat die planimetrische Gleichimg denselben Grad wie die analytisch 
vorausgesetzt natürlich, dass man die analytische Gleichung entsprechen 
der besonderen Form, auf die man sie gebracht hat, in eine planimetrisch' 
umwandelt. So z. B. kann man die Gleichung der Hyperbel: 

^^y + i^« + y^ + ^ = 0, 
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deren direkte Umwandlung eine Gleichung vierten Grades liefern würde, 
zunächst auf die Form: 

(ax + b) {cy -f- d) -f- w» = 

bringen. Konstruirt man nun nach und nach ax -\- h^ cy -]^ d u. s. w., so 

kommt man zu einer planimetrischen Gleichung von nur zweitem Grade. 

Man kann das Grassmann sehe Verfahren noch etwas verbessern: 

Durch Veränderung des Axenkreuzes kann man ja jeden m x^ y linearen 

Ausdruck zur Abscisse machen. Darin liegt, dass sich jeder Ausdruck 

von der Form 

ax -{- ßy -]- y 

durch einen Punkt der x-Axe darstellen lässt, der p nur einmal als Faktor 
enthält. Verstehen wir nämlich unter G irgend eine solche feste Gerade, 
die eine Gleichung von dw Form ctx -^ ßy = Const. hat, so hat derjenige 
Punkt der ir-Axe, der aus dem Punkte p oder (a:, y) durch Ziehen der 
Parallelen zu G hervorgeht, das heisst der Punkt p{GA^Äy^ die Abscisse 
(ax -f- /3y) : a. Femer sei c derjenige feste Punkt der x-Ajce, dessen Ab- 
scisse gleich 1 : a ist. Nach (4) hat dann, wenn u z. p{GA^A^^ v iir: c 
gesetzt wird, der Punkt 

p{GÄ^)ÄieA^[ca^(eaJ]Ai 

der a:-Axe die Abscisse ax -}- ßy. Ist femer d der Punkt der x-Axe mit 
der Abscisse y, so giebt (3), wenn darin für u der soeben gefundene Punkt 
und d för t; gesetzt wird, den Punkt: 

p(GA^)AieA2[ca^{eaJ]A^e^A^[da^(ea^)]A^ 

der x-Axe, dessen Abscisse ax -\- ßy ~\- y ist. Dies Produkt enthält aber 
der veränderliche Faktor p nur einmal. Hieraus folgt: 

Der Grad der planimetrischen Gleichung ist nicht höher als 
der Grad der analytischen Gleichung, sobald letztere Gleichung 
Tor der Umwandlung auf eine solche Form gebracht werden 
kann, in der ausser Produkten nur zwei Arten von Summen auf- 
treten, nämlich entweder lineare Summen (wie ax -\- ßy -\- y) 
oder Summen von nur zwei Summanden, von denen der eine 
Iconstant ist. 

Dass Grassmann selbst die schwache Seite seiner Methode, sobald 
sie praktisch angewandt werden soll, erkannt hat, zeigen seine Ausfühiomgen 
in der zweiten Ausdehnungslehre, Ges. Werke I, 2, S. 207, Z. 3 — 7. Wie 
er dort sagt, „ist es zweckmässig, zuerst die algebraische Gleichung durch 
Vex&ndcmng des Koordinatensystemes so umzugestalten, dass sie möglichst 
'wenig variable Glieder enthält, ehe man zur Abloitimg der planimetrischen 
Formel schreitet". Ebenda, Z. 10 — 15, behauptet er, dass die Kurve 
dritter Ordnung: 

pqr = w, 

t>ei der p, g, r lineare ganze Funktionen von x, y sind und m eine Kon- 
stante bedeutet, die folgende planimetrische Gleichung liefert (in der wir 
^e überall im Vorhergehenden jf) statt x schreiben, trotzdem p soeben in 
Widerer Bedeutung vorkam): 

paBc{pb)aCdEfp = 0. 
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Wir wollen dies hier zeigen und dadurch ein Versprechen erfiÜlen, das 
Herr Engel in Bd. I, 2, S. 436, Z. 10—13 gemacht hat Dabei wollen 
wir so vorgehen, dass wir wahrscheinlich gerade den Gedankengang wieder- 
geben, der Grassmann selbst zu jener Behauptung geführt hat, indem wir 
einige Bemerkungen in einem Manuscripte Grassmanns zur Richtschnur 

nehmen: Durch projektive Eoor- 
dinatenändemng verwandeln wir 
die drei Geraden 1? = 0, g = O, 
r = in die Geraden: 






Fig. 40. 




a; = 0, ^ = 0, 1 — X — y = 

sodass 

xy{\ — a; — y) = m 

die Gleichung der Kurve ist. 
sei (siehe Fig. 40) der unendli 
ferne Punkt der y-Axe mit «i- 
der der x-Axe mit 6, der Azr 
fangspunkt mit c, der Punkt x = 
y = 1 mit d und der unendli 
ferne Punkt der Geraden x + y =* 
mit f bezeichnet. Femer sei 
diese Gerade selbst, B die Gerade y = 1 und JE7 die Gerade a; = m. I 
nun p ein beliebiger Punkt (a;, y), so giebt die Konstruktion paBc{jp\ 
einen Punkt u mit der Abscisse xy. Daher ist paBc(j)b)a diejeni 
Gerade parallel zur y-Axe, deren Abscisse xy ist. Mithin hat der PunC 

V .uaCdE^paBc{ph)aCdE 

tn 
die Abscisse m und die Ordinate 1 — 1», sodass er auf der Gerad 
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Fig. 41. 



mit den laufenden Koordinaten ^, Q liegt. Diese Gerade ist zu C parall 
geht also durch f. Für J = J^, ? = y geht die Gleichung der Geraden 

die der Kurve dritter Ordnung in de 
laufenden Koordinaten x^ y über, 
nach muss, wenn p der Kurve angehöre 
soll, p auf dieser Geraden liegen, 
ihrerseits in der Form vf darstellbar ist' 
Folglich ist vfp = oder: 

paBc{pb)aCdEfp = 

in der That die gesuchte planimetrisch' 
Gleichung. 

Führt man die vorhin benutzte pro^:> 
jektive Koordinatenänderung nun wiede 
rückwärts aus, so geht die in Fig. 41 
gestellte Konstruktion der Kurve dritte 
Ordnung hervor. 
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Schliesslich sei hervorgehohen, dass die Grassmann sehe Methode der 
Umwandlung der analytischen Gleichung in eine planimetrische, wie er sie 
in der gegenwärtigen Ahhandlung gieht, die Koordinatenaxen ungleichartig 
benutzt, was sich wohl verbessern Hesse. Es sei uns gestattet, hier über- 
haupt die Yermüthung auszusprechen, dass sich die Methode der Umwand- 
lung noch erheblich verbessern lässt, und auf dies interessante Problem 
hinzuweisen. 



V. Die höhere Projektivität und Perspektivität in der Ebene; 

dargestellt durch geometrische Analyse. 

Grelles Journal Bd. 42 (1851). 

Diese und die folgende Abhandlung haben noch weniger als die übrigen 
Arbeiten Grassmanns Beachtung gefunden, obgleich sie von besonderer 
Wichtigkeit sind, was wir in einer nachfolgenden Anmerkung zu S. 97 noch 
näher begründen werden. In dem Lebensbilde, das R. Sturm, E. Schröder 
und L. Sohncke im 14. Bande der Mathematischen Annalen, 1879, 
S. 1 — 45, von Grassmann gegeben haben, wird die vorliegende und die 
folgende Arbeit — ausser in der tabellarischen Uebersicht — überhaupt 
nicht berücksichtigt, was wohl dort bei den Erörterungen auf S. 18, 19 
hätte geschehen sollen. 

Zu S. 89, Z. 14 — 8 V. u. Dies ist ein Irrthum; die „aufgestellten 
Principien" allein reichen bekanntlich nicht zur Begründung dieses Funda- 
mentalsatzes der projektiven Geometrie aus. Es ist merkwürdig, dass 
Grassmann den hier erwähnten Satz nicht mit zu den „wichtigeren Er- 
gebnissen'^ rechnet. 

Zu S. 91, Z. 3—7. Wie der Kegelschnitt (8) bei der Annahme, dass 
c auf D liegt, in zwei Gorade zerfällt, erkennt man methodisch so: Wenn 
xaB nicht mit D vereint ist, so ist nach der Beduktionsregel xaBcD^c^ 
da c^D, sodass (8) ergiebt: 

cxg = 0, 

das heisst, dann liegt x auf cg. Wenn dagegen xaB mit D vereint 
ist, so ist 

xaBD = 0, 

das heisst, x liegt auf BBa. 

Zu S. 91, Z. 14 u. f. Die Frage, wann xaBcBxB^ = ist, haben 
wir in einer Anmerkung zu S. 63 methodisch beantwortet. Dort stand 
allerdings Dj statt B^, Das Ergebniss stimmt also mit dem auf S. 91, 
Z. 3 V. u., überein. 

Zu S. 91, Z. 17 — 15 V. u. Dass der Kegelschnitt xaBcx = zer- 
fällt, erkennt man methodisch so. Wir schreiben: 

xaBxc = 0. 
Ist x nicht vereint mit jB, so ist nach der Reduktionsregel 

xaBx^ {xa)Bx^ xa^ 
das heisst, xac = 0; x liegt dann irgendwo auf ac. Ist dagegen x mit B 
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vereint, so ist xaB ^^ x^ sodass die Gleichung des Kegelschnitts zur Iden- 
tität wii-d. 

Zu S. 91, Z. 9 — 8 V. u. Streng genommen ist diese ümkehrbarkeit a^*jiS 
S. 88 unten nicht bewiesen, da die beiden ersten Faktoren von xaBcDJBä^ 
Punkte und die beiden letzten Geraden sind; aber der Beweis ist leic"ki\ 
analog zu bilden. 

Zu S. 93, Z. 9 V. u. Nämlich die auf S. 91 unten angegebenen vi -^r 
Punkte. 

Zu S. 94, Z. 4 — 6 V. 0. Denn offenbar wird die Gleichung erfül It, 
wenn x auf Bj^ liegt. Wenn aber x nicht auf B^ liegt, so ist xB^ e^^in 
von Null verschiedener Zahlfaktor, der gestrichen werden darf, sodass f l i« 
Gleichung (ll) hervorgeht. 

Zu S. 94, Z. 18. Zunächst nämlich kann die Gleichung auf Z. 14 

nach Umkehrung so geschrieben werden: 

B^D^c^B^xDcBax = 0. 

Nun wird B2J)^c^B^^E= e^ gesetzt, also: 

e^xDcBax = 0. 

Wird diese Gleichung wieder umgekehrt, so geht die auf Z. 18 hervor. 

Zu S. 95, Z. 7. Die Punkte x, für die X^ = ist, werden e«^ ^^^ 
von Z. 15 V. u. an betrachtet. 

Zu S. 95, Z. 9. Mit dem bestimmten Punkt ist der Punkt XA gemein 

Zu S. 95, zweite Formel (12). Hier hat sich in unseren Abdru 
ein Druckfehler: B statt A eingeschlichen. 

Zu S. 95, Z. 6 — 3 V. u. Stillschweigend wird vorausgesetzt, di 
weder pA noch qA für alle Punkte x gleich Null ist und dass die Kurv^ 
pA = und (]A = nicht derart zerfallen, dass beide eine Kurve nieder- 
Ordnung gemein haben. Im ersteren Falle würde die Zuordnung ausarte^ — ^^^i 
im letzteren Falle müsste man diese gemeinsame Kurve eliminiren. 

Zu S. 96, Z. 9 — 13. Der nachfolgende Beweis dieses Satzes, d» ^^^^ 
übrigens, wie der Text lehrt, auch für Produkte PQ von Geraden gilt, L-^ ^* 
nicht ganz einwandfrei, da er wesentlich voraussetzt, dass die Kurvc^^ ^^^ 
pR = und (jB = keinen Zweig gemein haben. Er wäre daher hesam-^^^^ 
so zu formuliren: Die Anzahl der Punkte rc, die ein von x abhängige '^B®^ 
fortschreitendes Produkt pq oder PQ gleich Null machen, ist, sobald c^^ ^^ 
nicht unendlich viele derartige Punkte giebt, gleich a* -\- aß -{' /3Äci%P ' 
wenn j: in p oder P gerade a-mal und in q oder Q gerade ß-msA auftriti^-* 
Ausserdem ist zu beachten, dass es vorkommen kann, dass ein Punkt * ^ 

sowohl pq = macht als auch den beiden Kurven pB = 0^ qB = ' ^^ 
angehört. Er ist alsdann doppelt zu zählen, wie der Gang des Be^^^^^^ 
weises lehrt. 

Zu S. 96, Z. 10 V. u. Gemeint ist: Die Kurven der Schar (12) habe:^^®" 
die n^ festen Punkte gemein. 

Zu S. 97, Z. 17 — 15 v. u. Zwar erwähnt Grassmann hier nicht di- 
Umkehrung dieses Satzes, wohl aber ist sie in dem Satze auf S. 102, lOi» 
der folgenden Abhandlung VI enthalten. Vgl. auch S. 103, Z. 17 — 19, w» 
er als Beispiel einen speziellen Fall herausgreift. Dass jede Kurv 
(n -f- w)-ter Ordnung in der im Satze angegebenen Weise erzeugbar h 
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te Grassmann hier auf Seite 97 mit wenigen Worten sagen können: 
ch dem Satze auf S. 80, 81 lässt sich ja jede Kurve (n -f- in)-ter Ord- 
ig durch eine planimetrische Gleichung darstellen, die den veränderlichen 
akt X der Kurve (w -(- w)-mal als Faktor enthält. Man sieht ohne 
iteres, dass sich diese Gleichung stet« auf eine solche Form 

x^ r = 

Qgen lässt, in der X gewisse n Faktoren x und Y die ührigen m Fak- 
en X enthält, während A eine feste Gerade ist. Nun liegt der Fall des 
ites vor, auf den der Satz von S. 97 anwendbar ist, das heisst: 

Jede ebene algebraische Kurve (n -f- w)-ter Ordnung kann als 
rchschnitt zweier projektiver Kurvenbüschel w-ter bez. w-ter 
dnung erzeugt werden. Die n^ bez. wi* Scheitel der Büschel 
gen auf der Kurve (n -f- m)-ter Ordnung. 

Man vergleiche hierzu noch S. 103 unten. Die Abhandlungen V und VI 
1 Grassmann sind 1851 erschienen, während M. Chasles den speciellen 
;z für n = 2, m = 1 erst 1853 in den Comptes Rendus Bd. 36, S. 943, 
i £. de Jonquieres den allgemeinen Satz erst 1858 in seinem Essai sur 
generation des courbes geometriques, Mem. presentes par divers 
ants etc. Bd. 16, gab. Dennoch wird diese Erzeugungsweise der Kurven 
lerer Ordnung durch projektive Büschel von Kurven niederer Ordnung 
tändig Chasles und de Jonquieres zugeschrieben*). Man sehe z. B. 
Clebsch, Vorlesungen über Geometrie, bearb. von F. Linde- 
.nn, 1. Band, Leipzig 1876, S. 376, femer G. Salmon, Analytische 
ometrie der höheren ebenen Kurven, deutsch bearb. von 
Fiedler, 2. Aufl., Leipzig 1882, S. 494, und E. Pascal, Reper- 
•ium der höheren Mathematik, deutsch von A. Schepp, 2. Theil, 
ipzig 1902, S. 148. In Clebsch' obengenannten Vorlesungen ßnden 
li in der Anmerkung zu S. 541 die Worte:" „Es lässt sich zeigen, dass 
n so jede Grassmannsche Erzeugungsweise auf eine Chaslessche zurück- 
iren, das heisst aus den Elementen der einen die der andern bestimmen 
m". Und auch H. Schröter in seiner Arbeit: „Zurückführung der 
assmannschen Definitionen einer Kurve dritter Ordnung auf 
3 von Chasles, Cayley und Hesse angegebenen Erzeugungs- 
isen", Crelles Journal Bd. 104 (1889), S. 62-84, scheint nicht be- 
rkt zu haben, dass Grassmann selbst die Zurückführung der 
genannten Grassmannschen auf die sogenannte Chaslessche Er- 
igungsweiso in der gegenwärtigen Arbeit schon geleistet hatte. 

Dass dem in der That so ist, erläutern wir zum Ueberfluss an solchen 
ispielen, die H. Schröter selbst in seiner Abhandlung benutzt. Zunächst 
ipft er an die Grassmannsche Definition der Kurve dritter Ordnung an: 

axBcBxD^c^B^xa^ = 0, 
in der Arbeit II, in Crelles Journal Bd. 31 (1846), vgl. oben S. 62, 63, 

*) Doch erkennt zum Beispiel Gino Loria in seinem Nekrologe auf Jon- 
ieres, Bibliotheca Mathematica, 3. Folge, Bd. 3, S. 288, Anm. 5 (1902) die 
orität Grassmanns an, fügt aber hinzu: „niais qui lisait ou connaissait, 
'S rann(^e 1860, les travaux de Imventeur de TAuadehnungslehre?^^ 
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gegeben ist. Nach Grassmann verfahren wir nun so, dass wir die Glei- 
chung auf die Form 

XAY=0 

bringen, was sofort erreicht ist, wenn wir: 

setzen. B^ spielt also die Rolle der Geraden A des Textes. Auf ihr wird 
g beliebig gewählt. Dann ist nach (12), S. 95: 

Xg = 

bei längs A (oder B^) variirendem g die Gleichung eines Büschels \x^^ 
zwar eines Büschels von Kegelschnitten (n = 2), während analog 

Yg = 

die eines Strahlenbüschels mit dem Scheitel a^ ist Beide Büschel sind ^^^ 
Punktreihe g auf A (oder B^) projektiv und daher auch aufeinander j^^^®' 
jektiv bezogen. Entsprechende Kegelschnitte und Strahlen beider Büsc^^^®^ 
schneiden sich in Punkten der Kurve dritter Ordnung^ Nach S. 95, ^^ 
findet man methodisch die n^ oder vier Scheitel des Kegelschnittbüsch^^^^^^ 
indem man die Punkte x sucht, für die XB^ = ist. Grassmann selF^^^t 
hat auf S. 63, 64 gezeigt, dass es die vier Punkte 

a, BD, acD, D^DcBaD^ 

sind (vgl. auch unsere Anm. zu S. 63). Der in Schröters Arfa ^ m ^^^ 
S. 64 erwähnte Kegelschnitt X^*^ ist nichts anderes als unser Kegelschn^r""^^^ 
Xg = 0, und Schröter bestimmt auf S. 64, 65 auch diese vier Pünt^f ^ 
von neuem. Zur Vergleichung diene die Angabe der Bezeichnungen. St^t-^^^^'' 

X a B c B B^ c^ B^ a^ g 

schreibt Schröter: 

Schröter wendet sich dann zu der bei Grassmann oben auf S. "^ '^ 
angegebenen zweiten Definition der Kurve dritter Ordnung, die — v^.^^8*- 
Fig. 14 — so lautet: 

{xa^C^h^ {xd) (xaCb) = 0. 

Nach Grassmanns eigener Methode bringen wir diese Gleichung wied ^Ä-^®^ 
auf die Form 

X^ r = 0, 
indem wir etwa: 

X^{xaiCi\){xd)b, Y=:xa, A=:C 

setzen, sodass jetzt C der Träger der Punktreihe g ist und 

X^ = bez. r^ = 

das Büschel von Kegelschnitten und das dazu projektive StrahlenbÜsch 
mit dem Scheitel a darstellen. Die vier Scheitel des Kegelschnittbüsche« 
gehen nach Grassmann, S. 95, 96, hervor, wenn man die Punkte 
sucht, fär die 

XA = (xoi Ci^i) {xd)bC = 
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ist Methodisch findet man sie so: Erstens ist xct^Cih^ «= für 

Ist X nicht ^3 a^ , so muss dann xa^^ und C^ mit b^ vereint sein, das heisst 

Zweitens ist xd = für 

x^^d. 
Drittens könnte 

xa^C^b^ ^ xd 

sein. Dann müsste b^ auf xd oder also x auf b^d liegen. Multiplikation 
mit Ci ergäbe: 

xa^Ci ^ xdC^^ 

das heisst x -^ a^dC^, Aber a^dC^ liegt im Allgemeinen nicht auf fcj d. 
Dieser dritte Fall ist daher ausgeschlossen. Endlich ist X == auch dann, 
wenn xa^C^b^ und xd mit b vereint sind. Dann liegt x auf bbiC^a^ und 
auf bd^ also: 

X ^ bb^^C^a^ibd). 

Die vier gefundenen Punkte: 

:findet auch Schröter S. 67 für den von ihm X^^ genannten Kegelschnitt, 
der eben unser Kegelschnitt Xg = ist. Seine Bezeichnungen statt 

X a^ C^by d a C b g 
sind 

Wir konmien zu Grassmanns dritter Definition der Kurve dritter 
Ordnung auf Seite 74, die — vgl. Fig. 16 auf S. 77 — die Form hat: 

{xaÄ){xbB){xcC) = 0. 

Wir bringen sie auf die Form: 

X^ r = 0, 
indem wir etwa: 

X^{xbB){xcC\ Y=xa 

setzen, sodass, wenn g ein veränderlicher Punkt auf A ist, Xg = das 
Kegelschnitt- und xag = das Strahlenbüschel darstellt Die Scheitel 
des Kegelschnittbüschels sind die Punkte x, für die 

XA = (xbB) {xcC)A = 

ist. Es ist erstens xbB = für 

x^b, 
zweitens ist xcC = für 

x^c» 
Drittens ist zu setzen: 

xbB ^ xcC. 

Multiplikation mit x gäbe entweder xb^Exc^ was zu Punkten x auf bc 
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führen würde, die jedoch keine Lösungen ergeben, oder aber, dass o; mit | '^ 
B und C vereint ist, das heisst 

X BC, 

Endlich kann noch xhB und xcC mit A vereint sein, was zum Punkte 

x^{ABh){ACc) 



i'« 




führt, wie man sofort sieht. Dies deckt sich wieder mit Sebröters Et- 
gebniss auf S. 73, wo er statt 

X a A h B c C g 
schreibt: 

Schröter betrachtet alsdann noch die allgemein gefassten 6ra^ ^' 
mann sehen Definitionen der Kurve dritter Ordnung auf (8. 75 und 8 '^)' 
Doch wollen wir diese Erläuterung nicht so weit ausdehnen. Das Vorh^^^' 
gehende dürfte zur Genüge zeigen, dass Schröters Ergebnisse dire ^ 
aus Grassmanns eigenen Vorschriften in Grassmanns Abhan- -^* 
lung V folgen. Natürlich sehen wir hierbei von den Bemerkun^^^®^ 
Schröters über die Cayley-Hessesche Erzeugungsweise ab, die uns hrrr -i®^ 
nichts angeht. Wir fassen unsere Betrachtung zusammen in der Behauptui«:^^^ß' 

Die Chasles und de Jonquieres zugeschriebene Erzeugung d 
algebraischen Kurven der Ebene ist schon vor Chasles and Jo 
quieres von Grassmann gegeben worden. Zugleich hat Gras 
mann gezeigt, wie aus der linealen Konstruktion der algebraisch 
Kurve diese neue Erzeugung abzuleiten ist. 

Zu S. 97, letzter Absatz, und S. 98. Diese Betrachtungen sind wo^c::^^^'"^ 
nicht einwandfrei. Die Sache liegt so: Es ist -X ein Produkt, das n-mal - f 
als Faktor enthält. Wird g irgendwie auf A gewählt, so ist Xg = c^E^*® 
Gleichung der dem Punkte g projektiv zugeordneten Kurve n-ter Ordnun^^-^*^^' 
die durch die n^ Scheitel geht, für die XA = ist. Insbesondere heis-^^*^® 
diese Zuordnimg Perspektivität, wenn die Kurve Xg = durch g geli— • "^ 
wie auch g auf A gewählt sei. Also muss im Falle der Perspektivität _ ^ 

so beschaffen sein, dass die Kurve (« -[- l)-ter Ordnung Xa; = ^== v) 
von allen Punkten g der Geraden A erfüllt wird. Dies ist zui: -^^"^ 
Beispiel der Fall, wenn X die im Text angegebene Form px hat, aber m' ^^ 
ist nicht bewiesen, dass dies die einzige Möglichkeit ist. Es ist ausserder ^^^^ 
zu bemerken, dass Grassmanns Definition der Perspektivität (im Gegei^^ ^^^' 
Satze zu der der Projektivität) sich nur auf die Darstellung der Kurve^^^^. 
durch planimetrische Produkte bezieht, dagegen vag wird, wenn man dm: f-yox 
Betrachtungen rein geometrisch anstellen will. In der That ist der Satr-^^^ 
den Grass mann auf S. 98 aufstellt, in der nächsten Abhandlung, S. 10^^*^' ^ 
Z. 9 — 12, eine Definition, und mit Hecht hebt Grassmann daselbslr ^^*^ ^ 
Z. 13 — 15, hervor, dass man noch beweisen muss, dass die so definirt^ -^tie 
Perspektivität ein specieller Fall der Projektivität ist. 
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. Die höhere Projektivität in der Ebene; dargestellt durch 

Funkt ions Verknüpfungen. 
Grelles Journal Bd. 42 (1861). 

Zu S. 99, Z. 4 Y. u. Gemeint sind ganze rationale Funktionen. 

Zu S, 100, Z. 3. Der Faktor ist natürlich konstant. 

Zu S. 100, Z. 9. Vorausgesetzt, dass die Kurven ^ = und B = 
me Kurve niederer Ordnung gemein haben, indem sie zerfallen. Dann 
Lsste man von dem Ä und B gemeinsamen veränderlichen Faktor natür- 
h absehen. 

Zu S. 100, Z. 11 u. 13. Grassmann schreibt a statt a, aber a 
bt doch schon in (1) in anderer Bedeutung auf. Auf S. 102 schreibt 
selbst übrigens a. 

Zu S, 100, Z. 19, 20. Die Worte: „oder durch einen Punkt dieser 
LTve" gehören zum Hauptsatz, nicht zum vorhergehenden Relativsatz. 

Zu S. 100, Z. 17 V. u. Die Kurven Ä = und B =*= werden kurz 
t Ä und B bezeichnet. 

Zu S. 102, Z. 12. Denn Ä und C baben «(w + n) Punkte gemein, 
so bleiben noch « (tw -f- w) — m» = w* Punkte übrig. 

Zu S. 102, Z. 13. In der That ist a — 1 = | w« + f «i — 1< wl 

Zu S. 102, Z. 15. Gemeint ist: Auf C wird ein Pimkt beliebig ge- 
Lhlt; durch ihn und jene Punkte legt man die einzige vorhandene Kurve 
^ vom w-ter Ordnung u. s. w. 

Zu S. 102, Z. 18. ÄB^ und A^B bedeuten natürlich die aus Ä und 
bez. Ä^ und B bestehenden zerfallenden Kurven (n -j- m)-ter Ordnung. 

Zu S. 102, Z. 13, 12 V. u. Denn nach S. 102 oben bestimmen gerade 
— 1 Punkte eine Kurve (w + n)-ter Ordnung. 

Zu S. 102, Z. 12 — 10 V. u. Denn die m* Schnittpunkte von Ä und 
gehören den beiden Kurven AB^ und A^B^ also auch der Kurve C an. 

Zu S. 102, Z. 5 u. 3 V. u. Beweglich wie in früheren Abhandlungen 
1 Sinne von veränderlich gemeint. Man vergleiche übrigens zu diesem 
ize unsere Anmerkungen zu S. 97. 

Zu S. 103, Z. 5. Denn als die mn Punkte der C wählt man, da 
= 1 ist, solche n Punkte,, die in einer Geraden A liegen. Durch diese 
Punkte wird eine Kurve w-ter Ordnung B gelegt, die also C noch in 
Punkten trifft, durch die sich eine veränderliche Kurve B^ von ft-ter 
-dnung legen lässt, nämlich eine Kurve, die C noch in einem beliebig 
ihlbaren Punkte trifft und durch die Wahl dieses Punktes bestimmt ist, 
)gt man durch diesen und durch den (ft -|- l)-ten Schnittpunkt von A 
d C eine Kurve erster Ordnung, das heisst eine Gerade A^^ so trifft A^ 
,ch dem vorhergehenden Satze B^ ausser in jenem gewählten Punkte von 
noch in n — 1 Punkten, die auf C liegen. Anders ausgesprochen: Alle 
Schnittpunkte, die B^ mit C ausser den n^ mit B gemeinsamen Punkten 
►ch sonst gemein hat, liegen auf einer Geraden A^ durch den (n -f" l)-ten 
ihnittpunkt von A und C, 

Zu S. 103, Z. 13 — 15. Denn eine Kurve n-ter Ordnung wird durch 
»(n + 3) Punkte bestimmt Es muss also mn ^ ^n(n -{- 3)^ das heisst 
^ 2w — 3 sein. Dies ist erst von m = 3 an eine Bedingung für n. 

Zu S. 103, Z. 18. Wir legen hier Gewicht auf das Wörtchen: ,^a- 
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mentlich". Es zeigt deutlich, dass Grassmann hier auch an den allge 
meinem Fall der Erzeugung der Kurven durch zwei projektive Kurven- f "^ 
büschel gedacht hat. Man vergleiche unsere Auseinandersetzangen za S. 97. 

Zu S. 103, zweite Hälfte. Es sind jetzt statt einer Kurve B^ deren 
zwei, B^ und B^j durch die n^ Punkte gelegt worden, in denen B ausser 
in den n Schnittpunkten mit Ä nochmals die Kurve C trifft Durch diese 
n* Punkte gehen also drei Kurven w-ter Ordnung -B, 5^, B^. Jede trifft 
C noch in n weiteren Punkten, die jedesmal auf einer Geraden Aj A^^ A^ 
liegen. Diese drei Geraden treffen sich in dem nachher mit k bezeichneten 
Punkte, in dem A die Kurve C zum (n -\- l)-ten Male trifft. A^ A^^^ -^4^ 
sind also Strahlen eines Strahlenbüschels mit dem Scheitel A; und B^ J?^, .B« 
Kurven eines Kurvenbüschels ti-ter Ordnung mit n^ Scheiteln (MittelponkteoL}* 
Nach dem ersten Satze auf S. 101 besteht zwischen beiden Büscheln eLmzie 
projektive Bezeichnung. 

Zu S. 103, Z. 7 V. u. Die 3n Durchschnitte sind die Punkte, in den^sn 
A und B^ femer A^ und J?^, endlich A^ und B^ einander treffen. 

Zu S. 103, Z. 6, 5 V. u. Da zwei verschiedene Kurven (n -|- l)-t>^r 
Ordnung nur (n -|- 1)^ Punkte gemein haben, müssen hier beide Korv^^^n 
nothwendig zusammenfallen. 

Zu S. 104, Z. 9 — 15. Vgl. unsere Bemerkung zu S. 97, letzter 
satz, und S. 98. 

Zu S. 105, letzter Absatz, und S. 106. Etwas unklar. Grassma 
geht darauf aus, von den n^ Scheiteln (Mittelpunkten) des auf S. 103 
fundenen Büschels n — 1 auf eine Gerade zu bringen. Zu diesem Zw 
zieht er eine Hülfsgerade B, die aber mit der früheren Kurve 
nichts zu thun hat. Uebereinstimmung in den Bezeichnungen wird 
dem Früheren erreicht, wenn man diese Gerade anders, etwa &, nenfi 
und statt 

^ B r^ r^ Tj i?i p^ p^ kp^ kp^ 
liest: 

C G B Bi B^ p p^ p^ A^ A^. 

Zu S. 106, mittlerer Absatz. Zu jedem Punkte Pi^ p%y p^ . . auf .» — 
gehört eine Kurve I\, Fg? ■'Ij • • -i *^®^ B.\iGh ein projektiv zugeordne 
Strahl durch k. In Fig. 23, S. 105, wird die aus der projektiven synth 
tischen Geometrie wohlbekannte Konstruktion ausgeführt. 

Zu S. 106 Z. 3 V. u. Denn x liegt auf kg^ dem der Kurve F zage 
ordneten Strahl durch k. 

Zu S. 107, Z. 1, 2. In einer späteren Abhandlung geschieht die^ 
nicht, wohl aber in der vorhergehenden in § 5. Beachtet man noch, 
die vorliegende Arbeit, siehe S. 108, vom Juli 1850, aber die vorher^ 
gehende, siehe S. 98, vom Juli 1851 datirt ist, was man zunächst 
einen Druckfehler halten könnte, so lassen beide Umstände darauf schliessen^ ^^ J 
dass höchst wahrscheinlich die Arbeit VI älter als die Arbeit ""*^ 
ist. Nur die ersten Worte auf S. 98 und die Seiten 107, 108 wären also va 
der Drucklegung von VI, da inzwischen auch V fertig war, hinzugekommen, 
wobei dann Grassmann den Hinweis S. 107, Z. 1, 2, in einen 
auf die vorhergehende Arbeit umzuwandeln vergessen hätte. 

Zu S. 107, Z. 4. Früher, das heisst in der Arbeit V auf S. 95 u. f 
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VU. Erzeugung der Kurven vierter Ordnung durch Bewegung 

gerader Linien. 
Grelles Journal Bd. 44 (1852). 

Zu S. 109, Z. 13 V. u. Siehe S. 83. 

Zu S. 111, Z. 8. Hier müsste eigentlich noch bemerkt werden, dass 
diejenigen Ecken des Polygons, die von der Diagonale getroffen werden, 
nämlich x und ^, nicht an Gerade gebunden sind. 

Zu S. 111, Z. 10, 11. Der gemeinschaftliche Schenkel ist Z. 

Zu S. 111, Z. 12, 11 V. u. „Statt der Diagonale^^ bezieht sich auf 
die unter 4) erwähnte Diagonale. 

Zu S. 112, Z. 11 V. u. Grassmann wählt ein Sechseck und kein 
Fünfeck, weil sich sonst nicht die allgemeinste Kurve vierter Ordnung er- 
giebt, denn später, vgl. Anm. zu S. 126, Z. 1 — 5, braucht er alle festen 
Elemente des Sechsecks. 

Zu S. 112, Z. 1 V. u. „Spitze^\ um die Gegenseite des Fünfecks nach- 
her als Grundseite bezeichnen zu können. 

Zu S. 113, Z. 1 u. 4. Hier hat sich der Druckfehler p statt p^ ein- 
geschlichen. 

Zu 8. 114, Formeln (7) und (8). Vgl. S. 59, 60. 

Zu S. 115, Satz. Vgl. S. 88. 

Zu S. 117, Z. 1. Gemeint ist, dass die erstere durch alle Punkte 
geht, die Ä gleich Null machen, u. s. w. 

Zu S. 118, Z. 21, 22. Denn xaB ist nach dem Satze auf S. 117 
theilbar, wenn a in ^ liegt, ebenso xaB\^ dies ausserdem, wenn \ in B liegt, 
endlich xhC^ wenn h in. C liegt. Nach dem Satze, der auf S. 118 voran- 
geht, ist femer xaBh^ixli) oder also {[xaB^h^ixl)) auch dann theilbar, 
wenn h^ mit h zusammenfällt, und xaB(xhC) oder also [(xa)B^ [(^^)^] 
dann, wenn B mit C zusammenfällt. 

Zu S. 118, Z. 19, 18 V. u. Dies folgt aus dem Satze auf S. 117. 

Zu S. 118, Z. 17 V. u. Dies folgt aus dem obigen Satze auf S. 118, 
sobald man das Produkt so schreibt: [x {a B)b^^(xh\ wo also b^ und b die 
konstanten und xaB und x die veränderlichen Faktoren sind. 

Zu S. 118, Z. 8 — 4 V. u. Die Theilgeraden sind nämlich: J5, wenn a 
in B fällt, femer ab^, wenn b^ in B fällt, femer ab, wenn b^ in b fällt, 
endlich 66]^, wenn a, 6, b^ auf einer Geraden liegen. 

Zu S. 119, Z. 5 — 9. Die Theilgeraden sind: 5, wenn a in B fällt, 
femer C, wenn 6 in C fällt, femer ab, wenn B £E: C, endlich a6, wenn a6, 
B und C durch einen Punkt gehen. 

Zu S. 119, Z. 15 V. u. Nämlich nach dem letzten Satze auf S. 118. 

Zu S. 119, Z. 9 V. u. Gemeint ist der Satz auf S. 116, in dem 
xaBbi für -4, femer xb für B und d^ für c zu setzen ist. 

Zu S. 119, Z. 7 V. u. Hier ist derselbe Satz anzuwenden, indem 
xaBb^{xb)d^ für A^ xe für B und f^ für c zu setzen ist. 

Zu S. 119, Z. 4 V. u. Gemeint ist der erste Satz auf S. 118, wobei 
xaBb^{xb)d^ und xe die beiden Faktoren sind. In ihnen sind wieder 
xaBb^(xb)d^ und x die veränderlichen, dagegen d^ und e die konstanten 
Faktoren. 

OraBsmann, Werke. H. 26 
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Zu S. 120, Z. 8, 7 V. u. In jenem Satze auf S. 114 ist nftmlich q 
durch ftj, 2) durch d^/i und c durch b zu ersetzen. Der Punkt BD ^es 
Satzes ist der noch fehlende Punkt d^f^B. 

Zu S. 121, (2). Wir wollen dies unter Benutzung der Reduktions- 
regel (siehe S. 377) methodisch ableiten: Es ist xaB = 0, wenn a; = a, 
femer xbC = 0^ wenn a; ."" 6, drittens xeE=0^ wenn x^e. Treten 
diese Fälle nicht ein, so kann: 

xaB ^E xbC 

sein. Multiplikation mit b giebt: 

xaBb ^ rr5, da xb^b^ 

und, wenn dies mit B multiplicirt wird: 

xaB iEE: xbBj da xaB^B 

das heisst: x liegt auf B. Ebenso ergiebt sich x auf C, also x ^ B^C- 
In der That ist dann xaB EE:z (BC)aB ^ BC, xbC^{BC)bC ^- :^0 
Nun ist anzunehmen: 

xaB{xbC)B=^0, 

das heisst: xaB und xbC sind mit 2) vereint. Also: 

xaB{xbC)=:B, 

Multiplikation mit B oder C giebt, da xaB'^B, xbC^C: 

xaB ^ DB und xbC^DC, 

Multiplikation mit a bez. 6 giebt weiterhin: 

xa ^=: DBa und xb ^=. DCb, 
Also ist 

xzi DBa(DCb). 

In der That ist dann xa^DBa, xaB ^ DB, xb^DCb, xbC^EDm^ 
daher xaB{xBC)D7^ DB{DC)D = 0. Nun sei: 

xaB{xbC)D(xeE) = 0. 

Multiplikation mit D giebt entweder den schon erledigten Fall 

xaB(xbC)D = 

oder, dass auch xeE mit D vereint sein muss, also x vereint mit DEeJ^ 
Dagegen giebt Multiplikation mit E, weil xeE =^ schon erledigt ist,^ 
dass xaB(xbC)D mit E vereint ist, also: 

xaB(xbC)DE=0, 

Dies ist die Gleichung eines durch die schon gefundenen Punkte o, 5, 
BC, DBa{DCb) oder a, 6, c, e2 gehenden Kegelschnitts, von dem man nach 
folgender Methode beliebig viele Punkte finden kann: Jede Gerade durch 6, 
z. B. die Gerade mb — wo w ein beliebiger Punkt ist — trifft den 
Kegelschnitt außer in b noch in einem zweiten Punkte x. Nach der Glei- 
chung des Kegelschnittes liegt dieser Punkt auf der Geraden xbC{DE)Ba 
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oder, da xb^mb ist, auf der Geraden mbC{DE)Ba, Da er außerdem 
auf mb liegt, so ist: 

X = mbC{BE)Ba{mb), 

Wie auch m gewählt sein mag, stets ist dies ein Punkt des Kegelschnittes. 
Setzen wir z. B. w ^ DE, so ist mbC{pE) EE BEb^ also 

X = BEbBa{BEb) = BEbB, 

nach der Reduktionsregel. Dies ist der von Grassmann mit r bezeich- 
nete Pankt. Wir kennen nun von dem Kegelschnitt die fünf Punkte a, 5, 
c, dy r. Für die oben gesuchten Punkte x, für die xaB(xbC)B{xeE) = 
ist, liegen jetzt zwei Bedingungen vor: Erstens sollen sie mit BEe vereint 
sein und zweitens auf diesem Kegelschnitt liegen. Sie sind demnach 
die Schnittpunkte f und g der Geraden BEe mit dem Kegelschnitte durch 
a, &, c, d, r. 

Endlich haben wir 

xaB{xbC)B{xeE)F = 

zu setzen, das heisst xaB(xbC)B und xeE sollen mit F vereint sein. 
Letzteres sagt aus, dass x auf FEe^ ersteres, dass x auf dem Kegelschnitt 

xaB{xbC)BF=0 

liegt Dieser Kegelschnitt unterscheidet sich von dem vorigen durch F 
statt E und geht daher durch die von Grassmann genannten Punkte 
a, 5, c, d, s. 

Zu S. 121, (3). Hier kann man ganz analog methodisch vorgehen, 
um die Grassmann sehen Formeln zu erhalten. Wir begnügen uns mit 
der Angabe der Gleichung des in der letzten Zeile auftretenden Kegelschnitts: 

xaBb^(xb)F=0. 

Zu S. 122, (4). Ebenso; die Gleichung des Kegelschnitts ist hier: 

xaBb^(xb)d^EF=0. 

Zu S. 122, (o). In der dritten Zeile tritt f auf, das erst in der 
übernächsten als DE definirt wird. Die Gleichung des Kegelschnitts ist hier: 

xaBbiCxDF=0. 

TäVl S. 122, (6). Die Gleichungen der beiden Kegelschnitte sind: 
xaBb^Cxc^ = 0. xaBb^CxDc^EF = 0. 

Zu S. 122, Z. 3 V. u. Es geht nämlich xb{xaBb^d^x = aus der 
unter (9), S. 114, angegebenen Form axBcx = hervor, wenn a^ B^ c 
durch 6, xaBb^^ d^ ersetzt werden. 

Zu S. 123, Z. 5. Gemeint ist, dass durch die neun Punkte unendlich 
viele Kurven dritter Ordnung gehen. 

Zu S. 123, Z. 6. „Jene Produkte" sind diejenigen, deren Verschwinden 
in § 3 untersucht wurde. 

Zu S. 123, Z. 9. Die HinzufQgung des Faktors G ist auch deshalb 
nöthig, weil die Gleichung sonst zum Schlüsse zwei ungleichartige Fak- 
toren hätte. 

26* 
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Zu S. 124, Z. 3. Denn durch die drei Punkte kann man eine Gerade, 
durch fünf der übrigen einen Kegelschnitt legen. Beide zusammen bilden, 
eine Kurve dritter Ordnung, die zu den unendlich vielen Kurven dritte^" 
Ordnung durch die neun Punkte gehört. 

Zu S. 126, Z. 1 — 5. Hieraus erhellt, dass beim zweiten und fünftesum 
Satze, S. 112, 113, noch zwei lineare Bedingungen hinzugefügt werde«:!:^ 
dürfen, beim sechsten nur noch eine, dass dagegen beim ersten, dritten um 
vierten Satze gerade die geringste Zahl von Daten, die möglich ist, benutz' 
wird. Deshalb muss Grassmann im ersten Satze noth wendig ein Sechsecl 
statt eines Fünfecks benutzen, vgl. die Anm. zu S. 112, Z. 11 v. u. 

Zu S. 126, mittlerer Abschnitt. Siehe hierzu die beistehende Fig. 4? 
in der die Reihenfolge der Konstruktionen angegeben ist. Die zum Thei 
noch willkürlichen Geraden sind durch strichpunkürte Linien angedeutet 




Flg. 42. 







Zu S. 126, Z. 4 u. 3 V. u. Es handelt sich hier um zwei verschiedene 
Kegelschnitte. 

Zu S. 127, Z. 1 — 3. f und g werden erst Z. 11 u. 9 v. u. bestimmt 
Zu dem hier behandelten dritten Fall vgl. beistehende Fig. 43 mit Angabe 
der Reihenfolge der Konstruktionen. Dabei haben wir r und s nach dem 
Pascal sehen Satze aus den Sechsecken a, t, Ä, 5, c, r und a, ♦, Ä, 6, c, s 
konstruirt. 

Zu S. 128, (4). Die Fälle (4) bis (6) sind von Grassmann nicht 
ausführlich behandelt worden. Wir leiten daher hier die Formeln metho- 
disch ab. Im Falle (4) sind die neun Punkte a, &, c, d, e, /*, g^ ä, % ge- 
geben, von denen nach S. 123 

e, /*, g bez. e, d^ h 
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auf Geraden und 



a, 6, c, d, hj i bez. a, c, /*, ^, /r, i 



auf Kegelschnitten liegen. Alsdann sollen B^ 6^, d^^, E^ F so bestimmt 
werden, dass die Formeln (4), S. 122, gelten, die wir so zusammenstellen: 



(«) 
(ß) 

(0 

(?) 



{ 



(Ä, t)=F.[a, 5, c, d, r], 
wo r = i;Fdi J5. 

Fig. 43. 




{6) giebt mit a multiplicirt ab^^ fa, das heisst: \ liegt auf a/*; (a) giebt 
mit h multiplicirt 56^ ^ c6, das heisst: 6^ liegt auf ftc, daher: 

&i bc(af). 

Wird dies in (a) und (d) eingesetzt, so kommt bcB^=c und afE^^f, 
das heisst: c liegt auf B und /' auf K (t) giebt mit /* multiplicirt, weil 
f auf ^ liegt: 
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dagegen mit c multiplicirt, weil c auf B liegt: 

B = cg. 

Setzen wir die für h^ , U, B gefundenen Werthe in (er), {jS) und (e) ein, so 
werden diese Gleichungen erfüllt. Dagegen geben {ß) und (y): 

('0 hc{af)d^{cg)a{hd^) = d, 

W bd,(ßf) = e, 

(ri) giebt mit a multiplicirt bc(af)d^(cg)a b da, dies mit cg multiplicirt - 
bc(af)di{cg) - da{cg), dies mit d^ multiplicirt hc{af)d^T7:l da{cg)dy^ 
das heisst: d^ liegt auf da(cg)\hc{af)\. (O) giebt mit h multiplici 
hd^ ESr e6, das heisst: d, liegt auf eb. Also ist: 

d, = da{cg)[bc{af)'\{eb\ 

Dies ist aber der bei Grass mann angegebene Punkt, nämlich zunächst de 
Punkt adBb^{eb) oder, da e, 5, d auf einer Geraden liegen, also eb ^\b 
ist, der Punkt adBb^(bd), Setzen wir ihn in (r/) und (O) ein, so gehe 
identisch erfüllte Gleichungen hervor, weil d^cft und e^'^gf. Es handel 
sich also nur noch um die Erfüllung der Forderungen (f ). Der in (f) auf 
tretende Kegelschnitt enthält die Punkte a, 6, c, d, /*, f, die ja nach Vor 
aussetzung wirklich auf einem Kegelschnitt liegen. Nach (f) ist ferner 

r soll auf B und auf dem Kegelschnitt liegen. Dasselbe thut aber c, also ist 

^ (c, r) ^ J5 . [a, 6, c, d, ä]. 

Hierdurch wird r bestimmt. Wird die zweite Formel in (f) mit d^ multi- 
plicirt, so kommt rd^^ EFd^-, dies giebt mit E multiplicirt rd^E^ EF, 
das heisst rd^ E liegt auf F. Wegen F^hi liegt auch h auf JP", daher: 

Zu S. 128, (5). Hier sind a, 6, c, d, e, /i g, ä, t so gegeben, dass 
nach S. 123 

e, /*, ^ bez. e, Ä, i 

je auf einer Geraden und also die Punkte 

a, 5, c, d, Ä, t bez. a, 5, c, d, /*, ^ 

je auf einem Kegelschnitte liegen. Es handelt sich dann nach (5), S. 122, 
darum, B, b^, C, /), -B, F so zu bestimmen, dass die Formeln gelten: 

(«) BC=b, 

(ß) ab,C = c, 

(y) DCb^BaB^d, 

(«) efCb,Ba(ef)^g. 

l (Ä, i) --- FEe . [a, 6, c, d, r], 
^^ I wo r = DF. 
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ach (ß) geht C durch c. («) giebt also mit c multiplicirt 

C ■— bc, 

ach (a) geht ferner B durch b. Wir ziehen B beliebig durch b, 
un ist (a) erfüllt. Setzen wir C ibc in (j3) ein, so kommt ab^(bc) ^ c, 
IS heisst, wenn mit a multiplicirt wird, ab^^=i ca^ sodass b^ auf ac 
^^' (> ) giebt mit a multiplicirt: DCb^BozEH da^ dies mit B multiplicirt 
Cb^B ^ daB, dies mit b^ multiplicirt: BCb^^daBb^^ das heisst b^ 
?gt auf daB{BC). Da b^ auch auf ac liegt, folgt: 

b^ = daB{BC)(ac). 

ii^ ist (/i) auch erfüllt, wie man durch Einsetzen der gefundenen Werthe 
on &i und C sieht. Femer kann (j) so geschrieben werden: 

b^(BC)BaB = d, 

Iso, wenn der Werth von 5, eingesetzt wird: 

daB{BC) (ac) {BC)BaB = d, 
as heisst: 

daB{BC)BaB = d. 

►ies reducirt sich auf daB^^d, das heisst d liegt auf D, Nach (d) 
egt auch f auf 2), also kommt: 

B = fd. 

►urch die gefundenen Werthe wird (y) erfüllt. Nach (ß) geht jE durch f, 
ITir ziehen jE beliebig durch f. Nim ist auch (d) erfüllt. Sehen wir 
orläufig von der Gleichung (e) ab, so bleiben die Forderungen (f) zu 
rfüllen. Danach liegt r auf B. Da auch d auf B liegt, so ergiebt sich, 
ass der Kegelschnitt durch die Punkte a, 6, c, d, r, Ä, t von der Geraden 
) m d und r geschnitten wird. Also wird r bestimmt durch: 

(d, r) ^ 7> . [a, 6, c, d, ä]. 

[ach (f) muss jetzt nur noch FEe ^H Ät und die Bedingung, dass r auf 
'" liegt, erfüllt werden. Da aber e, Ä, » auf einer Geraden liegen, so giebt 
rsteres: FEe^ eh^ das heisst multiplicirt mit E: FE ekE, sodass F 
urch ehE geht. Mithin ist: 

Fz ehEr. 

etzt sind alle Forderungen erfüllt bis auf die Gleichung (f). Es lässt 
ich aber leicht einsehen, dass auch diese Gleichung jetzt befriedigt wird. 
V^enn wir nämlich die im Vorhergehenden konstruirten Punkte und Geraden 
enutzen und mit ihrer Hülfe das Produkt (vgl. (5) auf S. 122): 

xaBb^CxB{xcE)F 

ilden, so wissen wir, dass es für neun Punkte, durch die unendlich viele 
[urven dritter Ordnung gehen, gleich Null ist, und zwar sind a, 6, c, d, 
, /*, Ä, t acht von diesen Punkten. Nach Voraussetzung geht aber jede 
[urve dritter Ordnung, die diese acht Punkte enthält, auch durch g. Also 
jt g der neunte Punkt, für den jenes Produkt gleich Null ist. Nach (5), 
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8. 122, ist aber efCh^Ba{ef) dieser neunte Punkt, das heisst: die Glei- 
chung (f) ist erfüllt. 

Zu S. 128, (6). Wieder sind a, 6, c, d, e, /*, ^, Ä, t gegeben und 
dabei liegen e, /', g nach S. 123 auf einer Geraden, während die sechs 
übrigen Punkte a, 6, c, d, A, t auf einem Kegelschnitt liegen. Nach (6), 
8. 122, handelt es sich darum, J5, 6j, C, Cj, D, i7, jP so zu bestimmen, dass 
die Forderungen erfüllt werden: 

(a) BC=h, 

iß) a\C^c, 

(y) DCbiBaD = d, ^ 

(d) 2) J5 = e, 

(f j (/; ^) = E . [a, t, c, c'i, r], wo r EE i^iCi^, 

(?) (Ä, t) = F . [a, 6, c, d, s], wo s ^ FEc^D. 

Nach (j3) geht (7 durch c. («) giebt daher mit c multiplicirt: 

C ET bc. 

Nach («) geht femer B durch 6. Wir ziehen B beliebig durch 
Dann ist (a) erledigt. Setzen wir C^bc in (j3) ein, so kommt ab^(cb)^^ 
oder bc{abj) EEz c, das heisst: ab^ geht durch c oder also: 5j liegt auf €0- 
Nun giebt (>) mit a multiplicirt: DCb^Ba^E da^ dies mit J? multiplicir' 
BCh^B = dfa^, dies mit 7>C multiplicirt: BCb^ = daB{pC\ das heiss 
6i liegt auch auf daB{DC), Demnach ist: 

bi^daB(DC)(ac), 

Durch die für b^ und C gefundenen Ausdrücke wird, wie man leicht sieh 
(ß) erfüllt. Nach (y) geht femer I) durch d, nach (d) durch e, also: 

D^de. 

Jetzt ist auch, wie man rechnerisch sofort bestätigt, die Gleichung (y) er" 
füllt. Nach (6) geht E durch c, nach (f) durch /*, also: 

E=ef, 

Nach (f) liegt r auf 5. Auch 5 liegt auf B, Femer liegen a, 5, c, /", ^, 
nach («) auf einem Kegelschnitte. Folglich bestimmt sich r so: 

(6, r) = 5 . [a, 6, c, f, g]. 

Nach (f) geht ft^q durch r oder also rb^ durch c^. Daher kommt 
Bestimmung von c^i 

(r, gJ = rb^ . [a, ?>, c, /*, ^]. 

Nunmehr ist auch (f) erfüllt, da e, /*, ^ auf einer Geraden liegen, nämlich 
auf E. Nach (f) geht 2*^ durch Ä. Aus der zweiten Gleichung (f) folgt 
ferner durch Multiplikation mit c^, dass sc^^ FEc^ ist, hieraus durch 
Multiplikation mit E^ dass sc^E^ FE ist. Wird dies mit h multiplicirt, 
so folgt, da F mit h vereint ist: 

F^^jc^Eh. 
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Ird dieser Werth in die zweite Gleichung (f) eingesetzt, so kommt 

= sc^EhEc^D ^ sc^Ec^D ee sc^B, also liegt s auf D. Da auch d auf 

liegt, so folgt, weil a, ft, c, d, 5, h nach (f) auf einem Kegelschnitt 

>gen sollen: 

(dj s)^ D . [a, 6, c, (i, ä] , 

odurch 5 bestimmt wird. Wir behaupten, dass jetzt auch (f) erfüllt ist. 
or die zweite Gleichung (f) leuchtet dies sofort ein. Was die erste an- 
»trifft, so ist zu beachten, dass a, 6, c, d, /i, i nach Voraussetzung auf 
im darin auftretenden Kegelschnitt liegen und auch F durch h geht. £s 
iebe also nur noch übrig, festzustellen, dass F auch durch i geht. Dies 
.gt so: Derjenige Punkt i, der nach (f) aus a, ft, c, d, c, f, g durch 
5 gefundenen Punkte und Geraden B^ 5,, C, Cj, 7), ü/, l'' bestimmt wird, 
gi mit a, ft, r, rf, e, /*, g auf unendlich vielen Kurven dritter Ordnung. Das- 
be thut der gegebene Punkt i, der also mit ihm identisch sein muss. 

Zu S. 128, Z. 12 — 15. Dies und das Folgende ist durch unsere obigen 
merkungen schon genügend erläutert. 

Zu S. 129, Z. 10—12. Wir haben dies in Fig. 42 und 43 durch 
mmerirung der auf einander folgenden Konstruktionen deutlich zu machen 
•sucht. 

Zu S. 129, Z. 13—17. Dies wird in § 8 gezeigt. 

Zu S. 129, 130. Die §§ 6, 7 sind Einschaltungen von Dingen, die 
t der projektiven Geometrie bekannt sind. 

Zu S. 130, Z. 13. Die in § 6 mit (r, //, g^ bezeichneten Element« 
ssen hier B^ D, c. 

Zu S. 130, Z. 20 V. u. „Punktirte Gerade" bedeutet: geradliniger 
iger einer Punktreihe. 

Zu S. 131, Z. 14 — 11 V. u.. Diese Annahme ist statthaft, weil die For- 
in (6), S. 128, dann immer noch bestimmte l^mkte und Geraden liefern. 

Zu S. 131, Z. 10 V. u. u. f. Man wird diese Schlüsse besser verstehen, 
tin man einen bestimmten Fall, etwa den ersten, herausgreift. Es han- 
t. sich alsdann um Folgendes: Eine Kurve vierter Ordnung Sl ist gegeben, 
n soll auf ihr neun Punkte a, 6, c, d^ f, /*, ^, //, i so bestimmen, dass 
"tens e^ f, g und f?, h, i je auf einer Geraden liegen imd dass zweitens 
rch alle neun Punkte unendlich viele Kurven dritter Ordmmg gehen, 
diesem Zweck wird e beliebig auf Sl gewählt. Von e aus werden zwei 
^•aden gezogen, die ^ noch in je drei Punkten treffen. Von diesen 
nktetripeln werden zwei Punktepaare ausgewählt und mit /*, g bez. /i, i 
zeichnet. Eine beliebige Gerade L^ trifft ^ in vier Punkten, von denen 
ii mit w, y, w bezeichnet werden mögen. Durch die acht Punkte c, /*, 
Ä, i, M, y, tc geht jedenfalls eine Kurve dritter Ordnung. Nun wird der 
die Spitze dieses Paragraphen gestellte Satz benutzt: Xj ist die im 
bze zuerst erwähnte Gerade, und ?/, y, w sind die im Satze zuerst ge- 
einten Durchschnittspunkte. Die Kurve dritter Ordnung schneidet Sl in 
c3lf Punkten, zu denen c, /*, </, //, i, u, y, w gehören, ausserdem noch 
^r Punkte, die «, &, c, d genannt werden. Nach dem Satze gehen durch 
i, c, (I, e, /*, g^ Ä, i unendlich viele Kurven dritter Ordnung. 

Zu S. 132, Z. 4. Das Produkt ist dasjenige, das in den Formel- 
Rippen (1) bis (6) auf S. 121, 122 jedesmal zu Anfang steht und dort 
^ich Null gesetzt ist. 
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Fig. 44. 




Zu S. 132, Z. 16. Von hier an wird vom ersten der sechs Fälle ab- 
gesehen. Er wird auf S. 133, Mitte, besonders besprochen. 
Zu S. 132, Z. 4 V. u. Gemeint ist (6) auf S. 113. 
Zu S. 133, Z. 13. Mit der ersten Fonnel ist die Formel (l) auf 
S. 116 gemeint. Das Produkt, um das es sich handelt, ist hier nach (l), 
S. 121, das Produkt xaBbi{xb)di{xe)f^. 

Zu S. 134, Z. 3. Um genau zu (1), S. 116, zu kommen, muss man 
JI mit F bezeichnen. 

Zu S. 134, Z. 4. Gemeint ist der Satz auf S. 109. 
Zu S. 134, Z. 18. Die acht Punkte sind die in der Anmerkung zu 
S. 131, Z. 10 V. u. mit m, i?, w', e, /*, g, Ä, ♦ bezeichneten Punkte. Man 

vgl. hierzu nebenstehende schematische Fig. 44. 
Alle darin angegebenen Punkte sollen auf der 
Kurve Sl liegen. 

Zu S. 134, Z. 5 — 1 V. u. Beziehen wir uns 
auf Fig. 44, so können wir Grassmanns Ver- 
fahren so wiedergeben: Durch a, 5, c, d^ c, /*, g^ Ä, t 
gehen unendlich viele Kurven dritter Ordnung. 
Wählen wir einen Punkt x beliebig auf üf, so 
geht also durch jene neun Punkte und x eine be- 
stimmte Kurve dritter Ordnung. Da sie die vier 
Punkte 6, f, g^ x von itf enthält , so zerföUt sie 
in die Gerade M und einen Kegelschnitt durch a, 5, c, d, Ä, t. 

Zu S. 135, Z. 3, 4. Die soeben erwähnte zerfallende Kurve dritter 
Ordnung trifft Sl ausser in a, 6, c, d, e, /*, g, Ä, i nach dem Satze auf 
S. 131 noch in drei Punkten, die auf einer Geraden L^ liegen, die durch 
k geht. Da aber M zur Kurve dritter Ordnung gehört und M mit Sl 
ausser c^ f^ g noch einen Punkt gemein hat, so geht L^ durch diesen 
vierten Punkt. 

* 

Zu S. 135, Z. 9, 10. Das in Klammem Stehende bezieht sich auf 
den ersten der sechs Fälle. 

Zu S. 1M5, Z. 10 — 12. Nach S. 132 findet man i>i,i>j,l>,, w 
man in das Produkt jo irgend einen Punkt der ersten, zweiten oder drittei^^^ 
Kurve dritter Ordnung einsetzt, der aber keiner der Punkte a, &, c, d, e, 1^^^ 
(7, Ä, i sein darf. Da Q^ M, N bez. der ersten, zweiten oder dritten KiuT-*^^ 
angehört, erhellt die Richtigkeit des Textes. 

Zu S. 135, Z. 15 u. 3 V. u. Dass hier eine Kurve vierter Ordnui^^ 
durch weniger als sechzehn Punkte bestimmt ist, ist nicht absiurd, wec^n 
man bedenkt, dass diese Punkte nicht beliebig auf der Kurve liegen , goxi- 
dern gegenseitig durch gewisse Beziehungen bedingt werden. Wir zäbX^^ 
übrigens fünfzehn statt vierzehn Punkte. 

Zu S. 135, Z. 8 V. u. Vgl. J. Steiner, Die geometrischen Konstr^*-^' 
tionen, ausgeführt mittels der geraden Linie und eines festen Krei^^^ 
Berlin 1833, S. 93, wo allerdings einer fester Kreis benutzt ¥nrd, ö.«f 
jedoch durch einen festen Kegelschnitt ersetzbar ist. (Auch Gesamm^*-^ 
Werke, Berlin 1882, I. Band, S. 512, oder Ostwalds Klassiker der ex 
Wissenschaften, Nr. 60, Leipzig 1895, S. 68.) 
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VIII. Allgemeiner Satz über die lineale Erzeugung aller 

algebraischen Oberflächen. 
Grelles Journal Bd. 49 (1866). 

Zu S. 144, Z. 8. Dies geschieht in der Abhandlung XI, § 3, S. 174. 

Zu S. 144, Z. 11 V. u. Denn x ■-\- iß und x — p brauchen den Punkt 
p zu ihrer Konsti-uktion je einmal, das Produkt (x -f- y) (x — i/) bedarf 
also seiner zweimal, ebenso z^^ also die Differenz (x -f- y) (x — iß) — z^ 
insgesamt viermal. In der früheren Form x^ — y^ — z^ = 1 wäre der 
Punkt p sechsmal nöthig gewesen. Im Übrigen bemerken wir zu den 
beiden letzten Absätzen dieser Arbeit, dass Grassmann immer nur solche 
lineale Konstruktionen benutzt, deren Punkte, Geraden und Ebenen sämt- 
lich reell sind. 

IX. Grundsätze der stereometrischen Multiplikation. 

Grelles Journal Bd. 49 (1866). 

In dieser und den Abhandlungen X, XI, XII treten an die Stelle der 
früher in der Ebene benutzten „planimetrischen" Produkte, die gleich Null 
gesetzt wurden, fortschreitende Produkte „nullter Stufe". Man wird be- 
werten, dass auch jene planiraetrischen IVodukte von nullter Stufe sind, 
sobald man in der Ebene jene Stufenzahlen, die ^ (mod. 3) sind, gleich 
^ull setzt. Im Räume tritt eben die Zahl 4 an die Stelle der Zahl 3, 
sodass also trotz der verschiedenen Ausdrucksweise das in den Arbeiten 
IX — XII Gesagte die naturgemässe Verallgemeinerung der früheren Be- 
^J^'acshtungen vorstellt. 

Zu S. 148, Z. 10. Gemeint sind diejenigen vorher erwähnten Pro- 
^**kte, die vier Buchstaben enthalten. 

Zu S. 148, Z. 12 — 10 V. u. Ist einer der Faktoren von nullter Stufe, 
s^ ist dies selbstverständlich. Sieht man hiervon ab, so kommen nur folgende 
"^»•odukte in Betracht: 

ahc^ abCy -4(Sy, aßy 

^^wie die aus ihnen durch Permutation hervorgehenden. Setzt man C^^cd 
^*^d A^ adj so leuchtet der Satz wegen des vorhergehenden Satzes un- 
'^^ttelbar ein. 

Zu S. 149, Z. 7. „Die Definition 3) vollkommen" soll bedeuten: Die 
beiden Definitionen 3) auf S. 146 zusammen. 

Zu 8. 149, Z. 12, 11 V. u. Nämlich: 

ab . c . da^ ah{c . da\ 



abc , d . a^=: abc{da\ 

ab . cd . a ^ ab(cd . a), 

a . bcd . a ^ a(bcd . a). 
Zu S. 149, Z. 3, 2 V. u. Nämlich: 

abc , d . ab abc(d . ab), 
ab , cd , ab ^ ab(cd . ab), 
ab , c . dab ^ ab(c . dab), 
abc . da .b^ abc(da . b). 



ft ,bc . da^=: a{bc . da), 
a.b. cda ^ a{b . cda). 
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Zu S. 150, Z. 17 V. u. Die Bedeutung dieser Formel tritt de 
hervor, wenn man sich überlegt, dass sich aus A^ ß, F folgende P 
überhaupt bilden lassen: 

ABT, BAT, r{AB\ r(BA)', 
BFA, FBA, A{Br\ ^(Fß); 
FAB, AFB, B{FA\ B{AF). 

Die je in einer Zeile stehenden vier Produkte sind einander nach de: 
Regel dieses Paragraphen kongruent. Die Produkte der letzten Ze 
so beschaffen, dass in ihnen B weder mit A noch mit F direkt 
plicirt wird. Von solchen Produkten sieht aber der Text ab. Es 
also die acht ersten Produkte, die im allgemeinen zwei verschiedi 
deutungen haben. Die Formel BAF= BFA des Satzes sagt also ai 
unter den im Satze angegebenen Bedingungen die Reihenfolge, in 
mit A und F vereinigt und fortschreitend multiplicirt wird, gleichgü 

Zu S. 150, Z. 6, 5 V. u. In der That, soll BAF^BFA sei 
ja nach der vorigen Anmerkung die Kongruenz der acht in den 
ersten Zeilen genannten Produkte nach sich ziehen würde, so erken 
leicht, wenn man für A^ ß, F Punkte, Geraden oder Ebenen setz 
man immer darauf zurückkommt, dass eine der drei im Satze ange 
Bedingungen 1), 2) oder 3) bestehen muss. Eigentlich ist dies sei 
S. 149 gezeigt worden. 

Zu S. 150, Z. 4 V. u. Gemeint ist der Fall 2) des Satzes, 
den beiden Faktoren A und F der eine ganz im andern liegt. 

Zu S. 150, Z. 1 V. u. Man vei*steht dies, wenn man beachte 
hier F die Rolle des im Satze mit B bezeichneten Faktors spielt, 
nach der zweiten Formel des Satzes, wenn statt A^ ß, F bez. AI 
geschrieben wird, sofort folgt: 

ABFB^AB{FB), 

Die erste Formel des Satzes giebt, wenn darin A^ ß, F bez. durcl 
FB ersetzt werden: 

AB{FB) = A{FB)B. 

Zu S. 151, Z. 7—9. Zwar enthält die Formel auf S. 150 un 
Produkte von vier Faktoren, aber wenn allgemein ein klammerlo£ 
dukt von der Ai*t, wie es der Satz verlangt, vorgelegt wii*d, so 
offenbar die Form: 

A^A^ . . . A^BFBJ^J^ ' • • -um- 
setzt man A^A^ . . . A^^^ A^ so ist das Theilprodukt 

A^A^ . . . A^BFB = ABFB = AB(FB\ 
sodass kommt: 

A^A^ . . . A^BFBJ^J^ • ' ' ^m ^1^2 • • • A^(^^)^i^2 • • • ^ 

Zu S. 151, Z. 16 V. u. Da nämlich die Summe der Stufe 
kleiner als fünf oder grösser als sieben ist. 
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Zu S. 152, Z. 7. Denn es ist: 
A^... A^^ {A^A^ ... A^_2)A^_^A^ "^ A^A^_^{A^A^ ... A^_^) i— 

^ -^l-^«-l(-^1^2 ••• -^»-8)^11-2 ^ ^«-^«-i^«-f(-^i^f ••• ^n-n) 
s. w. 

Zu S. 153, Z. 3 V. u. Das obige Produkt PQ ist nftmlich von nullter 

ife, da P und Q Geraden sind. 

. üeber die verschiedenen Arten der linealen Erzeugung 

algebraischer Oberflächen. 
Grelles Journal Bd. 49 (1866). 

Zu S. 167, Z. 19 V. u. Nach heutigem Sprachgebrauch: Strahlonbündcl. 

Zu S. 157, Z. 17 V. u. Besser gesagt: |a stellt alle Geraden einer 
ene dar. 

Zu S. 157, Z. 14 V. u. Besser gesagt: ^Ä stellt die Punkte einer 
wUinigen Punktreihe dar. 

Zu S. 157, Z. 11 V. u. Besser gesagt: Xa stellt alle Punkte einer 
3116 dar. 

Zn S. 158, Z. 3 u. f. Vermuthlich hat hier Grassmann den in der 
biandlung XII, S. 188, gegebenen Beweis im Auge, der jedoch nicht 
c^höpfend ist, wir wir dort noch erlfhitern werden. Vgl. auch unsere 
merkung zu S. 89, Z. 14 — 8 v. u. 

Zu S. 158, Z. 19 v.u. Siehe J. Steiner, Systematische Entwicklung der 
bängigkeit geometrischer Gestalten von einander, I. Theii, Berlin IH:)2, 
XIV, wo allerdings Strahlbüschel statt Strahlen büschol steht. Vgl. au(^li 
Dinars Gesanunelte Werke Bd. I, S. 237, od. Ostwalds KlaHsiker Nr. H2, H. 8. 

Zu S. 158, Z. 2 V. u. Nämlich auf ö. 156, Z. 6 4 v. u. 

Zu S. 159, Z. 10 V. u. Es ist nicht geschickt, das Produkt mit p zu 
'eichnen; es braucht nämlich durchaus nicht gerade einen Punkt vor- 
tteUen. Dasselbe gilt S. 160, Z. 10. 

Zu S. 160, Z. 14. pa kann — da p durchaus nidit notliwondig ein 
ukt ist — einen Punkt oder eine Gerade o<lcr Kbeno boxnicOinen. Da» 
5te ist ausgeschlossen, weil sonst pa{Ah) die Htule i hätt^). AUo hat 
(Ah) die Stufe 1 oder 2. In pn(Ah) . h . r iHt üImo dio Htufenzahl 
oder 4, daher Formel (2) anwendbar. 

Zu S. 160, Z. 16. Man setze nämlich in Formel (l\) A pa^ 

S6, r=A. 

Zu S. 160, Z. 18. Weil pa eine Gerade oder Kbeno iftt, ist p von 
* Stufe 1 oder 2, das heisst in pah ist die Hiimme der Htufenzahlen 
^iner als fönf, also pab E^.: p(ah) nach (*2). AIno niUMM p die Htufe I 
ben, weil sonst p{ah) die Htufe 1 hätUj. \h^\u\\iu'\\ int p{ah) eine Kben«, 
^h)A ein Punkt. Mitbin sind in p(ah)A . h . r. die Htiifi^nzahlen dw 
^i Faktoren gleich Eins, daher (2) anwendbar, also 

p (a h) A , b , V. p (a b)A(br.), 

Zn S. 160, Z. 12 V. u. u. f. H«'lireibt man nänilirh Mtatt pauli die 
■Gehrung Baap^ so iirt litt b^ liua ba ab. \Uir UmUs Hülfn- 
■ikt ist 6, die fest« HOlfsg^nMle ab. 
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Zu S. 160, Z. 2, 1 V. u. Hier spielen r^, c„_i, ... c^ nach einander 
die Bolle des Punktes b. In der Ebene «^ muss eine Gerade A^ gewfiliit 
werden, die nicht durch r„ geht, sodass a„ ^ ^n-^n ^^^ ^' ^- ^' 

Zu S. 161, Z. 1 — 4. Eine Figur zeigt zunächst sofort, dass 

ist, wenn man beachtet, dass a^=l e^A^^ a^ zi' c^A^ und j^i^a^ci^ist 
und dass die Ebenen ctj, «^ und x[a^c^)Ai(c^r^) drei Schnittgeraden durch 
einen Punkt haben. Also ist: 

X (ai Ci) A^ (ci fg) ^2(^2 ^s) ^» (^8 ^4) ^4 (^4 ^^5) = ^ («1 ^1) -Bi (^2 ^s) ^ (^s ^4) ^4 (^^i^s)- 
Wird x(a^c^)B^^y gesetzt, so ist dies Produkt kongruent: 

Analog dem Vorigen folgt, wenn ^3 die Schnittlinie von a, und a^ ist^ 
dass dies Produkt kongruent y{c^c^B^(c^c^) ist. Demnach ist: 

x(a^c,)Ai{ciC^)A^{c^c^)A^{cj^c;)A^(c^Cr,) = x{a^Ci)B^{c^c^)B^(c^Cs) 

u. s. w. 

Zu S. 161, Z. 19 V. u. Setzt man A ~ pa, B ^c, T^ J?, so ist 
nach (3): ^ 

pac{cB) ^ AB{rB) - ABFE ^pacBc, |:^ 1 

r 

also in der That 

pac{cB)b ^ipacBcb - p(ac)Bcb. 

Aber p{ac)B ist ein Punkt, daher nach (2): 

p{ac)B . c ,b E=£p(ac)B(cb). 

Zu S. 161, letzter Absatz. Hier ist das Ergebniss des § 2 mit o'^' 
geschlossen. 

Zu S. 162, Z. 18 — 16, V. u. Diese offenen Figuren im Räume get»-*^ 
durch Dualität nicht wieder in ebensolche über. Daher hat diese mang'^ ' 
hafte Verallgemeinerung von der Ebene her hier etwas Gekünsteltes. Na^^^ 
unserer Ansicht sind die §§ 4, 5 an manchen Stellen unklar, aber all^^^ 
dings auch nicht von wesentlicher Wichtigkeit. 

Zu S. 163, Z. 20 u. f. Der Anfangsstrahl soll eine beliebige Gera^^ 
in der Ebene ^ sein. Sie trifft a^ in einem Punkte, der ersten Ecke d 
offenen Figur; die Gerade, die diesen Punkt mit a^ verbindet, ist die zwei^^ 
Seite der offenen Figur u. s. w. Giebt man jenem Anfangsstrahl in d^^ ^ 
bestimmt gewählten Ebene $ alle möglichen Lagen, so beschreibt die ©rst^^l 
Ecke die Gerade ^a^, die zweite Seite die Ebene ^a^a^, die zweite E ~ 
die Gerade la^a^a^ u. s. w., schliesslich die letzte Seite die Eben 

Zu S. 163, Z. 17 — 10 V. u. Der Text ist etwas unklar: Wenn dec 
Anfangsstrahl beliebig in | gewählt würde, müsste die erste Ecke au 
ihm und nicht auf A^ liegen. Grassmann denkt sich also wohl als An* 
fangsstrahl eine solche sonst beliebige Gerade in 5> ^i© -^i trifft. Wi 
nun die Ebene | festgehalten, während sich der Anfangsstrahl in | 
den Punkt ^A^ dreht, so ist der Ort der letzten Seite der offenen 
die Ebene ^A^B^ . . . A^B^, Dabei bleibt die ganze offene Figur fest 
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Aasnahme des Anfangs- und Endstrahls. Beim Produkt ^A^B^.^.Ä^B^Ä^^i 
dagegen ist die letzte Ecke der Schnittpunkt der Ebene ^A^B^ , . . Ä^B„ 
mit der festen Greraden A^^^. Hier bleibt also die ganze offene Figur mit 
Ausnahme des Anfangsstrahls allein fest. 

Zu S. 165, Z. 4. Da a, 6, c Punkte sind, kommen von den Pro- 
dukten des § 4 nur die von der Form xa^a^ . . . fl„a„, xA^B^ . . . -4„jB„ 
und ^A^B^ . , , A^B^A^^^ in Betracht. In allen drei Fällen war bei fest- 
gehaltenem X bez. £ auch die letzte Ecke der offenen Figur fest. 

Zu S. 165, Z. 5. An die drei mit a, 5, c endigenden offenen Figuren 
schliesst also Grassmann noch beliebige Endstrahlen an. 

Zu S. 165, Z. 7 u. f. Da Q^abc noch mit weiteren festen Ele- 
menten multiplicirt werden soll, so handelt es sich um Produkte, wie sie 
in § 4 betrachtet werden, nämlich um Produkte von der Form Qoc^a^,, ,a^a^^ 
^A^Bi . . , A^B^^ qA^B^ , , . A^B^A^_^^ (wo jetzt q statt J steht). Im 
ersten Fall wurde der Anfangsstrahl in der Ebene q beliebig gewählt, in 
den beiden anderen aber durch den Punkt qA^ golegt, was Grassmann, 
^e oben gesagt, nicht ausdrücklich erwähnt hat. Dementsprechend würde, 
w^enn unsere Auffassung des Früheren richtig ist, hier eine Lücke sein, die 
sieb jedoch leicht ausfüllen lässt: Der Punkt p^ von dem in der Folge die 
Bede ist, darf nicht beliebig auf ab gewählt werden, sondern — im 2. und 
3. Fall — im Schnittpunkt von ab mit der Geraden, die c mit qA^^ 
«verbindet. 

Zu S. 165, Z. 11 — 8 V. u. Da y eine Ebene ist, so ist sie als eines 
der in § 4 betrachteten Produkte xA^B^ , . , A^B^A^^^^ ^a^a^ . . . a^a^^ 
^A^B^ , , , A^B^ entstanden zu denken. Jedesmal war die letzte Seite der 
offenen Figur bei festgehaltenem x bez. | an eine Ebene gebunden. Grass- 
mann fügt nun auf dem Endstrahl noch einen Endpunkt der Figur be- 
liebig hinzu, der irgendwie auf y gewählt werden kann. 

Zu S. 166, Z. 16 — 21. Unserer Ansicht nach ist hier wieder eine 
kleine Lücke: Da ö weiterhin mit festen Elementen multiplicirt werden 
soll, muss der Anfangsstrahl der vierten offenen Figur unter Umständen 
durch den Schnittpunkt von ö mit einer festen Geraden A^ gehen, p muss 
dabei im Schnitt von aß mit öA^c gewählt werden. 

Zu S. 167, Z. 19 V. u. Nämlich der Produkte ^, r, <J, s, 

XI. Die stereometrische Gleichung zweiten Grades und die 

dadurch dargestellten Oberflächen. 
Grelles Journal Bd. 49 (1865). 

In dieser Arbeit zeigt Grassmann, dass eine stereometrische Glei- 
c^hnng zweiten Grades die allgemeinste geradlinige Fläche zweiter Ord- 
nung darstellt. Nach dem in der vorhergehenden Abhandlung, S. 169, 
^aufgestellten Satze lassen sich auch die nicht-geradlinigen Flächen 
zweiter Ordnimg durch stereometrische Gleichungen darstellen. Aus beiden 
Sätzen müssen wir den Schluss ziehen, dass eine nicht -geradlinige Fläche 
zweiter Ordnung durch eine stereometrische Gleichung von höherem als 
zweitem Grade dargestellt wird, indem also die Fläche entweder mehrfach 
gezählt auftreten wird oder kombinirt. mit anderen Flächen oder Ebenen. 
Äs ist dies eine Unvollkomnienheit der Grassmann sehen Methode. Grass- 
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mann selbst geht auf diesen Umstand nirgends ein; wir dürfen überhaupt 
wohl annehmen, dass er die Erzeugung der Fl&chen bedeutend weniger 
intensiv studirt hat als die der ebenen Kurven. Man könnte natürlich die 
nicht-geradlinigen Flächen zweiter Ordnung doch durch eine stereometrische 
Gleichung zweiten Grades darstellen, sobald man imaginäre Elemente 
bei der Konstruktion zuliesse. 

Zu S. 171, Z. 8. Zunächst nämlich zerspalten wir US in zwei Faktoren 
A und ß, sodass die Gleichung lautet: x{AB) = 0. Nach S. 151 dürfen 
die Faktoren x^ A, B beliebig gestellt und zusammengefasst werden. Von. 
A und B wird nur der eine den Faktor x enthalten, etwa B. Dann schreiben, 
wir xA , B = 0. Nun verfahren wir mit B wie vorhin mit 13. Söt 
B ^ rj und enthalte etwa A den Faktor rc, so konamt xAFA = u. s. 
Schliesslich wird der letzte Faktor rechts x selbst. — Es möge übrigen, 
beachtet werden, dass E (= Reihe) nur eine symbolische Bedeutung hat 
denn in xEx = soll nicht etwa das erste x mit dem Produkte B multi. — 
plicrrt werden, sondern nach und nach mit den einzelnen Gliedern de-:sr 
Reihe B. 

Zu S. 171, Z. 19 — 17 V. u. Im Anschluss hieran weisen wir am_-^ 
einen Umstand hin, der schon von anderer Seite hervorgehoben worde^Ezi 
ist (siehe R. Sturm, E. Schröder und L. Sohncke, Math. Annale:^c=i 
Bd. 14, 1879, S. 20): Zu dem im Text ausgeschlossenen ersten Fall gehör— t 
— in möglichst einfacher Form gewählt — z. B. die Gleichung xaahycx = C^j 
wo allerdings die linke Seite kein Produkt nullter Stufe ist. Man erkeni»^ "t 
leicht, dass alle Punkte x, die dieser Gleichimg genügen, eine Kurv ^ 
erfüllen, nämlich einen Kegelschnitt. Denn, wenn die Ebene ab c die Eben^^sn 
a und y in den Geraden Ä und C schneidet, so liegen alle Punkte x, dm.^ 
jener Gleichung genügep, in der Ebene ahc und zwar so, dass sie di^ 
planimetrische Gleichung xaÄbCcx = erfüllen. Gleich Null g^ " 
setzte stereometrische Produkte von anderer als nullter Stuf^» 
die X enthalten, können also algebraische Kurven im RauH^ ^ 
darstellen. Grassmann ist jedoch hierauf nicht eingegangen. 

Zu S. 172, Z. 4 V. u. „Jedesmal", das heisst für jedes bestimmt g^ 
wählte X. 

Zu S. 173, Z. 13—8 V. u. Natürlich sind alle vorkommenden PunJc^-^^ 
Geraden und Ebenen als reell vorausgesetzt. Grassmann benutzt h^^ 
den Satz, dass eine Fläche zweiter Ordnung, die eine reelle Gerade enthi 
unendlich viele reelle Geraden hat. Doch beweist er die Geradlinig]^ 
der Fläche auch unabhängig hiervon auf S. 174 oben. 

Zu S. 174, Z. 16 V. u. Bei dem Citat auf § 3 fehlt bei Grassma 
die Seitenangabe und man könnte es nach den vorhergehenden Worten ^^ "*^ 
die Abhandlung IX — ihrer Ueberschrift halber — beziehen. Es sche-^ 
uns aber der Hinweis auf Abhandlung X als richtig. Vgl. insbesond« 
S. 161 unten. 

Zu S. 174, Z. 9, 8 V. u. Nach S. 152. 

Zu S. 175, Z. 18—15 V. u. Wir hoben schon bei S. 158, Z. 3 u. 
hervor, dass Grassmann glaubt, diesen Satz durch Benutzung der 
griffe der stereometrischen Multiplikation allein beweisen zu können. V, 
unsere Anmerkung zu S. 188. 

Zu S. 176, Z. 2 V. u. Vgl. S. 59. 
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Zu S. 177, Formeln (d). Vgl. beistehende Fig. 45. Ist nändich y 
ein Punkt des Kegelschnitts, x ein Punkt auf yg^ so liest man die Formeln 
unmittelbar ab. 

Zn 8. 177, Z. 7. Grassmann lässt hier 
stillschweigend die Bedingungen fort, dass auch 
£ durch g gehen und D und F einander 
schneiden sollen. In der That sind diese Be- 
dingungen unnöthig. Wenn nämlich nur A und 
C einander in g treffen, die fünf Geraden A^ B^ 
Cy D, E sonst aber ganz beliebig liegen, und 
wenn x ein Punkt ist, für den 

xADEFCx = 

ist, so wird diese Bedingung auch durch jeden Punkt x' auf xg erfiült. 

Denn für einen solchen Punkt ist xA^xA^ also xABEFG£z.^xABEFC. 

Da. diese Ebene durch C geht, also g enthält und xADEFCx = sein 

soll, so enthält die Ebene xADEFC die Punkte g und o;, das heisst auch x\ 

weil X auf xg liegt Demnach ist x'ADEFCx = 0. Die Fläche zweiter 

OjT^nng ist mithin ein Kegel mit der /S>pitze g, Uebrigens kann dieser 

ICcs^el bei besonderer Lage der fünf Geraden ausarten. Vgl. dazu S. 179 oben. 

Zu S. 177, Z. 16 — 18. Denn wenn x ein Punkt ist, für den 

x^^^B . . . A^B^Ax = ist, und wenn x' in der Ebene xA liegt, so ist 

x^^t^ ^ xA, also xAB , , . A„B„A^ xAB , , , A^B^A. Diese Ebene durch 

^ enthält rc, weil xAB . . . A^B^x = ist, und ist mithin die Ebene xA^ 

^ der X liegt; daher: x'AB . . . A^B^x' = 0. 

Zu S. 177, Z. 18 — 21. Ist nämlich x irgend ein Punkt, der der 
^l^chung genügt, so schneidet die Ebene xA die Gerade B^ in einem 
Pruikte x\ Dieser genügt nach dem Vorigen auch der Gleichung. Wir 
"^^uchen also nur diejenigen Punkte auf B^ zu suchen, die der Gleichung 
?oi3ügen, um alsdann sofort Ebenen durch A zu finden, deren Punkte 
^^mtlich der Gleichung genügen. Zu bemerken ist nur noch, dass B^ nach 
'Voraussetzung A nicht schneidet, da ^ im Produkte auf B„ folgt. 

Zu S. 177, Z. 18 y. u. Bei Grassmann steht hier als Oitat nur: 
S 3; dies ist wohl durch unser Citat zu ersetzen. Denn zunächst ist, weil 
, , , A^B^Ax von nuUter Stufe ist, nach dem ersten Satze auf S. 152: 



xAB . . . A^B„Ax = xAB . , . A„(xABj. 

'^Xm aber ist nach dem Satze auf S. 150 unter 2), weil x in B^ liegt: 

xAB, = x{ABj, 
Lso: 

xAB . . . A^B^Ax ^E xAB . . . A^{x . AB^. 

"^ies aber ist ein Produkt nullter Stufe mit den drei Faktoren xAB . . * A^^ 
^*^> AB^^ das nach S. 151 beliebig geordnet werden kann. Daher auch so: 

xAB . . . A^x . AB^^ 
^^^er, wie im Text: 

xAB . . . A^x . B^A. 

OrAitmann, Werke. U. 27 



.d. 
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Zu S. 177, Z. 1 V. u. Grassmann sagt hier wie später stets: kon- 
jugirt statt: isolirt. 

Zu S. 179, Z. 1 — 5. Wenn nämlich zunächst eine der Geraden die 
folgende schnitte, so würde das Zerfallen unmittelbar aus dem Satze auf 
S. 160 oben folgen. Nehmen wir daher an, keine der Geraden schneide 
die folgende. Dann ist ocABCBE nach S. 159 u. nur dann gleich NulJ, 
wenn x in A liegt. Für jeden andern Punkt x dagegen ist xÄBCDE 
eine Ebene. Da der Kegel die Gerade Ä enthält, so kann er nur so zer- 
fallen, dass ihm eine Ebene durch Ä angehört. Sind x und x' irgend zwei 
Punkte dieser Ebene, so ist xÄ^x'Ä^ also xÄBCDE^ x'ÄBCDE. M\^i 
Es soll aber xABCBEx = imd xABCDEx'=0 sein, also mflssto §>'^ 
die Ebene x ABC DE die Punkte x und x enthalten. Dies ist jedoch ein« 
Ebene durch E, Beim Zerfallen muss also E die Gerade A schneiden, djs 
X und X zwei beliebige Punkte der Ebene durch A bedeuten. Der Keg*^ ^ai 
kann also nur noch dann zerfallen, wenn A und E in einer Ebene 
liegen, und a muss dann dem Kegel angehören. Ist x ein Punkt yon ^i M^^ 
so ist xA ^ a, xAB ^ aB^ xE ^ a, xEB ^ «D. Da aber äLie ■:*?: 
Gleichung xABCDEx = nach S. 152 so geschrieben werden kam-^- J^i^ 
xABC{xED) = 0, so kommt aBC(aD) = 0, das heisst C muss die Gera-^^ 
aB(aD) schneiden. 

XII. Die sterometrischen Gleichungen dritten Grades un<^^ 

die dadurch erzeugten Oberflächen. 

Grelles Journal Bd. 49 (1866). 

Zu S. 180, Z. 8 V. u. Vgl. unsere Anmerkung zu S. 171, Z. 8. ^ 

hat auch hier nur symbolische Bedeutung und soll kein Produkt vorstelX^^ °' 

Zu S. 181, Z. 11—23. Nach dem Satze in § 5, S. 151, kann 2^ "*' 
nächst derjenige der drei Faktoren A^ ß, xB^, der von zweiter Stufe i-^ ' 
ans Ende gestellt werden, sodass also die beiden ersten Faktoren entw©^^^'^ 



die Stufenzahlen 1, 1 oder 3, 3 haben. Der Faktor zweiter Stufe wird d^^'^^^ 
wie im Text in zwei Faktoren von entweder je erster oder je dritter St*"*- 




zerlegt. Das Produkt hat dann die Form AB^FJ)^ wo für die Stuf^^ 
zahlen von A, ß, 1\ A die vier im Text angegebenen Möglichkeiten y^C^ * 
liegen. Da VA in x linear ist, so ist T oder A konstant. Wir können ^ i 
als konstant betrachten. Die Summe der Stufenzahlen von ^ß, r*, ^ ^ 
vier oder acht. Daher ist der letzte Satz von S. 148 anwendbar, X- 
heisst das Produkt gleich AB , F. A, 

Zu S. 181, Z. 13 V. u. Schlösse die Reihe der abwechselnden Punt-- ^ 

und Ebenen mit einem Punkte, so wäre das ganze Produkt eine Gera^^^ 
was ja ausgeschlossen ist. 

Zu S. 182, Formeln (l) bis (4). Sie sind anders geordnet als 
vier Fälle auf S. 181, denen die Reihenfolge (l), (3), (4), (2) entsprech« 
würde. Infolge davon enthält das Original später einige Fehler in d< 
Bezeichnung, die wir verbessert haben. Vgl. das Verzeichniss der Abweichunge 
vom Original. 

Zu S. 182, Z. 17 — 19. Wir erinnern daran, dass die Anzahl d( 
festen Geraden gerade sein muss. 
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Zu S. 162, Z. 12 V. u. Die letzten Ecken der drei offenen Figoren 
d die Punkt« x^, x9}j, :r9tj. Es wird also verlangt, dass sich die 
ene von xS und A, die von xSl, und A^ und die von x^ und A^ in 
em Punkte der Ebene a treffen. Als letzte Seiten der drei offenen 
^ureu sind die Geraden von den Punkten x9t, xStj, x9)j nach diesem 
nkte von a gewählt. 

Zu 8. 163, Z. 5-1 v. u. Ist 'St die Beihe bß, 9}^ die Reihe b^ßi 
i 9)j die Beihe b^ß^, so sind xb, xb^, xb^ die von der, Spitze x des 
traeders ausgehenden Kanten. Die Ecken der Grundfläche sind xbß, 
L?ii ^^»ßi- I*ie festen Punkte jener drei Kanten sind b, b^, 6,, der 
te Punkt der Grundfläche ist a. Die Ecken der Grundflache liegen 
den festen Ebenen ß, ß^, ß^. 

Zu S. 182, Z. 1 V. u., u, S. 183, Z. 1—3. Sind die Reihen 31, »i, 
d 9tj die Geradenpaare BC, B^Ci und BjC,, so ist ein Punkt von a 
I Spitze der ersten Pyramide, wobei die von dieser Spitze ausgehenden 
Luten A, Ai, Af treffen und die Endpunkte dieser Kanten auf C, 0^, C^ 
gen. Diese letzteren Punkte sind zugleich die Orundpunkte der andern 
lamide mit der Spitze x, deren von x ausgehende Kanten B, B^, B^ treffen. 

Zu 8. 163, Z. 17 V. u. Eigentlich r{a,a)a. Aber nach l), S. 150, 

Zu S. 164, Z. 9 V. u. Denn ca ist von nutlter Ordnung ond nicht 
lieh Null, das heisst eine ZahlgrSsse. 

Zu S. 184, Z. 4 T. u. Eigentlich tritt eu scp^a nicht der Faktor c, 
tdern c« hinzu^ aber nach dem Satze in § 5, S. 151, igt 

scp^a . CO scp^a . c u. 

Zu S. 165, Z. 4 T. n. „In allen F&llen", das heisst: auch, wenn 
>tPt = ist. 

Zu S. 166, Z. 9 — 15. Dies ist eigentlich nur eine Wiederholung 
er Stelle von 8. 185. 

Zu 8. 166, Z. 9 V. u. Nach S. 152. 

Zu S. 187, Z. 13—19. Vgl. S. 157 und S. 171. 

Zu 8. 187, Z. 5, 4 V. u. Was geometrisch sofort aus einer Figur 
lellt, aber im Folgenden auch analytisch bewiesen wird. 

Zu 8. 187, Z. 3 — 1 V. u. Denn nach S. 150 ist ABrB^A(rB)B. 
aber die Summe der Stufenzahlen von F und B gleich vier, während 
nicht mit B vereint liegt, so ist FB eine von Null verschiedene Zahl- 
Isse, daher ABFB = AB. 

Zu S. 188, Z. 1 — 5. Zunächst ist nSmlich nach dem Vorhergehenden 

^BBi . . . B^FB^^ {ABB^ . . . B,_i) B^FB^ = ABBi . . . ß,_,B„, 



IB, .. .B,rB,ß„_, = v4ßB, ...ß,_,fl,B,_i = 
= (v4ßß^. . .B,_,)B,_,fl,B„_i . 
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Zu S. 188, Z. 5, 6. Es war xaabßc^yc. Hieraus folgt: 

xaabßcßbaa ^ ycßhaa^ 

das heisst nach dem Vorhergehenden: 

xa ^^ycßbaa. 

Zu S. 188, Z. 15 — 19. Grassmann benutzt hier den Satz, dass es 
nur eine projektive Beziehung zwischen zwei Ebenen giebt, sobald man 
vier. Punkten der einen Ebene allgemein vier der andern zugeordnet hat^ 
also einen Satz, der sich mittels der stereometrischen Multiplikation allein 
nicht beweisen lässt. Vielleicht hat er durch das Wort „kollinear" an- 
deuten wollen, dass er hier etwas wo anders her entlehnt. Im HinbUck 
auf einige fi^er von uns hervorgehobenen Stellen sind wir jedoch im 
Zweifel, ob er sich darüber klar war, dass es sich um einen durch stereo- 
metrische Multiplikation allein nicht beweisbaren Satz handelt. 

Zu S. 188, Z. 11 V. u. bis S. 189, Z. 17. Hier steht im Original 
a^j o,, a^ statt Ä^, A3, äj^, was wir zu ändern genötigt waren, weil sonst 
%9 ^S) ^4 ^ 2^^^ verschiedenen Bedeutungen vorkämen. 

Zu S. 189, Z. 12. In dieser Formel sind vier Formeln zusamimen- 
gefasst, von denen die erste lautet: 

und die andern drei hieraus hervorgehen, wenn a und Oj bez. durch ft 
und \ oder c und c^ oder d und ä^ ersetzt werden. 

Zu S. 190, Z. 7, 8. Vgl. unsere Anmerkung zu S. 188, Z. 15—19. 

Zu S. 190, Satz 8. Dieser Satz ist schlecht stilisirt, was daher rührt, 
dass der Satz im Original mit den Worten: „Durch zwei Punkte" beginnt 
Um möglichst schonend vorzugehen, haben wir nur diese Worte durch: 
„Bei zwei Punkten" ersetzt, obgleich der Satz dann immer noch zu wünschen 
übrig lässt. 

Zu S. 190, Z. 11 V. u. Die Projektionsebene ist die einzuschaltende 
Ebene. 

Zu S. 191, Z. 13. Die Projektionspunkte sind die oben mit ä:j,ä^,ä^ 
bezeichneten Punkte. 

Zu S. 192, Z. 10. Vgl. S. 182. 

Zu S. 192, Z. 12. Auf S. 185. 

Zu S. 192, Z. 5 V. u. Wie im Original steht hier irrthümlich Strahlen- 
büschel statt Ebenenbüschel, was leider übersehen worden ist. 

Zu S. 193, Z. 2. q> hat hier eine andere Bedeutung als früher. Die 
vorher mit (jpSi', qp9?i', gpJR,' bezeichneten Ebenen heissen jetzt g>, gj^, c^pg. 
Nachher freilich, auf Z. 19 v. u., ist 9 doch wieder die fiühere Ebene, da 
dort 9)9l'~: q> ist. 

Zu S. 193, Z. 19 V. u. Hierdurch ist die Gleichimg (l) auf die ein- 
fachere Form -gebracht: 

ir(x5Ri) (ir3isj)« = 0. 

Zu S. 194, Z. 7 V. u. Vgl. S. 76. ö ist die Ebene, die zur Fläche 
zweiter Ordnung hinzutritt. 

Zu S. 195, Z. 1. Die allgemeine Fläche dritter Ordnung enthält be- 
kanntlich 27 Gerade, nach G. Salmon, Cambridge and Dublin MatL 
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Journ. Bd. 4, S. 118, 252 (1849). Aber es kann vorkommen, dass von 
diesen 27 Geraden nur drei reell sind, nach L. Schläfli, Quarterly 
Journal Bd. 2, S. 118 (1858). 

Zu S. 195, S. 18 — 21. Diese Annahme ist erlaubt, sonst nämlich 
enthielte die Fläche alle Geraden durch jene drei im Texte genannten Ge- 
raden, das heisst, sie zerfiele in eine Fläche zweiter Ordnung und eine Ebene. 

Zu S. 195, Z. 9 V. u. Vgl. unsere Anmerkung zu S. 193, Z. 19 v. u. 

Zu S. 196, Z. 4. Lässt* man auch imaginäre Gerade zu, so ist hier- 
mit bewiesen, dass jede Fläche dritter Ordnung in der Form 

darstellbar ist, also als Durchschnitt dreier projektiver Ebenenbündel — 
Grassmann sagt: Ebenonbüschel zweiter Stufe — erzeugt werden kann. 
Dieser Satz kommt vor Grassmann nicht vor. Man nennt deshalb diese 
Erzeugungsart die Grassmannsche. Vgl. H. Schröter in Grelles Journal 
Bd. 62 (1863), S. 265—280, insbes. S. 265 und S. 280, wo Schröter 
eine Bemerkung macht, die schon Grassmann auf S. 194, 195 hat Vgl. 
femer das Lebensbild Grassmanns von B. Sturm, E. Schröder und 
L. Sohncke, Math. Annalen Bd. 14 (1879), S. 19, 20. 

Zu S. 196, Z. 16. Vgl. S. 185. Hervoi-zuheben ist, dass die da- 
maligen Betrachtungen unabhängig davon waren, ob die Reihen St, 9t^, 9}^ 
aus Geraden oder aus abwechselnden Punkten und Ebenen bestehen. 



Xin. Sur les differents genres de multiplication. 

Crelles Journal Bd. 49 (1855). 

S. 202, Z. 4. V. u. 

Das hier stillschweigend eingeführte associative Gesetz der Multipli- 
kation wird später ebenso wieder fallen gelassen; die meisten der Grass- 
mannschen Multiplikationsarten sind nicht associativ. 

Die Beschränkung der Produkte auf zwei Faktoren ist eine wirkliche 
Einschränkung des Problems. Es können nämlich bei Produkten mit drei 
oder mehr Faktoren noch neue Gleichungen hinzukommen, z. B. die Glei- 
chungen des associativen Gesetzes, oder die nach Analogie der Jacobischen 
Identität gebildeten Gleichungen 

UV , w -\- VW . u -\- wu . V ^ 0, 

die eine lineale Multiplikationsart im Sinne Grassmanns definiren. 

Ueberhaupt sind die Forderungen, die Grass mann an diese Einheiten 
stellt, zum Theil ziemlich willkürlich. Eine wesentliche Beschränkung liegt 
darin, dass nur die Einheitsprodukte gleicher Stufe durch lineare Gleichungen 
Verbunden sein sollen; dadurch werden gerade solche Fälle ausgeschlossen, 
die Mancher für die interessantesten und wichtigsten halten wird, und die 
tlberdies auch grössere Schwierigkeiten darbieten. Man sehe die Aus- 
ftihrungen in dem Werke: Theorie der Transformationsgruppen, unter Mit- 
>vLrkung von Fr. Engel bearbeitet von S. Lie, Bd. III (Leipzig 1893), 
S. 748 u. ff. 

Was die Beziehungen von Grassraanns Multiplikationsarten zu be- 
atimmten Gruppen angeht, so ist Folgendes ohne Weiteres ersichtlich: Hat 
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man durch ein System von Bedingungsgleichungen zwischen den Einheits- 
produkten eine Multiplikationsart im Sinne Grassmanns definirt, so kann 
man in allgemeinster Weise neue Einheiton einfahren, zwischen deren Pro- 
dukten dieselben Bedingungsgleichungen bestehen. Die linearen Substitu- 
tionen, durch die dies geschieht, bilden dann noth wendig eine Gruppe (die 
sich natürlich unter Umständen auch auf die identische Transformation 
reduciren kann). Einige Gruppen kann man geradezu in dieser Weise < 
definiren, so, wie Grassmann selbst schon bemerkt hat, die Gruppe der 
linearen Aendemngen (die allgemeine lineare Gruppe) und die Gruppe der 
circulären Aenderungen (die erweiterte Gruppe der Drehungen um einen 
festen Punkt). Als ein allgemeines Princip, wodurch man aus der Mannig- 
faltigkeit aller projektiven Gruppen eine besondere Klasse herausheben könnte, 
eignet sich dieses Verfahren indessen kaum. Denn einmal hat die ganze Frage- 
stellung vom gruppentheoretischen Gesichtspunkt aus unseres Erachtens nur 
ein untergeordnetes Interesse, sodann aber ist die Beziehung zwischen 
Gruppe imd „Multiplikationsart^^ nicht umkehrbar: Die Multiplikationsgesetze 
sind durch die Gruppe im Allgemeinen noch nicht völlig definirt, und es 
können auch (schon im Falle von zwei Einheiten) zu einer Gruppe mehrere 
ganz verschiedene Multiplikationsarten gehören. 

Anders liegt die Sache bekanntlich im Falle der Systeme complexer 
Zahlen, deren Beziehung zu einer gewissen Klasse von Gruppen eindeutig 
umkehrbar ist. 

S. 204, Z. 19 V. u. 

Die zweite Forderung bedarf einer Erläuterung. Hat man nämli<^ 
die erste Forderung durch ein System von Bedingungsgleichungen befiiedi^ 
und verlangt man, dass diese fortbestehen, wenn man z. B. an Stelle ^^ 
Einheiten w^ und u^ die neuen Einheiten x^u^'\'X^%i^ und yi^i+j/^^ 
einführt, so ergeben sich im Allgemeinen neue Bedingungsgleichungen '^^ 
die Produkte der Einheiten w^, . . . m^. Es wird nun (wie aus den geföhr^^^ 
Beweisen hervorgeht) angenommen, dass diese neuen Gleichungen at^^ 
wieder der ersten Forderung genügen sollen. Die zweite Forderung eT^^ 
hält also die allerdings nicht ausdrücklich formulirte Annahme, dass 
Zahlenquadrupel x^^ y^ für alle Einheitspaare dieselben sind, und d 
auch die noch zu suchenden Relationen sich nicht ändern, wenn m 
z. B. Mj durch — u^ ersetzt. 

Diese Voraussetzungen sind von uns auch der Berechnung der aus z 
Einheiten abzuleitenden Multiplikationsarten zu Grunde gelegt worden. 

S. 206, Z. 14. Tequation obtenue, gemeint ist die Gleichung 

«M^^2 H h «^n-l,n-lW.nU„ + ^^^U^'^^ = 0. 

S. 206, Theoreme 2. 

Der Satz ist so zu verstehen, dass man sowohl bei den Einheiten al» ^ 
auch bei den Koefficienten die Indices 1 . . . » vertauschen darf, und zwa^- 
beidemal in beliebiger Weise. 

S. 209, Z. 14 V. u. Pour trouver ... 

Dies ist nicht zu verstehen. Gemeint ist vielleicht: Wir wollen uns^ 
mit den (übrigens ohne Weiteres ersichtlichen) Relationen zwischen den^ 
Grössen x^ y nicht aufhalten, da in dem nächsten Fall (4) dieselben Rela- ^ 
tionen auftreten. 



^ 
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S. 211 unten. 

Die über den Fall zweier Einheiten aufgestellte Behauptung erweist 
b nicht als stichhaltig, und demgemäss erleiden die Theoreme 4 und 5 
Fall n = 2 eine Ausnahme. 

Es giebt bei zwei Einheiten zwölf Systeme von Bedingungsgleichungen, 
! Grassmanns erster und zweiter Forderung genügen. 

Lassen wir die trivialen linealen Multiplikationsarten 

I (keine Bedingungsgleichung), 

3,4) 6^* = 68^ = 0, eie^ + e^e^ = 0, 

2, 3, 4) e^* = e^« = c^e, = CgC, = 

. Seite, und setzen wir zuerst voraus, dass die Bedingungsgleichung (1) 
cht erfüllt ist, so haben wir zuerst die von Grassmann angegebenen 
iltiplikationsarten 

3) Ml «2 + ^2^1 = 0, u{^ = ti,*; 



Grelles Journal Bd. 62 (1866). 

Zu S. 218, Z. 6 V. u. Der ausführliche Titel ist: „Sopra un algoritmo 
)posto per esprimere gli allineamenti e suU' ordine o la classe del luogo 
)metrico dei punti o delle rette soggetti ad una legge di allineamento. 
nto del M. E. Prof. Bellavitis. Letto nell' adunanza deir I. R. Istituto 
neto il dl 26 decembre 1854. Venezia, nel priv. stab. naz. di G. An- 
lelli, 1855." Durch Vermittelung des Herrn E. Wolf fing in Stuttgart 
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I Aendorungen, die diese Gleichungen nicht zerstören, sind aber nicht 
r die circulären, sondern sie bilden (in beiden Fällen) die umfassendere 
uppe 

V = ^1^ + ^2«2» V = ± (^««i — ^1%) )i\ 

me Bedingimgsgleichung für die x), ^^ ' 

Dazu kommen die von Grassmann übersenenen Fälle 
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) t*i* = Mg*, und '' 

4) u^u^ + u^u^ = 0, Ml* + Mg* = 0, 

de mit der Gruppe ,.'^ 

Ml' = x^u^ -\- a^Mj, V = ± (^8^1 + -^i^)- 

Aus diesen vier Fällen (3), (4), (2, 3), (2, 4) gehen dann noch vier 
itere hervor, wenn man die Bedingung (l): m, Ug = m^Mj hinzufügt. Die 
uppe der erlaubten Aenderungen wird dadurch offenbar nicht geändert. 

Da die zuletzt erwähnten Gruppen die circulären Aenderungen nicht 
tihalten, so bleibt das Theorem 6 auch in dem Fall von zwei Einheiten 
jtehen. 
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424 Anmerkungen zu den Abhandlungen über Geometrie 

sind wir in den Besitz eines Exemplars dieser Abhandlung gelangt, das an- 
scheinend nur ein Separatabdfuck aus den Atti dell' I. R. Istituto Veneto 
ist. Darin sind die Seiten mit 1 — 17 numerirt, und wir werden sie mit 
diesen Zahlen citiren. 

Zu S. 218, Z. 4 V. u. u. f. A. a. 0. S. 4, 9, 12. 

Zu S. 219, Z. 2 — L Bellavitis, S. 4, 9, 15. Chasles' Abhand- 
lung haben wir schon in der Anmerkung zu S. 97, Z. 17 — 15 v. u. citirt. 

Zu S. 219, Z. 20—21. Dies geschieht auf S. 228, 229. Der Fehler 
von Bellavitis liegt auf der Hand. 

Zu S. 219, Z. 3, 2 V. u. A. a. 0. S. 4. 

Zu S. 220, Z. 2. Wir haben in unseren Anmerkungen: vereinigte 
Lage gesagt. 

Zu S. 220, Z. 6. A. a. 0. S. 4. 

Zu S. 220, Z. 8. A. a. 0. S. 5. Ausserdem braucht Bellavitis für 
die Punkte grosse und für die Geraden kleine Buchstaben. 

Zu S. 221, Regel 6 und 7. Diese Regeln sind eine Folge der im 
Vorhergehenden von uns oft angewandten „Reduktionsregel", vgl. S. 377. 

Zu S. 222, Z. 15. Streng genommen ist dies nicht korrekt. Den 
eigentlichen Nachweis hat Grassmann dort unterdrückt. Wir haben ihn 
in einer Anmerkung gegeben. 

Zu S. 222, Z. 19. Etwas inkonsequent bezeichnet Grassmann hier 
Punkte durch griechische Buchstaben. 

Zu S. 222, Z. 20 u. f. Vgl. Fig. 11, S. 65. 

Zu S. 222, Z. 13 V. u. Es muss auch gezeigt werden, dass diese 
Bedingung hinreicht. Dies geschieht auf S. 227. 

Zu S. 222, Z. 3 V. uT Bei dieser Fassung ist auch das Unendlichfeme 
berücksichtigt. 

Zu S. 223, Z. 7. Statt „berührt" stände hier und auch später 
besser: triflft. 

Zu S; 223, Z. 22 v. u. Vom Jahre 1706. Opera, herausgegeben von 
S. Horsley, Bd. 1, London 1729. 

Zu S. 224, Z. 13. Für „Kurve" stände besser: Zug. 

Zu S. 224, Z. 19 V. u. Das „Kurvenstück" ist ein Bogenelement 
der Kurve. 

Zu S. 225, Z. 1. Der Winkel hat veränderliche Grösse. 

Zu S. 225, Z. 6. Das heisst, wenn B die Gerade ca nicht zwischen 
c und a trifft. 

Zu S. 225, Z. 12, 11 V. u. Gemeint ist, dass m der Punkte a, |3, y 
auf den un verlängerten Strecken a&, &c, ca liegen sollen. 

Zu S. 226, Z. 8. Unter den „sieben" Fällen sind diese verstanden: 
Bewegung von 

1) jp und q hinsichtlich a6, die sich umkehrt, wenn y zwischen a 
und h liegt, 

2) q hinsichtlich ba und &c, die sich umkehrt, wenn B zvdschen ba 
und bc liegt, 

3) q und r hinsichtlich 6c, die sich umkehrt, wenn a zwischen b 
und c liegt, 

4) r hinsichtlich cb und ca, die sich umkehrt, wenn C zwischen cb 
und ca liegt, 
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5) r und p^ hinsichtlich ca^ die sich umkehrt, wenn ß zwischen c 
und a liegt, 

6) p^ hinsichtlich ac und a&, die sich umkehrt, wenn Ä zwischen ac 
und ab liegt, 

7) p^ und p hinsichtlich a. In den sechs ersten Fällen giebt es 
(w -j- 3 — «)-mal Umkehr. 

Zu S. 226, Z. 2 y. u. Denn eine Sehne dieses Zuges trifft den andern 
Zug deshalb nicht, weil sie ihn sonst — da der andere Zug keinen Wende- 
punkt hat — nicht nur einmal, sondern zweimal schneiden müsste. Diese 
Gerade hätte also mit der Kurve dritter Ordnung vier Punkte gemein, was 
unmöglich ist. 

Zu S. 227, Z. 3 — 6. Hierdurch wird nachgewiesen, dass der im Zusatz 
auf S. 226 angegebene besondere Fall vermieden werden kann, was Grass- 
mann nachher, Z. 10, ausdrücklich noch einmal betont. 

Zu S. 227, Z. 18. Vgl. § 2, S. 222. 

Zu S. 228, Z. 16. A. a. 0. S. 13 mit Rücksicht auf das auf S. 12 
Gesagte. 

Zu S. 220, Z. 9. Gemeint ist die Gleichung auf S. 218. 

Zu S. 229, Z. 23—14 v. u. Vgl. Satz Nr. 2 auf S. 74 und die 
Figur 14. Die dort benutzten Bezeichnungen 

a C h «1 C^ b^ d 
sind jetzt ersetzt durch 

a A a^ b B b^ c. 

Die auf S. 75 genannten neun Punkte sind also jetzt diese: 

a, ft, c, AB^ G*«i)(^^iX ca^^A^ cb^B^ aa^B^ bb^A. 
In Figur 33 sind dies die Punkt«: 

a, 6, c, g, c, Ä, /, ä, /". 

Zu S. 230, Z. 1, 2. Dies wurde auf S. 76 unten bewiesen. 

Zu S. 230, Z. 14. Von hier an beginnt der Beweis dafür, dass die 
durch (4) dargestellte Kurve dritter Ordnung die durch (2) angegebene 
Konstruktion zulässt. 

Zu S. 231, Z. 8. Denn alle Kurven dritter Ordnung diurch die acht 

Punkte rf, a, c, 6, /*, /i, g^ % haben noch einen neunten Punkt gemein. Eine 

Solche Kurve besteht aus den Geraden dg^ ah, c/*, eine andere aus den 

Geraden de, bi, gf. Beide haben noch den Schnittpunkt von ah imd 

bi gemein. 

Zu S. 231, Z. 19 V. u. Bellavitis schreibt a. a. 0. S. 16, Z. 3 v. u., 
<iie Gleichung so: 

XAbCdEf(XJg) . XEh \\ 0, wobei fJ \\ 0, gE \\ 

Zu S. 231, Z. 16 V. u. Eigentlich wäre eine neue Figur am Platze 
ewesen. Grassmann hat sich damit beholfen, das Noth wendigste in 
ig. 33 einzutragen. 

Zu S. 231, Z. 13 V. u. Vgl. S. 219, Z. 2. 

Zu S. 231, Z. 5 V. u. Im Original steht g statt ar, aber obgleich hier 
^g ist, muss doch dem Sinne des Textes nach x stehen. 
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Zu S. 232, Z. 6. Denn für x = ft ist xe ef, fx z^: ef. Die Glei- 
chung (9) giebt also 

cfBp Ed F{cfB) .hdG = 
oder: 

efDpEdF(cfB)C{db) = 0. 

Also liegt h auf cfDpEdF(ef'B)Cd und ausserdem liegt b auf ef^ sodass 
der im Text angogebene Punkt h hervorgeht. 

Zu S. 232, Z. 19. Soll nämlich x^i auf gd liegen, so ist xä^gd^ 
xdC :gdC=Eg^ da. g mit C vereint ist. Also: 

xfB ,xdC^ xfBg = B, 

da 5 mit g vereint ist. Demnach giebt (9) 

icDpEdFB = 
oder: 

BFdEpBei = 0, 

sodass t auf BFdEpDe liegt. Ausserdem liegt i auf ^d, daher der Ph^bW 
i des Textes. 

Zu S. 232, Z. 19 V. u. Diese Annahme macht auch Bellavitis, "^8^ 
S. 231: Ff=0, 

Zu S. 232, Z. 2 V. u. Es war nämlich Ä^gf, g'=BC, 
A ~~ BCf\ ferner war a^ ^E hc . de und h FCdEpDe{fg). 
h^FCdEpBcÄ und a^ FCdEpBcAc{de), und wegen FG ^ 
kommt der im Text angegebene Wert von a, . Ferner war \^%c • *' 
und i^ BFdEpDe{gd), also kommt, da gd .— B^ auch der Werüm^ ^^ 
des Textes. 

Zu S. 233, §7. Grassmann beabsichtigt nun zu zeigen, dass, w 
neun Punkte beliebig gegeben werden, stets eine planimetrische Gleich 
aufgestellt werden kann, die die Kurve dritter Ordnung durch die n< 
Punkte darstellt. Beim Beweis entlehnt er Sätze aus der projekti 
Geometrie. 

Zu S. 233, Z. 4 — 10. Dies folgt sofort, wenn man die linke 
einer planimetrischen Gleichung dritten Grades zuerst in zwei Faktoren i 
legt und dann einen der Faktoren nochmals zerlegt u. s. w. 

Zu S. 233, Z. 11—14. Z. B. seien A, B zwei Gerade durch 
Punkt c. Dann haben P^xaA, Q^xbB die Eigenschaft, dass P 
für j: ^ rt , Q = für x^h und ausserdem noch PQ = 
X _-_ AB ^ c ist. 

Zu S. 233, Z. 18 — 14 
mente, z. B. fünf Punkte e 

durch einen Punkt (/, etwa ed^ fd^ gd, hd, id gegeben, so kann man ei^ 
Produkt xA bilden, das in ed, fd, gd, hd, id übergeht, sobald man ^- - ^ 
X diu-ch c^, /*!, g^, Äj, i^ ersetzt. A soll dabei eine Reihe fester Fun 
und Geraden sein, sodass also A an sich kein Produkt ist, sondern n 
symbolische Bedeutung hat. — Dass dem in der That so ist, kann 
mit Hülfe von Sätzen der projektiven Geometrie leicht erkennen: denn de: 
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V. u. Grass mann behauptet: Sind fttnf E^' ^^jen 
'i> /i» ^n '*n *n ^^^ ausserdem fünf Strahl^^ ^ ^^ 
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Ort der Punkte, die so liegen, dass das Doppelverhältniss der Strahlen ^^^^^^^ 
ihnen nach e^, /i, g^j Ä^ oder i^ gleich dem von ed, fd^ gd^ hd oder id isfe^^ ^ 
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ist ein Kegelschnitt dui-ch e^, /"j, g^^ \ bez. durch Cj, /*i, ^j, i^. Beide 
Kegelschnitte haben ausser e^, /i, ^^ noch einen (reellen) Punkt d^ gemein, 
der sich natürlich lineal konstruieren lässt. Nun sind die fünf Strahlen 
^^n /i^i» ^1^11 \^i *i^i 2U den fünf Strahlen crf, /"rf, gd^ hd^ id pro- 
jektiv. Also lässt sich zu jedem Strahl durch d^ der zugehörige Strahl 
durch d lineal konstruieren. Das ist es aber, was Grassmann behauptet. 
— Es ist zu betonen, dass Grassmann in § 7 nur einen allgemeinen 
Ueberblick geben will; erst in § 8 wird die in § 7 entwickelte Methode 
auf einen bestimmten Fall angewandt. 

Zu S. 234, Z. 6. Gleichung (2) steht auf S. 218. 

Zu S. 234, Z. 14, 13 v. u. Denn es ist ea^c ^ «i . ec^^ af . cd . ec^ 
und dies ist, da a/* und cd nach Voraussetzung nicht zusammenfallen, nur 
dann gleich Null, wenn e auf cd liegt, was ausgeschlossen wurde. 

Zu S. 235, Z. 1—6. Die Gleichung (12) ist bis jetzt erfüllt durch 
jc ^ a, 6, c, d, weil dann p oder q^ ist. Dagegen für 

iCEEc, fj gj Ä, t 
ist 

P^^-^y A ^17 Äi, ii, 

31s kommt also darauf an, die in (12) noch verfügbaren Konstanten so 
au wählen, dass (12) befriedigt wird, sobald für p und q eines der fünf 
IVerthepaare, die hier stehen, gesetzt wird. 

Zu S. 235, Z. 13 — 16. Gemeint ist: Ist ij^je = 0, so ist erreicht, 
dass (12) ftlr pj^i^^ (7^*2 S^^^t ^^'^^ ^^^ ^ ^ besonderer Weise ge- 
wählt zu werden braucht. Ist aber i^b^e nicht gleich Null, so wählen wir 
Je so, dass i^ki^ = ist. Alsdann ist (12) wiederum für p -- ij, q ^ i^ 
erfüllt. Um nun beide Möglichkeiten zu umfassen, wählen wir k in 
jedem Falle so, dass tjÄig = ist; das heisst k wird auf i^ij gewählt. 

Zu S. 235, Z. 11 — 7 V. u. Ausserdem ist Ä; an i^i^ gebunden, also 
ist k ein Schnittpunkt der hier erwähnten Kurve dritter Ordnung mit der 
Geraden i^i^. 

Zu S. 235, Z. 4, 3 v. u. /*, r/j, h^ sind die Werthe von q für 
xEEEf^ g^ h . . . Diese drei Punkte liegen, da q ~ xhB ist, auf B. 

Zu S. 236, Z. 3, 4. Hier wird also der Satz benutzt: Wenn eine 
Kurve dritter Ordnung zwei Geraden enthält, so zerfällt sie in drei Geraden. 

Zu S. 236, Z. 10 — 16. Im Original steht hier überall g und h statt 
g^ und Äj. Es ist dies ein Irrthum, dessen Beseitigung in der Folge er- 
heblichere Korrekturen des Textes nöthig gemacht hat, die wir weiter unten 
erwähnen. 

Zu S. 236, Z. 19. k wird also auf ctß gewählt. Ausserdem liegt k 
auf »1*2, das heisst: es ist k'^aß{iy^i^. Vgl. Z. 4 v. u. 

Zu S. 236, Z. 19 V. u. Man muss sich nämlich daran erinnern, dass 
\ nach S. 235, Z. 15 v. u. der gemeinsame Punkt von kf^ ^9^0 9\ ^°^ 
k\C\ ist. 

Zu S. 237, Z. 3 — 5. Wegen des oben erwähnten Fehlers musste hier 
der Text erheblich geändert werden. Vgl. das Verzeichniss der Abwei- 
chungen vom Original. 
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Zu S. 237, Z. 20, 21. Auch hier entsprechende Abänderungen. Wegen 
seines obigen Fehlers zählt Grass mann nur 351 statt 369 Faktoren. 
Vgl. das V erzeich ni SS der Abweichungen vom Original. 

Zu S. 238, Z. 20 V. u. Auf S. 103 ist nämlich n = 2 anzunehmen. 
Dann sind dort ein Strahlenbüschel und ein dazu projektives Eegelschnitt- 
büschel zu konstruiren, deren Durchschnitt die dort mit C bezeichnete 
Kurve dritter Ordnung ist. Auch werden dort nur drei (statt sechs) Kegel- 
schnitte B^ £j, B^ konstruirt, weil sie für die Herstellimg der projektiven 
Beziehung ausreichen. Diese drei Kegelschnitte haben mit C vier Punkte 
gemein. Der auf S. 237, Z. 9 v. u. erwähnte elfte Punkt l ist der Punkt, 
in dem auf S. 103 die Gerade A die Kurve C ausser in den beiden 
Punkten, durch die der Kegelschnitt B gelegt wurde, zum dritten Male trifft 

Zu S. 238, Z. 18 — 15 v. u. Zum Beweise des Satzes b) wird die 
Gleichung (l) auf S. 218 benutzt: 

xaBcDxD^c^B^a^x = 0. 

Giebt man x acht verschiedene Lagen auf der Kurve, aber nicht die Lage 
a und flj — diese Punkte gehören der Kurvte an — , so gehören dazu je 
acht Punkte xaBcJ) und xa^B^c^T)^ auf D und B^ und die Verbindende 
je zweier entsprechenden dieser Punkte geht durch den betreffenden PunW» 
x der Kurve dritter Ordnung. In dem Text des Satzes b) sind a, a^, D, '^y 
mit a, ft, -4, B bezeichnet. — Zum Beweis des Satzes c) wird die O^®^' 
chung (3) auf S. 218: 

xaA . xhB . xcC = 
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benutzt, a, 6, c gehören der Kurve dritter Ordnung an. Dem 

werden noch sieben andere Lagen d, c, /*, g, Ä, i, k auf der Kurve erth^^ 
Dann liegen drei Büschel von je sieben Strahlen mit den Mittelpunlc::^'^^. 
fl, 6, c vor, deren Strahlen nach den sieben Punkten gehen. Sie treffen 
drei Geraden Ä^ B, C in je sieben Punkten, und diese dreimal sie 
Punkte liegen zu je dreien nach der planimetrischon Gleichung auf e 
Geraden, nämlich auf der Geraden xaA . xhB^ wo x = d^ e, /*, ^, Ä, i 
zu setzen ist. — Zum Beweise des Satzes d) wird die Gleichung (2) 
S. 218 benutzt, aber in etwas verallgemeinerter Form: 

xaÄa^ . xhB\ . xcCc^ = 0. 

a, 6, c sind wieder die Büschelmittelpunkte. Die drei andern Büschel si 
die aus 04, 6^, c^. — Zum Beweise der drei Satze b), c), d) ist zu b 
merken, dass die zwei bez. drei ausgewählten Punkte der Kurve 
Ordnung Punkte allgemeiner Lage auf der Kurve sind. 

Zu S. 238, Z. 15 — 13 v. u. Der Beweis des Satzes e) ist nach eine; 
Grassmannschen Manuskripte so: Sind Oj . . . a^Q Punkte einer Kurve 3. 
Cj, so seien O4 und 0/ zwei durch sie gehende Kurven 4. C, die sonsr 
noch 6 Punkte «n • . . «16 gemein haben. Durch a,^ . . . a^5 geht ein Kegel- 



schnitt Cg» ^^^ Q ^0^^ i^ ^171 ^isi ^19 '^^ Q' noch in o^q^ ü^.^ 
schneide. Endlich sei G die Gerade a^^a^g und G' die Gerade (M^Ofi- 
Sowohl O4 und G' als auch O4' und G und ebenso 0^ und (7, bilden m 
sammen je eine Kurve 5. 0. Die 1. und 3. haben die zwanzig 
^1 • • • ^57 ^17 • • • ^1 gemein und fallen also zusammen. Ebenso die 2 



eB 
et 



e- 




i 

1- 







und Analysis. XIV, S. 237 f.; XVI, S. 242; XVIII, S. 247 f.; XIX, S. 251—263. 429 

und 3., die a^ . . . ttj^^^ 0^.^, a^^g, o^q^ ^d ^22 g^^^i^ haben. Da a^^ auf 
C4 und C/ liegt, gehört a^g zur KuiTe 5. 0. und liegt demnach auf C3 
oder Cj, d. h. augenscheinlich auf C^. 

Zu S. 238, Z. 13 — 9 v. u. Es seien a bis k die zehn Punkte, vertheilt 
in zweimal zwei Gruppen zu je fünf, etwa: 

1) abcde, fghik\ 2) ahcdf, eghik. 

Jedesmal wird durch die fünf Punkte ein Kegelschnitt gelegt. Es seien 
dies die Kegelschnitte: 

1) a, ß; 2) y, 6. 

a und / treffen einander in a, &, c, (2, femer treffen ß und d einander in 
g^ Ä, i, k. a und ö schneiden einander ausser in e noch in drei Punkten, 
ß und y schneiden einander ausser in f noch in drei Punkten. Durch 
diese zweimal drei Punkte geht nach Satz e) ein Kegelschnitt. 

Zu S. 238, Z. 6 — 2 v. u. Beweis analog dem des Satzes e), wenn 
man die Kurvengrade um Eins reducirt. 



XVI. Lösung der Gleichung a^ -\- y^ -\- ^ -\- u^ = 0. 

Grunerts Archiv Bd. 49 (1868). 

S. 242, Z. 11, 10 V. u. Leider verräth Grassmann nicht, auf welche 
^eise man sich so leicht davon überzeugen kann, und doch ist gerade das 
^er Punkt, auf den Alles ankommt, denn solange diese Behauptung nicht 
'^m'klich bewiesen ist, ist man nicht sicher, dass durch das Folgende wirklich 
^lle Lösungen der Aufgabe geliefert werden. 

XVin. Zur Theorie der Kurven dritter Ordnung. 

Göttinger Nachrichten 1872. 

Zu S. 247, Z. 1 des Textes. Siehe A. Clebsch: „Ueber zwei Er- 
aeugungsarten der ebenen Kurven dritter Ordnung", Math. Annalen 5. Bd. 
<1872), S. 422—426. 

Zu S. 248, Z. 1. Erklärung der Zuges auf S. 223. 

Zu S. 248, Satz 4. Beweis auf S. 223, 224. 

XIX. Ueber zusammengehörige Pole und ihre Darstellung 

durch Produkte. 
Göttinger Nachrichten 1872. 

S. 251, Z. 17. Gemeint ist offenbar {(x^x^ "h ^2^3 "t" ^^^s^s)"* 
S. 253, Z. 18 „abzuleiten", nämlich linear, durch eine möglichst ein- 
fache Konstruktion. Von einer „Aufgabe" kann man natürlich nicht 
eigentlich reden. 

S. 253, Z. 12 V. u. Die Bezeichnung ist undeutlich. Gemeint ist 
natürlich 

= a^ah = a^cd = ci^xy^ u. s. w. 
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S. 254, Mitte. Die Wendelinie ist, wie Grassmann gelegentlich be- 
merkt, die von Clebsch so genannte „Polardeterminante". S. Grelles 
Journal Bd. 59, S. 125. 

S. 255, oben. Der Schluss beruht auf der gerade in solchen Fällen 
unzuverlässigen Methode der Konstantenzählung, und das angegebene Resultat 
ist auch nicht allgemein richtig. 

S. 255, Z. 14. P,^ ist nichts Anderes als eine Kurve m-ter Klasse. 
Die ünsymmetrie in der Bezeichnung der Kurven «-ter Ordnung nnd der 
Kurven n-ter Klasse, die dem Princip der Dualität zuwiderläuft, hat 
Grassmann in seinem späteren Aufsatz, CVelles Journal Bd. 84, beseitigt. 

S. 255, unten. Das behandelt« Problem lautet, etwa für Kurven 5. O - 
ausgesprochen in der Ausdrucks weise von Reye: „Es soll ein Punkt g^ ' 
funden werden, der zusammen mit einer durch ihn bestimmten Kurve 2. Klass ^ 
eine zu der Kurve 5. 0. apolare Kurve 3. Klasse bildet." 

Die berührte Fragestellung scheint von den Geometem noch nicl 
wieder aufgenommen worden sein sein. 



XX. Die neuere Algebra und die Ausdehnungslehre. 

Mathematische Annalen Bd. 7 (1874). 

Im Original werden zur Bezeichnung der äusseren Multiplikation balc^-^^^ 
runde, bald scharfe Klammem verwendet. Da hier die runde Klammer ^^^^^ 
auch zur Bezeichnung sogenannter symbolischer Produkte dient, so habend ^/^ 
wir, in üebereinstimmung mit den Bezeichnungen von A^, überall di^^ ^^^ 
scharfe Klammer als Zeichen der äusseren Multiplikation gesetzt. 

S. 257, oben. Auf den „Fundamentalsatz" bezieht sich die Darlegung S3- ^ 
weiter unten S. 265. ^^ 

S. 259, Z. 1 V. u. Im Original steht statt „specieller Complex": 
linearer Complex. Unter einem linearen Complex versteht man bekanntlich 
einen solchen, dessen Gleichung die Linienkoordinaten im ersten Grade ent- 
hält. Hier ist ein linearer Complex gemeint, dessen Invariante verschwindet, 
und der sich also auf die Gesamtheit aller Geraden reducirt, die eine be- 
stimmte Gerade treffen. 

Auf S. 541 und 546 des Originals steht statt (xa) und (xa) (= [xa] 
und \xä]) im Original irrthümlich (ax) und (äx). 

S. 262. a = a^if*. Die Bezeichnung der Lücke durch eine der vor- 
kommenden Veränderlichen wäre besser vermieden worden, da es doch nicht 
angeht, dass das Zeichen aaf* gleichzeitig zwei verschiedene Bedeutungen 
hat. Man müsste sonst konsequenter Weise ay" = ax^y" setzen! 

S. 267, Z. 3. So ist der hervorgehende Ausdruck . . ., nämlich nach- 
dem man jedes Glied noch dui'ch eine passend gewählte Potenz von 9q = aic" 
dividirt hat. 

S. 267. Statt der in drei Fällen unrichtigen Zahlenkoef&cienten sind 
die bei Clebsch angegebenen richtigen Werthe gesetzt worden. 
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Es dürfte am Platze sein, mit einer kritischen Besprechung dieser 
A^rbeit eine Auseinandersetzung über die Beziehungen der Ausdehnungslehre 
zur Algebra der linearen Transformationen überhaupt zu verbinden. 

Bekanntlich waren die in der Ausdehnimgslehre von 1844 liegenden 
Keime unentwickelt geblieben, und es waren in der Folgezeit von anderen 
Mathematikern umfangreiche, von Grassmann nicht beeinflusste Unter- 
suchungen angestellt worden, die namentlich zur Ausbildung der sogenannten 
symbolischen Methode geführt haben. Grassmann hat erst verhältniss- 
mSssig spät, und nach langer Entfremdung von der Mathematik überhaupt, 
auf Anregung von C leb seh in diese Entwickelung eingegriffen, und den 
Versuch gemacht, seine Ideen in dem Gedankenkreise der Invariantentheorie 
oachträglich noch zur Geltung zu bringen. Unter diesen Umständen ist es 
lun nicht zu verwundem, und jedenfalls zu entschuldigen, wenn es Grass- 
tiann — wie dem Herausgeber scheint — nicht mehr gelungen ist, sich das 
T^ahre Yerhältniss seiner Ausdehnungslehre zu jenen Methoden völlig klar 
ci machen. 

Dieses Yerhältniss ist nämlich, nach des Herausgebers Ansicht, das der 
Tuterordnung, der Art, dass die hier in Betracht kommenden Theile 
ex Ausdehnungslehre vollständig in der weiter entwickelten und sorgföltiger 
ixrchdachten symbolischen Methode aufgehen, und als selbständige Disciplin 
berflüssig werden. Es lässt sich nämlich — soweit Invariantenbildungen 
^ Frage kommen — zu jedem Schritte der Ausdehnungslehre eine ent- 
e^Techende Operation im symbolischen Rechnen nachweisen, während das 
Eingekehrte nicht ohne Weiteres der Fall ist. 

•^ Es scheint uns daher eine nutzlose Verwickelung zu bedeuten, wenn 
Van beide Vorstellungs weisen mit ihrer verschiedenen Terminologie neben 
in an der benutzen wiU, wie es Grassmann in der vorliegenden Abhand- 
-Xng gethan hat: Es heisst das nur, eine und dieselbe Sache zweimal in 
t;was verschiedener Weise bezeichnen; denn auf eine abweichende Be- 
eichnung, so dass man z. B. aaf* für aj* schreibt, kommt schliesslich der 
Bnze Unterschied hinaus. Der Grundgedanke ist beidemal derselbe, wenn 
r auch, entsprechend dem selbständigen Ursprung beider Disciplinen, in 
erschiedene Worte gekleidet wird, und wenn man sich auch die Ausdrücke 
1 beiden Fällen ein wenig anders entstanden denkt. Ganz identisch sind 
ber die anzustellenden Rechnungen. Es ist uns daher nicht recht ver- 
bändlich, was Grassmann meint, wenn er (in § 3) seinea AusdiUcken 
ine ,/eale" Bedeutung zuschreibt, die der anderen Methode fremd sei; 
amentlich aber können wir nicht zugeben, dass es Fälle geben könnte, in 
enen die symbolische Methode versagte, und die Ausdehnungslehre er- 
änzend einzugreifen hätte. Das ist durch die Natur der Dinge völlig 
.usgeschlosscn. 

So enthalten auch die in der vorliegenden Abhandlung ausgesprochenen 
^ätze nichts Specifisches, der Ausdehnungslehre Eigen thümliches, und ihr 
beweis erfordert im Rahmen der gewöhnlichen Theorie nur wenige Zeilen, 
»hne dass neue Begriffe und Zeichön nothwendig wären. So ergiebt sich 
ler Satz in § 4 ohne Weiteres, wenn man die Abhängigkeit zwischen x und y 
lerart bestimmt, dass ö2~*öy = 0, (xy) = aj* wird, und dann jeden 
lymbolischeu Faktor {ab) nach der Formel (xy) . (ab) = aj) — a h^ 
im wandelt. 
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Der Satz erscheint also, nachdem das — in dem Werke von C leb seh 
angewendete — Verfahren einmal gefunden ist, ziemlich selbstTerständlich. 
Als eine „Anwendung der Ausdehnungslehre auf Inyariantentheorie" kann er 
kaum angesehen werden, und ebensowenig kann man sagen, dass er 
„beinahe alle Beziehungen, die zwischen binären Formen herrschen^' zur 
Evidenz bringt. 

Natürlich wollen wir nicht behaupten, dass es nicht möglich sei, die 
Begriffe der Ausdehnungslehre derart zu entwickeln, dass sie ein vollstän- 
diges Aequivalent der symbolischen Methode wird. Dies ist sogar sehr 
leicht; nur sehen wir nicht, was es nützen soll. 

Bei der grossen Rolle, die in der Ausdehnungslehre überhaupt ab- 
kürzende Bezeichnungen spielen, ist es nöthig, einmal darauf hinzuweisen, 
dass diese durchaus nicht immer zweckmässig gewählt sind. Namentlich 
vermissen wir in den späteren Abhandlungen Grassmanns (seit 1872) 
ein einheitliches Princip in der Wahl der Zeichen. Einige Male schwankt 
Grassmann zwischen mehreren verschiedenen Bezeichnungen. Manche 
Zeichen sind viel zu undeutlich, um bei weitergehenden Anwendungen 
brauchbar zu sein; man muss zu vielerlei im Gedächtniss behalten. Es 
kommt auch vor, dass gewisse Zeichen mehrere Bedeutungen haben. (Man 
vergleiche unsere Schlussbemerkungen zu den Abhandlungen XXI und XXII, 
S. 437, 438.) Wenn daraus, soweit uns bekannt, ernstere Uebelstände 
nicht hervorgegangen sind, so liegt das lediglich daran, dass Grassmann 
in der späteren Zeit Anwendungen der massenhaft eingeführten Symbole 
nur noch in sehr geringem Umfange gemacht hat. 

Schliesslich wollen wir noch auf einen Umstand hinweisen, der namentliob 
bei einer Darstellung der Invariantentheorie im Gewände der Ausdehnungs- 
lehre sich störend fühlbar machen müsste. Es ist die Mehrgestaltigkeit im 
Ausdruck der linearen Transformationen, wodurch die Zahl der Begriffe 
und Zeichen unnöthig vergrössert wird. Die linealen Aenderungen sind 
gewiss nicht zu entbehren; die sogenannten Quotienten aber, so geistreich 
sie ersonnen sind, sind innerhalb des Systems der Ausdehnungslebre selbst 
vollkommen überflüssig. Denn gleich Null gesetzte Lückenausdrücke mit 
zwei Lücken — bilineare Formen in der heute üblichen Ausdruckweise — 
leisten genau Dasselbe, ja sie werden Grassmanns Principien in noch 
vollkommenerer Weise gerecht; und sie können ihrerseits nicht durch die 
Quotienten vertreten werden, da sie das Anfangsglied in der Reihe der 
Connexe bilden, also in einem systematischen Ausbau der Ausdehnungs- 
lehre nicht fehlen dürfen. 

Wir haben bei diesen Ausstellungen aus zwei Gründen verweilt. Der 
erste ist, dass die Schriften einiger Mathematiker, die mit ihren Arbeiten 
an Grassmann anknüpfen, mit der sonst in Betracht kommenden Litte- 
ratur aber offenbar ungenügend bekannt sind, die gerade einem solchen 
Calcul gegenüber doppelt nothwendige Kritik der Methode ganz und gar 
vermissen lassen. Manche schwören auf Grass mann wie auf eine Art von 
Evangelium, und wollen seine Methoden, d. h. heute nicht viel mehr, als 
seine eigenthümliche Ausdrucksweise, überall angewendet wissen*). Dass 
dabei nicht viel Bemerkcnswerthes zum Vorschein gekommen ist, kann 



*) Ganz Entsprechendes gilt übrigens von den meisten Nachfolgern Hamiltons. 
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nicht überraschen. Diesen Mathematikern gegenüber war es nöthig — wenn 
es auch yoranssichtlich nicht viel Erfolg haben wird — die Unzulänglich- 
keit eines solchen Standpunktes einmal darzulegen; scheinen doch diese 
(und noch viel schwerer wiegende) Mängel für die öffenÜich geübte Kritik 
nicht vorhanden zu sein. Statt buchstabengläubig Alles zu übernehmen, 
was Grassmann geschaffen hat, werden wir besser thun, uns die tiefen 
philosophischen Gedanken anzueignen, die in den Werken von 1844, 1847 
und 1862 niedergelegt sind, und uns zu bemühen, in seinem Geiste zu 
arbeiten. Dazu gehört namentlich auch, dass wir Grassmanns Methoden 
durch sachgemässere ersetzen, da wo es nÖthig ist. (D. h. ungefähr überall, 
sobald man über die leichten Aufgaben hinauskommt, auf deren Bearbei- 
tung die Herren Grassmann-Fanatiker sich zu beschränken pflegen.) Wir 
dürfen uns hier auf die schönen Worte berufen, mit denen Grassmann 
die Vorrede zur Ausdehnungslehre von 1862 geschlossen hat. 

Der zweite der oben erwähnten Gründe ist, dass wir es zu recht- 
fertigen haben, dass wir von den zahlreichen auf Invariantentheorie bezüg- 
lichen Manuscripten aus dem Nachlasse Grassmanns Nichts an die Oeffent- 
lichkeit bringen. Auf diese Aufzeichnungen, die aus Grassmanns letzten 
Liebensjahren stammen (sie beginnen 1873), und übrigens nicht in druck- 
fertiger Grestalt vorliegen, findet nämlich die soeben geübte Kritik gleich- 
falls Anwendung. Merzt man aus, was blosse Definition, und was nur 
formale Aenderung von Untersuchungen anderer Mathematiker ist, so bleibt 
nicht viel übrig. Auch dieses Wenige hat sich leider nicht als zur Ver- 
öffentlichung geeignet erwiesen. 

Wir wenden uns nunmehr zu dem Fundamentalsatze in § 1. 

Dieser reducirt sich, wenn man m = 2 setzt, auf den Satz in § 4. 
Für «I > 2 aber ist er, wenn man ihn wörtlich nimmt, nicht zu verstehen. 

Cremeint ist wahrscheinlich das Folgende. Statt, wie es gewöhnlich 
geschieht (bei temären Formen) einen Punkt und eine von diesem unab- 
hängige Linie in die zu betrachtenden Formen als Veränderliche eintreten 
zu lassen, genügt es bei gewissen Fundamentalaufgaben, den Punkt und 
die Linie in vereinigter Lage (aber im Uebrigen frei veränderlich) anzu- 
nehmen. Fasst man nun die Linie u als Verbindungslinie des Punktes x 
mit einem anderen Punkte y auf, so erhält man ein System von Formen, 
das in vieler Hinsicht das gewöhnlich sogenannt« Formensystem vertreten 
kann, und dessen Bildungen sich, wenn aj* die Grundform ist, aus symbo- 
lischen Faktoren der drei Typen 

(abc), {ahu) = {aj>^ — a^W a^ 
zusammensetzen. 

Man kann nun einen dritten veränderlichen Punkt z (eine extensive 
Veränderliche z) so bestimmen, dass bei frei veränderlichen x und y 

(xyz) = 0^.0"^ — aJ-^Oy . a^-^a^ 

wird. Gestaltet man dann jeden Faktor (ahc) mit Hülfe des Multiplika- 
tionssatzes der Determinanten 

(xyz) . (abc) = {a^^^^z 

Orasimann, Werke. II. 28 
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um, so wird die fragliche Invariante oder Covariante, nach Ausreohntuig 
der symbolischen Produkte, in der That eine rationale Funktion der Grass- 
mann sehen Stammformen, nämlich der Polaren 

wobei im Nenner nur eine Potenz von {xyz) vorkommt. Aehnlich verfallt 
sich die Sache in höheren Fällen. 



.1. 



u 



8 



XXI. Der Ort der Hamiltonschen Quaternionen in der 

Ausdehnungslehre. 
Mathematische Annalen Bd. 12 (1877). 

Grassmann scheint, wenigstens bei Abfassung der vorliegenden A" "" 
handlung, Hamiltons Schriften nicht zur Hand gehabt zu haben, dec^:^^^ 
er citirt nur abgeleitete Quellen (Dillner und Hankel). Andernfalls möchr^ -^ 
sein Urtheil über das Werk des irischen Mathematikers doch wohl günstigt.^' '^^ 
ausgefallen sein. 

Obwohl wir wissen, dass wir es wahrscheinlich keiner Partei red»— ^'*' 
machen werden, wollen wir uns doch der Aufgabe nicht entziehen, zr" 
den von Grassmann berührten Fragen Stellung zu nehmen. 

Wir müssen Grassmann darin beistimmen, dass die Ausdehnungsle 
im Vergleich zu den Quaternionen als die umfassendere und weiter reichend 
Disciplin erscheint; und auch wir finden, dass die Quatemionenmethodi^ -^^® 
schon von Hamilton selbst, und mehr noch von dessen Nachfolgern, aun 
eine Menge von Gegenständen angewendet worden ist, für deren Behand- 
lung sie sich gar nicht eignet. Auf der anderen Seite ist es nur billig, 
anzuerkennen, da.ss auch die Quatei-nionentheorie eine originale 
ist, und dass sie auf ihrem eigentlichen Gebiete (das die Bewegongsle 
und Theile der mathematischen Physik umfasst) den Gedanken einer geomi 
trischen Rechnungsart in vollkommenerer Weise verwirklicht, als es Grass* 
manns Methoden thun. Beide Bechnungs weisen ergänzen einander. 

Der Umstand, dass beide Autoren unabhängig von einander gearbeitet — ^ >. 
haben (s. die Anmerkungen auf S. 414 des ersten Bandes dieser Ausgabe) ^^*J 
braucht natürlich niemanden davon abzuhalten, mit Grassmann den Quater- 
nionen nachträglich noch ihren „Platz in der Ausdehnungslehre^^ anzuweisen, 
sie als eine Entwickelung dieser Disciplin nach einer besonders wichtigen 
Bichtung hin zu behandeln. Wir dürfen indessen nicht übersehen, dass 
man, um dies auszuführen, einer Wendung bedarf, die, so selbstverständlich 
sie uns heute erscheinen mag, dem Gedankenkreise Grassmanns ur- 
sprünglich völlig fremd ist. Wir meinen die Zurückführung der Produkte 
zweiter Stufe auf die ursprünglichen Einheiten, unter Annahme des asso- 
ciativen Gesetzes der Multiplikation. (S. Lie und Engel, Theorie der 
Transformationsgruppen HI, Leipzig 1893, S. 748.) Diesen folgenreichen 
Schritt hat, das Gebiet der gewöhnlichen complexen Zahlen verlassend, 
bekanntlich zuerst Hamilton gcthan; bei Grassmann erscheinen die so- 
genannten Einheitsprodukte immer als Grössen einer neuen Art. 
\ Wenden wir uns nun insbesondere zu Grassmanns Darstellung der 
laternionentheorie , so können wir uns nicht verhehlen, dass diese darin 
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nicht zu ihrem Rechte gekommen ist. Wir meinen damit nicht nur, dass 
xms die polemischen Stellen über das Ziel hinauszugehen scheinen, sondern 
namentlich auch, dass die von Hamilton übernommenen Gedanken nicht 
deutlich genug als solche bezeichnet sind. Es scheint Grassmann gar 
nicht zum Bewusstsein gekommen zu sein, dass gerade die entscheidende 
Wendung in der Abhandlung „Sur les differents genres de multiplication^^ 
nicht zu finden ist. 

Im Einzelnen erscheint die Darstellung im ersten Theile von Grass- 
manns Abhandlung gesucht. Es soll gezeigt werden — was an sich ganz 
richtig ist — dass die Grundanschauungen der Ausdehnungslehre mit Noth- 
i^endigkeit zu den Quatemionen hinführen. Man fragt sich aber unwill- 
Ecürlich, ob die ganze Argumentation überhaupt möglich gewesen wäre, 
wenn die Quatemionen nicht schon vorgelegen hätten. Namentlich die 
ganz ungenügend motivirte Ersetzung des Produktes [ab] in der Glei- 
chung (4) durch seine Ergänzung (in 4 b) sieht beinahe wie ein Taschen- 
spielerstück aus. Einfacher würde es gewesen sein, wenn der doch nicht 
vermiedene Gredankensprung an den Anfang verlegt worden wäre, wenn 
also die Entwickelung gleich mit der Gleichung (I) begonnen hätte. 

Schwerer noch wiegt unseres Erachtens ein anderer Uebelstand, der 
den Anfänger jedenfalls eine ernsthafte Schwierigkeit enthalten muss. 
Begründung der Quaternionentheorie von der Streckenrechnung aus 
sind nämlich zunächst nur drei coordinirte Einheiten vorhanden, die drei 
^iinabhängigen Strecken des Baumes. Die vierte Einheit, die mit der Ein- 
laeit des gewöhnlichen Rechnens identificirt wird, erscheint als eine Grösse 
^on ganz verschiedenen Eigenschaften. Dass nun diese trotzdem mit den 
Strecken, also mit Bichtungsgrösseu, in Form einer Summe soll verbunden 
^werden können, während doch sonst überall, namentlich aber bei Grass- 
mann, nur gleichartige Grössen zu einer „Sunune^^ vereinigt werden, hat 
entschieden etwas Gewaltsames. Es ist das ein Schritt, der um so mehr 
einer sorgföltigen Motivirung bedurft hätte, als die sonst vielfach als Ana- 
logen herangezogene geometrische Deutung von x -\- iy ganz anders verfährt. 
Es scheint uns fraglich, ob sich diese Mängel auf dem von Grass - 
mann beschrittenen Wege überhaupt völlig vermeiden lassen. Jedenfalls 
-werden sie vermieden, wenn man (wie es uns das Naturgemässe zu sein 
scheint) die Quaternionentheorie von den Drehungen aus begründet, und 
das Multiplikationstheorem als Parametergruppe der Gruppe der Drehungen 
hinstellt. 

Die doppelte Auffassung der Quatemionen, und damit die verschiedene 
Deutung der Scalar- und Vectorgrössen, tritt dann erst auf einer späteren 
Stufe der Entwickelung hervor, als eine Folge des ümstandes, dass die 
Gruppe der Drehungen zugleich die Adjungirte ihrer eigenen Parameter- 
gruppe ist. 

Diese auf den Begriffsbildungen der Gruppentheorie fassende Auf- 
fassung der Quatemionen ist allerdings erst in neuerer Zeit deutlich 
hervorgetreten, die Keime dazu finden sich aber schon bei Gauss und 
Cayley. 

S. 271, Z. 8. Aendem sich ... ^ = 1. Es ist nämlich in (4b) die 
linke Seite homogen vom zweiten Grade in e^, Cg, 63, die rechte homogen 
vom ersten Grade in ^q, (\^ e^, Cj, wenn e^ die neu hinzukommende Einheit 

28* 
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bezeichnet. Da fi nach dem Vorhergeschickten nicht Null sein soll, so 
kann man allerdings |x gleich der Einheit setzen, ohne die Allgemeinheit 
za beeinträchtigen. 

S. 274, Z. 13 V. u. Natürlich ist auch noch die eine Grenze aus- 
zuschliessen. Unserer heutigen Auffassung würde es mehr entsprechen, bei 
gebrochenem (i die Potenz (cos a -|- a sin a)^ als eine mehrwerthige Grösse 
anzusehen. 

S. 275, oben. Grassmann bedient sich hier einer besonderen Lage des 
Koordinatensystems. Einfacher und sachgemässer ist es bekanntlich, die Ein- 
deutigkeit der Division aus der Gleichung (III) zu schliessen. 

S. 275, Z. 17. „Hieraus ergiebt sich ..." nämlich, wenn der Winkel äegrr 
Quatemion q zwischen tt und — n liegt, mit Ausschluss beider Grenzen-^ 
Denn nur in diesem Falle findet sich der Winkel von l:q in demselbei^ 
Gtebiet wie der von q, 

S. 277. Der Titel der erwähnten Habilitationsschrift von Frege istzr 
Rechnungsmethoden, die sich auf eine Erweiterung des Grössenbegriffes gründen — 

S. 277, 278. Um die Beziehung von Grassmanns Bezeichnung dez^ 
Drehungen zu den Formeln Eulers, wie sie sich aus der Quatemionen — 
theorie ergeben, klar zu stellen, zerlegen wir die Quatemion g = a + a^ 
in ein Produkt zweier Vectoren b und c (Strecken nach Grassmann): 

(A) q = bc. 

Diese werden dann einen unveränderlichen Winkel einschliessen, nämlich m 
den Winkel der Quatemion, und einer von ihnen kann in der Ebene der^ 
Quatemion noch willkürlich angenommen werden. Ist daher q' eine andere « 
Quatemion, so kann man gleichzeitig setzen 

(A-) q = cd, 

und daher 

(B) qq=c^.bd, 

womit das Produkt qq wieder in derselben Form erscheint, wie q und q\ 
Sei nun 6^ der einfache Punkt, in dem die drei zu einander senk- 
rechten Strecken e^, e^j e^ zusammenstossen, und zugleich die (bei G. an- 
bezeichnet gelassene) vierte Quatemioneneinheit, sei femer 

ein beliebiger (rrQ-facher) Punkt des Baumes, so wird der Ausdruck der 
von der Quatemion q bewirkten, das heisst um die zugehörige Strecke a 
mit dem doppelten Winkel der Quatemion ausgeführten Drehung 

(C) e = Kq . X . q = (a — a)x(a -\- a). 
Diese Formel kann man aber, nach (A), auch so schreiben: 

(D) z = cbxbc'y 
und hierfür kann man setzen 

(E) = eye, y = bxb. 
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Jede der beiden letzten Formeln stellt eine einfacbe Umwendung 
(Drehung um 180®) um eine der Axen 6, c dar; (E) und (D) zusammen 
enthalten den Hamilton sehen Satz, wonach jede Drehung auf oo^ Arten 
als Folge zweier ümwendungen dargestellt werden kann. (A), (A') und 
(B) enthalten daher das hieraus hervorgehende Gesetz für die geometrische 
Zusammensetzung der Drehungen. 

In der Grass mann sehen Bezeichnungsweise treten nun an Stelle der 
Formeln (D) und (E) die folgenden: 

(D') xe^^^' = je, 

(E') y(f = z, xb" = y. 

^während an Stelle von (B) die Formel tritt 

(BO e*^*^ . e*^«^ = e^^^^. (S. Nr. 20.) 

Worin die behaupteten Vorzüge der Grass mannschen Symbolik liegen 
sollen, vermögen wir nicht zu erkennen, zumal neue Resultate damit nicht 
abgeleitet werden. Jedenfalls werden die Formeln (C), oder die mit ihnen 
äquivalenten Eul ersehen Formeln durch die Formeln (D') nicht überflüssig 
gemacht, da diese einen ganz anderen Gedanken ausdrücken. 

Allerdings hat Grassmann die Einordnung in seine Systematik, die 
TJnterordnung der Drehung unter den Begriff des Quotienten, das heisst 
^er linearen Transformation erreicht. Das ist indessen von vom herein 
Idar; es bedurfte dazu gar keiner Formeln. Auch sieht man nicht, warum 
IdIoss die Drehung, und nicht auch die Quatemionen-Multiplikation selbst 
<^exn Begriff des Quotienten untergeordnet wird. 

üeberdies ist die Grassmannsche Bezeichnung höchst undeutlich. Das 
Symbol a** kann sowohl eine Quatemion (Formel V) als auch einen Quo- 
^enten von der zu den Bewegungen gehörigen Art vorstellen (Formel 16); 
^las Nebeneinanderschreiben (xo") vertritt demnach zwei gänzlich verschie- 
dene Arten der Multiplikation. 



^XII. Verwendung der Ausdehiiungslehre für die allgemeine 

Theorie der Polaren. 

Grelles Journal Bd. 84 (1877). 

S. 289, Mitte. Dann ergiebt sich, u. s. w. 

Nach den vorausgeschickten Definitionen ist [^J~^e2 • ^i""^^«] ^^^^^ 

gleich 1, sondern = — [^^il^'^L^^j] = — » ^i^d so ist auch der ange- 

^bene Werth von [a^^^a^")] nicht richtig. Um die richtige Formel zu er- 
Xialten, schreibe man, abweichend von Grassmann, die Ausdrücke von 
c»(") und «(") mit Polynomialcoefficienten 

«(") = c,b,B^ + Cgbgcj-^f, H h c,b,£j, 
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wo der zu dem Gliede el^d^el^ (^^ß-\-y~\~^ = ^) ge>hönge Zahl^n- 
coefficient c den Werth 

Ml 

öT ß VyTJl 
hat Dann wird 

S. 290, Mitte. 

Die von Grassmann 1844 eingeführte Stufenbezeichnung ist auch '^^ 
der Formentheorie üblich geworden. Die um die Einheit verringerte Stufe- -ä^* 
zahl heisst Dimension. Der Gebrauch des Wortes „Stufe" im Sinne vcin^^'^ 

Dimension, gegen den Grassmann polemisirt, findet sich vermuthlich zuei st 

bei V. St au dt (Geometrie der Lage, 1847), dem dann Eeye und Ande^^Bce 
gefolgt sind. 

S. 293, 294. 

Grassmann wendet hier die scharfe Klammer zur Bezeichnung de 
auf das Gebiet v-ter Stufe bezüglichen Multiplikation an. Es ist aber di 
Zeichen [a^'^^a^'*)] schon in anderem Sinne verwendet, und beide Bedeutungc 
sind, wie aus dem vorhin Gesagten folgt, nicht nur der Entstehung nacl 
sondern auch sachlich verschieden. 




Sachregister*) 

zu den Abhandlungen I — XXII. 



JLbleiten b. nnmerisch. 

Addition y. ZahlgrGssen auf lineale 
Konstr. in der Ebene zurückgeführt 
IV, 81 f. vgl. 3871 — Dasselbe im 
RÄume VIII, 141. 

Aenderung s. lineale Ae. 

AeuBsere Mult. s. d. 

Algebraisch s. Multiplikation. 

Algebraische Gleichung einer Kurve 
(Fläche) in eine planim. (stereom.) Gl. 
verwandelt IV, 81 f., vgl. S. 3871; 
Vm, 140 f. 

Alg^brique s. Multiplication. 

Algorithmus der planim. Mult. V, 
86—89, XrV, 219 f., vgl. S. 374 f. 

Anfangselement einer ofiPenen Figur 
III, 78, IV, 83, einer Verkettung 88, 
im Räume X, 162 vgl. 414. 

Anfangsstrahl einer offenen Figur 
im Räume X, 165. 

Anwenden, einen Punkt od. eine Gerade 
m-mal bei einer Konstr. anw. ü, 60 f, 
im Räume einen Punkt od. eine Ebene 
VIII, 136 f. — Wird eine veränd. Ele- 
ment m-mal zur Konstr. eines Punktes 
(einer Ebene) ang.^ so werden die 
Koord. d. Punktes (d. Ebene) homogene 
Funkt, m-ten Grades 140. 

Apolare Formen XXII, 288f. 

Ässociatives Princip XXI, 271. 

Bewegliches Element: v-fach bew. 
X, 167. Vgl. Produkt. 

Binäre Formen XX, 266—267. Darst. 
der explicite gegebenen invar. Bil- 
dungen durch Stammformen 266 f., 
der symbolisch gegebenen 266 f. 



Centrale, m-te C. einer Oberfläche 

, in B. auf einen Punkt (den zugeord- 
neten Pol I, 21) ist der Ort der m-ten 
barm. Mitten I. 13. — Die 1. C. 14. — 
Einfachere Bestimmung der m-ten C. 18. 
— Die Oberfl. n-ter 0. selbst als »i-te 
C. 19. — Jede C. ist auch C. aller 
höheren C.en i. B. auf denselben 
Punkt 20. — Beziehungen zwischen 
C.en u. Polaren 21 — 24. — Die einer 
Richtung zugehör. w-te C. od. C. eines 
unendlich fernen Punktes 26—27. — 
Die m-te C. einer Oberfl. w-ter Klasse 
i. B. auf eine Ebene 37, in B. auf die 
unendl. ferne Eb. (d. m-te C. schlecht- 
hin) 42—44. — Die m-te C. i. B. auf 
eine Gerade (die Polaraxe) 39 f. — C. 
i. B. auf ein belieb. Element 46 f. — 
Verallgemeinerung der Theorie der 
Centralen 46—48. — Die erste C. (C. 
schlechthin) eines Punktes i. B. auf 
eine Kurve XX, 263. 

C e n t r u m der harmonischen Mitten (nach 
Poncelet) I, 12. 

Changement circulaire, positif ou 
nägatif XIII, 210. 

Chaslesche Erzeugung der Kurven 
3. 0. XIV, 219, 281, vgl. S. 395, 398. 

Circulaire s. Multiplication, change- 
ment. 

Clefs alg^briques von Cauchy, XIH, 
199 f., 203. 

Composd 8. quantit^. 

Determinantenkurve, die zweite 
einer Kurve 6. 0. u. die m-te einer 
Kurve n-ter 0. XIX, 266. 



*) Die kursiv gedruckten Seitenzahlen beziehen sich auf die Anmerkungen. 
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Doppelpunkte, Kurven mitD.en IV, 84, 
XIV, 219, vgl. S. 387. 

Drehung, dargestellt durch einen Quo- 
tienten von Strecken XXI, 277 f. 

Dreiecke, rationale XV, 239—241. — 
Entspr. D. bei einer Kurve 3. 0. s. d. 

Durchmesser einer Kurve i. B. auf 
eine Richtung I, 25. 

Durchmesserebene einer Fläche i. B. 
auf eine Richtung I, 25. 

Ebene, ihre lineare Konstr. aus der Gl. 
Vm, 148 f. — E. als Element 3. Stufe 
im Räume IX, 145, ihre Bezeichnung 

145. Vgl. projektivisch. ' 
Ebenenbüschel 1. u. 2. Stufe durch 

ein stereom. Prod. dargestellt X, 157. — 
Vgl. projektivisch. 

Ebenengebilde im Räume Vm, 137. 

Ebenensysteme I, 33. 

Ecken einer offenen Figur III, 78, IV, 83, 
im Räume X, 162. 

Einfache Grösse q-tei Stufe im Ge- 
biete (q + syter Stufe XXII, 291. — 
Bedingungsgl. dafür, dass eine Grösse 
g-ter Stufe einfach ist 291 f Vgl. 
Bd. I, 2, S. 402—409, 510 f. 

Einheiten 1. Stufe XX, 268. XXH, 283. 

Elemente: Punkte, Gerade u. Ebenen 

1, 45. — Punkte u. Gerade als E. 
einer off. Fig. UI, 78, IV, 83. — Punkt, 
Ger. u. Eb. als E. der lin. Konstr. im 
Räume Vm, 136. — E. 1., 2., 3. Stufe 
im Räume IX, 145, E. nullter Stufe 

146. — Punkte u. Ger. als E. 1. u. 

2. Stufe in einer Ebene XIV, 219. 
Endelement einer offenen Figur m, 78 ; 

rV, 88. 

Endstrahl u. Endpunkt einer offenen 
Figur im Räume X, 165. 

Entfernungsquotient eines Elemen- 
tes von zwei anderen I, 45. 

£quation de condition relatives (par 
rapport) ä une multiplication XIII, 208, 
pour les produits de deux facteurs 204. 

— Suppositions sur les 6. d. c. 204. 
Vgl. S. 421 f. 

Ergänzung einer Strecke XXI, 270 f 

— E. einer Einheit XXII, 284. 
Erzeugung s. projektivisch, Punkt- 



gebilde, Liniengebilde, GeäUft. ^ ^ 
von Punktgebilden u. Lidengeb. dtir^ 
feste u. bewegliche Punkte u. Gei^«^* 
s. Hauptsatz. — Man kann die fest^^ 
Punkte u. Linien durch Punkt- "^^ 
Liniengebilde höh. 0. ersetzen II, 71 ^' 

Eztensif s. quantit^. 

Extensive Grössen 1. bis m-ter Stufd 
XX, 258. — Entsprechen zwischen 
ext. Gr. p-ier u. (tn — p)-ter Stufe 
259. — Die e. Veränderliche x: 261 - 
(als Kovariante 1. Stufe); XXH, 288. - 
— E. Gr. q-ter Stufe im Gebiete • 
(q-^-syter Stufe, wann einfach? XXH, 
291 f. Vgl. Bd. I, 2, S. 40^— ^P, 5iöf. 

Exterieur s. Multiplication. 

Facteurs sjmboliques de Cauchy 
Xni, 208. 

Figur s. offen und geschlossen. 

Fläche n-ter 0. u. Kl. XXH, 286. — 
Fl. k'tQT Kl. als Vielfachensumme von 
Produkten 287. — Darst. einer Fl. 
n-ter 0. (n-ter Kl.) durch ein kombin. 
Prod. 293 f. — Vgl. Oberfläche. 

Flächengebilde m-ten Grades XXH, 
290. 

Form n-ter 0. u. n-ter Kl. XXII, 287f 

Formgebilde m-ten Grades XXII, 290. 

Fortschreitende Faktoren eines pla- 
nim. Produktes V, 88. 

Fundamentalsatz, Grassmanns F. 
der Invariantentheorie XX, 256 f. 

Funktion von n Veränderlichen als F. 
einer extens. Ver. XX, 261 f. ; XXH, 288 f. 

Funktionsverknüpfungen VI, 99f. 

Gebiet (m-ter) g-ter Stufe XX, 258; 
XXII, 290, einem Gebiete (g -f «)-ter 
Stufe untergeordnet 291. 

Gebilde n-ten Grades EI, 79 Anm., er- 
zeugt durch lineale Bew. einer geschl. 
Verkett. n-ten Grades IV, 88. — G. 
8. u. 4. Grades durch eine Verkett. 
V. 8 u. 5 off. Fig. 84. ~ G. 1. u. 2. 
Stufe im Räume X, 157. 

Gebilde (lineares) = Gebiet g-ter Stufe 
XXn, 290. 

Gemeinschaftliches Gebiet XXn, 290. 

Gemeinschaftliche Seite zweier off. 
Fig. II, 62 Anm. 



Sacliregister zu den Abhandlnngen I — XXIL 
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Geometrische Gleichung s. d. 

Gerade, ihre Bezeichn. II, 63 Anm., XIV, 
219. — Geom. Gl. einer G.en 11, 66. — 
G. als El. 2. Stufe im Räume IX, 145, 
in der Ebene XIV, 219. —Vgl. MultipL, 
Strahlenbüsche]. 

Oeschlossene Figur in, 78, Verkettung 
IV, 83, im Räume X, 169. 

Gewebe algebr. Flächen XXII, 289 f. 

Oleichmassige quateme Einheiten 
XXT, 278. 

Gleichung, geom. (planim.) Gl. n-ten 
Grades n, 65, die den Punkt x ganz 
unbestimmt lässt 61 Anm. — Schein- 
bare Emiedr. des Grades der zugeh. 
Kurvengl., das Geb. enthält m unendl. 
ferne Gerade IV, 84 f., vgl. S. 389 f. — 
Einige Umgestaltungen geom. Gl.en 
Vn, 114f. — Stereom. Gl. n-Grades 

XI, 170. — Die allg. ster. Gl. 2. Grades 
170 f., die zugehör. oflF. Figur 172f. — 
Die Gl. stellt eine geradlin. Fläche 
dar 178. — Ster. Gl. 2. Grades, die 
fftr jeden Punkt x erfüllt ist 174 f. — 
Die Gl. stellt zwei Ebenen dar 175. 

— Redukt. der Gl. im allg. Falle 176 f. 

— Die Fl. besteht aus all. Ger. durch 
3 feste Ger. 176, sie ist ein Kegel 
176 f., vgl. 417, od. eine isolierte Gerade 
177 f., vgl. 418, — Rekapitulat. der 
einzelnen Fälle 178. — Ster. Gl. 8. Gr. 

XII, 180; ihre 4 Formen 181, Umge- 
staltung 181 f.; zugeh. off. Figuren 182; 
Erzeugung von Oberfl. 3. 0. 182 f. — 
Redukt. der 4 Formen auf die beiden 
ersten 183 — 185.— Deutung der I.Form 
der Gl. 3. Grades als Durchschnitt 
proj. Ebenenbüschel 192—196. — Deu- 
tung jeder solchen Gl. durch Pro- 
jektivität 196 f. Vgl. Älgebr. Gl. 

Gleichung, Lösung der Gl. a;' + y' + 
iP» -j- u' — in ganzen Zahlen XVI, 
242 f. — Elem. Auflösung der Gl. 
4. Grades XVII, 244—246. 

Grad einer Verkettung gerader Linien 
IV, 83, seine Bestimmung 84. 

Grass mann sehe Erzeugung der Kur- 
ven 3. 0. 38:^, 398, der Flächen 3. ü. 
4^1. 



Grenzelemente einer off. Fig. III, 78; 

IV, 83; vn, 109. 
Grenzstrahlen offener Fig. im Räume 

X, 165 f. 

Grösse, die räumliche G. ü, 62. — Vgl. 
extensive Grössen. 

Grundänderungen Xm, 201, vgl. 
Bd. I, 1. 

Harmonische Einfahrung der Ein- 
heiten in ein symbol. Prod. XX, 264. 

Harmonische Mitte zwischen n Punk- 
ten einer Geraden i. B. auf einen 
festen Punkt I, 12. — H. M. m-ter 
Ordn. 18. — Nachweis, dass diese 
Beziehung projektivisch ist 16 — 18. — 
Beziehung zwischen den h.en M.en 
versch. Ordn. 20. — Der Punkt, i. B. 
auf den eine Polare genonmien ist, 
ist eine H. M. dieser Polaren 21. — 
Eine H. M. liegt auf der Fläche 
(Kurve) 28—30. 

Hauptsatz über die Erzeugung eines 
algebr. Punktgebildes von n-tem Gr. 
n, 50f.; 70 f.; IV, 80 f.; VHI, 136f.; 
XIV, 221; vgl. S. 370 {. — Sein Be- 
weis n, 66—58 ; VHI, 137 ff. — Neue 
Formulierung für Punkt- und Linien- 
gebilde 61. — Beweis der Umkehrung 
IV, 81 f., vgl. 385, 387^393; VIU, 
140 ff. — Der H. eine Erweiterung 
des Pascalschen Satzes IV, 81 ; V, 87 ; 
vn, 114. 

Hauptzug einer Kurve 8. 0. XVIU, 248. 

Hessiana, die H. einer Kurve 3. 0. 

XIX, 262 f., 264. — Die H. als 1. De- 
terminantenkurve 256. 

Hyperboloid, zweischal iges, VII, 144 

XI, 178. 

Incident: Punkt und Gerade XIV, 220. 
Incidente Flächen w-ter 0. u. Klasse 

XXII, 289, 294. 
Incidenz s. incident. — I. vom n-ten 

Grade i. B. auf x XIV, 221. 
Innere Multiplikation s. d. 
Int<^riour s. Multiplication. 
Invariante Bildungen bleiben bei 

lin. Aend. der Einheiten ungeändert 

XX, 260. Ihre Darstellung durch 
Stammformen 266—267. 
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Invarianten s. invariante Bildungen. 

Isolirte Gerade XI, 177ff., vgl. 418, 

Jonqui Presche Erzeugung der algeb. 
Kurven 395. 

Kegelschnitt, seine Erzeugung durch 
Beweg, eines verändert Dreiecks 
(n-Ecks) durch eine geom. Gl. dar- 
gestellt n, 69 f. — GL des K.s durch 
6 geg. Punkte 60; VII, 114; vgl. 
377—379. — Erzeug, durch lineale 
Beweg, einer geschloss. Fig. IV, 84. 

— E. als Erzeugniss proj. Strahl- 
büschel V, 89 f. 

Koincidenz bei Bellavitis XTV, 220. 
EoUineation XI, 179. 
Eollineationsaxe v. Ebenenbüscheln 

2. Stufe XII, 194. 
Eombination zweier Punkte (Ebenen), 

zweier Geraden einer Ebene I, 45. 
Eombinationen aus n Elementen zur 

a-ten Elasse I, 11. 
Eombinationsklassen der Wurzeln 

einer Gl. (so viel wie elementare sym- 

metr. Funktionen) I, 7 f. 
Eombinatorisches Produkt XX, 268; 

XXn, 283 f. 
Eomplexe XX, 267, ihre Darst. durch 

ext. Grössen 263. — Linearer (specieller) 

Eomplex 269, vgl. S. 430. 
Eoncentrale Oberflächen u. Eurven 

I, 27 f. 
Eongruente Elemente IX, 146; X, 165f. 
Eongruenz im Sinne v. Bellavitis 

XIV, 219, V. Grassmann, bezeichnet 

mit EE V, 87, vgl. S. 374. 
Eonjugirte Gerade statt isolirte S. 418. 
Eonjugirte Quatemionen XXI, 272f. 
Eonnexe XX, 267. 
Eonstruktion s. lineale. 
Eoordinaten einer geraden Linie in 

der Ebene VI, 106. — E. (homogene) 

der Punkte (Ebenen) im Räume VIII, 

137. — E. der Ebene durch 8 Punkte 

und des Schnitts dreier Ebenen 138. 

— E. des Schnitts einer Ebene und 
einer Geraden durch 2 Punkte 139. 

K Ovarianten s. invariante Bildungen. 
Erümmungsschwerpunkt, der, nach 
Steiner I, 43. 
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Eurve 3. EHasse, ihre Erzeug. i^Üi 

66, Z. 1—6. — Vgl. Gebilde. ■ 
Eurve 3. 0., ihre Polaren u. CaAaix^ 

1, 30 f. 
Kurve 8. 0. (vgl. auch Gebilde): geO" 

metrische Gleich, u. Erzeugung eip^ 

E. 3. 0. II, 62. — Bestimmung von 

Punkten der E. 63 f.; vgl. S. 380t 

Beweis, dass jede E. 3. 0. so erse 

w. kann (aus gewissen 7 Punkt, n. 

Tangenten an 2 von diesen) 64 f. 

Zweite Erzeug, der E. 3. 0. 65, Z. 

V. u. — 66, Z. 6 (die sog. Grassmann 

sehe Erz.). — Dritte Erz. 66, Z. 11 

8 V. u. — Vierte Erz. 67. — Die 

einfachsten Defin. der E. 3. 0. III, 7 

(Die 2. u. 3. sind die 3. u. 8. to: 

Abb. II). — Was unter einer E. 3. 

verstanden wird 74 f. Anm. — Bewei 

dass die 2. Def. allgemein ist 74 — 7 

vgl. 8. 382—385. — Satz über ein den 

E. 3. 0. eingeschriebenes Viereck 76 

Z. 2 V. u. — 77, Z. 10. — Andeutun 

des Bew. für die 3. Eonstr. 77 f., vgl 

XIV, 226. — Allg. Satz über die Erz. 

der E. 3. 0. durch Beweg, von ger^ 

Lin. m, 78, Z. 4 v. u. — 79, Z. 2. — 

Beweis, dass es keine andern linealen^^^^ 

Erz. giebt 79, vgl. S. 386. — E. S. 0. - 

als Durchschnitt proj. Büschel 1. u. - 

2. 0. V, 92. — Die Erz. der K. 8. 0. 
durch proj. Eurvenbüschel 395—399. 

— Beweis, der in Bd. I, 2, S. 486 auf- 
gestellten Behauptung S. 39^. — Die 
3 planim. Gl. der E. 8. 0. XIV, 218. 

— Deutung der dritten 228. — Auf 
der E. giebt es Paare von Dreiecken, 
deren entspr. Seiten auf der K. sa- 
sammentreffen 222. — Die Züge einer 
E. 3. 0. 223 f. — Zu jedem eingeechr. 
Dreiecke giebt es ein entspr. Dr., das 
auch eine gerade Linie werden kann 
226 f., vgl. S. 4241 — Diese 9 Punkte 
bestimmen die E. 3. 0. 227 f. — Jede 
E. 3. 0. kann so erhalten werden 288. 

— Die 2. planim. Gl. und 9 Punkte 
der durch sie darst. K. 8. 0. 229. — 
Jede durch eine planim. Gl. 3. Grades 
dargest. E. kann auch auf diese Weise 
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Ärerden 230 f. — Anw. auf eine 
)n Bella vitis 281 f. — Lineale 
iner K. 3. 0. aus 9 Punkten 283, 
>. 426 L — Specielle Lösung der 
234—237, vgl. S. 427 f. — Die 
0. besteht aus 2 Zügen XVIII, 
- Zusammengehörige «-Ecke auf 
K. 3. 0. 249. Vgl. Zehneck. 
4. 0. (vgl. auch Gebilde): Er- 
ng durch Beweg. ofF. Figuren 
t, durch ein Kurvenbüschel 3. 0. 
in Strahlenb. V, 94. — Nochmals 
]rz. durch Beweg, off. Figuren 
09. — Die 6 darin enthaltenen 
ilsätze 110 ff., Verallgemeinerung 
Z. 2 V. u— 112, Z. 2. — Jeder 

Specialfälle liefert eine Erz. der 
l 4. 0. 112 f. — Die planim. Gl. 
e 6 Erz. 115 f., § 1. — In jedem 

Fälle kann man 9 Punkte an- 
, die der Gl. genügen 119—122, 
. 402 f. — Durch die gefundenen 
ikte geht stets eine bewegl. K. 
123, femer liegen mindestens 8 
ler Geraden, die übrigen 6 auf 

Kschn. 123 f. — In 5 Fällen liegt 
ikt zweimal mit je 2 andern in 
Liin. 124. — Gegeben 9 Punkte, 

die eine bewegl. K. 3. 0. geht 
on denen 3 in ger. Lin. liegen, 
nmung der Produkte des § 3, die 
ese P.e verschw. 124—129; vgl. 
\—409. — K. 4. 0. und bewegl. 

0. 131 (besond. Fall des allg. 
} über K. n-ter 0. VI, 103). — Jede 

Erz. liefert alle K. 4. 0. VH, 
134, vgl. S. 409 f. — Vereinf. der 
r. 1 34. — Die Elemente zur Konstr. 
K. 4. 0. durch gewisse 14 geg. 
änn man mit Zirkel und Lineal 

135, vgl. S. 410. 
n-ter Klasse s. Liniengebilde, 
n-ter 0., ihre Centralen i. B. auf 
Punkt auf ihr I, 29, i. B. auf 
belieb. Punkt 30 f. — Die Tan- 
an die K. 31. 

n-ter 0. (vgl. Punktgebilde, Ge- 
: K. w-ter 0. mit (w — l)-fachem 

n, 69. — Jede geg. K. n-ter 0. 



ist durch eine planim. Gl. darstellbar 
IV, 81 f., der Grad der Gl. ist im Allg. 
> n, weil sie ger. Lin. enthält, die 
ins ünendl. fallen 86, vgl. S. 390. — 
K. (m -|- n)-ter 0. erzeugt durch proj. 
Kurvenbüschel m-ter u. n-ter 0. V, 97, 
vgl. S. 394—398. — Eine belieb. K. 
n-ter 0. ist erzeugbar durch proj. 
Kurvenbüschel VI, 101 — 103. — K. 
(n -f l)-ter 0. u. Gerade 103, Erzeug, 
der K. durch proj. Büschel (n — l)-ter 
u. 1. 0. 103. — Perspektivische Erz. 
einer K. (n -f- l)-ter 0. 106 f., planim. 
Gl. d. erzeugten K. 106, vgl. S. 400. — 
Jede alg. K. zerlegt die Eb. in pos. 
und neg. Theile XVIII, 247. — Symbol 
einer K. n-ter 0. XIX, 251, die Po- 
laren der K. 252. 

Kurvenbüschel 2. 0. V, 92; sein 
Schnitt mit einem proj. Strahlbüschel 
ist eine Kurve 8. 0. 92. — Ein K. 
3. 0. liefert ebenso eine Kurve 4. 0. 
94. — Das K. f:-ter 0. 96. — Pro- 
jektivifiche K. m-ter u. n-ter 0. 97. — 
K. n-ter 0., das zu einer Geraden 
perspektivisch ist 97 f., vgl. S. 396. 
— Andere Darstellung der K. n-ter 0. 
VI, 100. — Proj. K. w-ter u. n-ter 0. 
101. — Nachweis, dass diese Definition 
mit der alten übereinstimmt 107 f. 

Kurven doppelter Krümmung als Ge- 
bilde n-ter Reihe I, 41 Anm. Vgl. 
S. 367. 

Kurvenreihe n-ter Klasse, projektivi- 
sche K.n VI, 101. 

Länge (Tensor) einer Quatemion XXI, 
273. 

Lineal s. Multiplication. 

Lineale Aenderung XX, 260. 

Lineale Bewegung einer Verkettung 
n-ten Grades IV, 88. — L. Bew. offener 
Figuren X, 168, einfache und zweifache 
1. Bew. 164. 

Lineale Konstruktion IV, 81, vgL 
S. 37i. — Ausf. d. Add. u. Mult. v. Zahlen 
durch L K. 81 f., vgl. S. 387 f. — L. 
K. im Baume Vm, 136, ihre versch. 
Arten 189 f., ihre Darstellung durch 
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l.iuxo ,>rvmU<»\ *. iit^mUe. — L. »-ter 0. 
\l\\ ««1» v^l Kurve und Gebilde. — 
L. hi^horwO., die in Gerade zerf&llt228. 

Liuienprebilde ii-ten Grades (Kurve 
#i-ter Klasse) II, 66, seine Erzeugung 68. 

Linienkoordinaten in der Ebene 

VI, 106. 
Liniensysteme im Räume I, 33, 37f. 
Linientheilals einfache Grösse 2. Stufe 

im Gebiete 4. Stufe XXH, 292. 
Liniirte Ebene X, 167. 
Lücken XX, 262; XXII, 284f., 287. 
Mass einer Quatemion XXI, 273. 
Metrischer Werth ü, 63 Anm. 
Mitte zwischen n Punkten einer Geraden 

1, 12 f., vgl. Harmonische M. 
Mittelpunkt einer Oberfläche n-ter 

Klasse 1, 42 f., einer Kurve n-ter Klasse, 
so viel wie Steiners Krümmungsscb wer- 
punkt 43. 
Mittelpunkte eines Kurvenbüschels 

2. u. 3. 0. V, 92, 94. — Die n* M. eines 
Kurvenbüschels n-ter 0. 96. 

Mittlere Multiplikation s. d. 

Multiplication des quantit^s exten- 
sives Xm, 202 f. — M.s sym^triques 
204—207, 212. — M.s circulaires 
208—212. — M.s lin^ales 212—214. 

— M. algäbrique 216. — M. ex- 
t^rieure 216. — Application de la 
M. alg^br. 216. — M. intärieure, 
cas particulier d. 1. M. circ. 216 f. — 
M. des quantit^s complexes 216 f. 

Multiplikation von Zahlgrössen auf 
lineale Konstr. in der Ebene zurück- 
geführt rV, 82, vgl. S. 385, 3871, im 
Räume VIII, 142. 

Multiplikation der Punkte und Ge- 
raden der Ebene II, 63; V, 86 f.; VII, 
113. — Nichtvertauschb. d. Faktoren 
II, 64. Vgl. S. 374—377, s. auch Ver- 
knüpfung, Produkt, planimetrisch, 
stereometrisch. 

Multiplikation, algebraische XX, 261. 

— Aeussere, innere und mittlere 
M. XXI, 269. — Die mittlere hat nur 
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tm Gebiete 3 StuiV.» Interesse 260 f. 
Wenn das associative Princi]) 
271 f. — Vgl. Produkt, kombinatorisl» 

Mystisches Sechseck FV, 81. 

Nebenzug einer Kurve 8. 0. XVin,24S. 

Normalverein XXI, 270. 

Numerisch ableiten XX, 268. 

Oberfläche. Die Tangenten von einei» 
Punkte an eine 0. n-ter 0. I, 31, di* 
Tangentialebenen durch e. Grerade S^- 
— Die Centralen der 0. i. B. auf ein^"*^ 
Pnnkt auf ihr 29. — O.en n-ter Klas^^ 



und ihre Centralen 36 f. — 0. 
Reihe i. B. auf eine Gerade als Haup^ 
axe 39, vgl. jedoch S. 367, 369. 
Die m-te Centrale einer 0. fw-ter Reih - 
i. B. auf eine Gerade (Polaraxe) 39 ^^ 

— Schnitt einer 0. n-ter Reihe mi' - 
einer Ebene durch die Hauptaxe unc=^ 
Tangenten an die 0. von einenc^^ 
Punkte der Hauptaxe 40. — Die 0^ 
1. Reihe eine Gerade (falsch, vgl. ^- 
S. 367) 41. — 0. n-ter Klasse hat die ^ 
Ordn. n(n— 1)*, 44. —Vgl. Centrale, 
Harmonische Mitte, Polare, Pol, Kon- 
central. 

Oberfläche, algebr. erzeugt durch 
lineale Konstr. VIU, 136 f — Beweis 
des Satzes 137 — 140, der ümkehrung 
140 — 142. — Grad der erhaltenen 
geom. Gl. 142 f. — Lineale Konstr. der 
Ob. 2. 0. mit und ohne gerade Linien 
144. — Stereom. Gl., die eine Ob. dar- 
stellt IX, 163 f., jede algebr. Ob. ist so 
darstellbar 164. — Durch lineale Be- 
wegung einer geschl. Verkettung n>ten 
Grades entsteht eine Ob. n-ter 0. und 
jede algebr. Ob. wird so erhalten X, 169. 

— Durch eine stereom. Gl. 2. Grades 
wird eine geradl. Ob. 2. 0. dargestellt, 
die das Erzeugnis proj. Ebenenbüschel 
ist XI, 173 f. — Jede geradl. Ob. 2. O. 
ist durch eine stereom. Gl. 2. Ghrades 
darstellbar 179. — Erzeug, von Ob. 
3. 0. Xn, 182 f. — Lineale Konstr. 
von Ob. 3. 0. 186—187. — Ob. 3. O. als 
Durchschnitt dreier proj. Ebenen- 
büschel 2. Stufe 192. — Gl. der Ob , 
wenn die Ebenenbüschel gegeben 



Sachregister zu den Abhandlungen I — XXII. 



445 



«nd 192 f. — Eine auf der Ob. liegende 
Gerade 193. — Die Ob. 3. 0. zerfällt 
in eine Ebene und eine Ob. 2. 0. 194. 

— Eonstr. der Ob. 8. 0. durch 3 ge- 
gebene Punkte und 4 gegebene Gerade 
194 — 196. — Verschiedene Erzeugungen 
der Ob. 3. 0. 197. 

Offene Figur III, 78; IV, 83. — Die 
Figur besteht nur aus einem Punkt 
und einer Geraden VII, 109, aus einem 
Punkt u. ein. Uebergangselement 110. 

— 0. F. im Räume X, 162 f. 

0rganische6ezeichnungenXX,263. 

Paraboloid, hyperbolisches, XI, 178. 

Pascalscher Satz und seine Erweite- 
rung IV, 81; V, 87. — P. S. durch 
eine planim. Gl. dargestellt VII, 114; 
XrV, 280; seine Erweiterung 238. 

Perspektivität, höhere, s. perspekti- 
visch. 

Perspektivisch: Strahlenbüschel und 
gerade L. V, 89; Gerade (Strahlen- 
büschel) und Kurvenbüschel 2. u. 3. 0. 
92, 94; Gerade und Eurvenbüschel 
n-ter 0. 97 f., VI, 104, vgl. S. 398. 

Planimetrisches (auf die Ebene be- 
zügliches) Produkt V, 87, vgl. S. 
374—377. — Ist ein solches Pr. null, 
so auch das umgekehrte 88 f. — 
Stufenzahl eines pl. Pr. XIV, 220. 

Pol m-ter 0. von n Punkten einer Ge- 
raden i. B. auf einen Punkt I, 20. — 
Die Pole m-ter 0. sind die härm. 
Mitten (n — m)-ter 0. 21. — Der Punkt, 
i. B. auf den eine Centrale genommen 
ist, ist ein Pol dieser Centralen 21. 

— Der Pol ist unendlich fem 24 — 27, 
er liegt auf der Flache (Kurve) 28 f. 

Polaraxe bei den Centralen einer Ober- 
fläche n-ter Reihe I, 40. 

Polardeterminante (nach Clebsch), 
s. Wendelinie. 

Polare eines Kegelschnitts i. B. auf 
einen Punkt I, 6 f., vgl. S. 368. — 
Verallgemeinerung dieser Theorie für 
algebr. Flächen 9—10. — Die w-te P. 
einer Fläche n-ter 0. i. B. auf einen 
Punkt (eine zogehOr. härm. Mitte) ist 
die (n — m)-te Centrale des Punktes 21. 



— P. eines Punktes i. B. auf eine 
Kurve XX, 263. — Vgl. Centrale. 

Polare, die P.en einer Kurve n-ter 0. 
XIX, 262. — P. eines Punktenpaares 
i. B. auf eine Kurve 6. 0. 264. 

Polare, die P.en einer Fläche n-ter 0. 
XXII, 286. — P. einer Form m-ter u. 
n-ter 0. 288. 

Pole, drei zusammengehörige einer Kurve 
4. 0. und vier einer Kurve 6. 0. XX, 264. 

P o 1 e n p a a r e einer Kurve 3. 0. XIX, 262 f .; 
aus zweien ein drittes zu finden 268 f. 

Potenziren, eine Quatemion XXI, 274. 

Produit de deux quantit^s extensives 
Xni, 202. 

Produkt (vgl. Multiplikation und Ver- 
knüpfung [multiplikative]). Bezeich- 
nung eines P. aus mehreren Faktoren 
II, 64; V, 86 f. — Planimetr. P. V, 87. 

— Umgestaltung eines P. aus 8 Fakt. 
87 f., vgl. S. 374—377. — Rechnungs- 
regeln für plan. P. XIV, 220 f. — Das 
umgekehrte P. V, 88 f. — Zahl der 
Punkte , die ein P. p .q gleich Null 
machen 96, vgl. S. 394. — Umgestal- 
tungen eines verschw. plan.P. VII, 114 f. 

— Für welche Punkte x verschw. ein 
geg. plan. P.? VII, 116—119. — P. 
durch eine Kurve theilbar 117, durch 
eine Gerade theilbar 118 f. — Die 
verschied, stereom. P.e aus 2 Fakt, 
im Räume IX, 146 ; X, 166. — P.e von 
8 u. 4 Punkten (Ebenen) EX, 147 f.; 
X, 166. — Regeln zur Behandlung 
stereom. P.e IX, 148—161; X, 166, 
vgl. S. 411 f. — Stereom. P.e nullter 
Stufe IX, 161 f.; XI, 170, vgl. S. 412t 

— Wann ist das P. eines veränderl. 
Punktes x in eine Reihe fester Ele- 
mente zweifach (einfach) beweglich? 

X, 168—162, vgl. S. 413 f. — P.e im 
Räume mit mehreren verändert. Fakt, 
durch Verkettung off. Figuren darge- 
stellt 164—169. — Stereom. P., das 
einen veränderl. P. x n^mal enthält 

XI, 170. — Das stereonL P. nullter 
Stufe, das x zweimal enthält 171. — 
Stereom. P.e, die nicht von nullter Stufe 
sind S. 416. — Vgl. Gleichung (ster.). 



446 



Sachregister zu den Abhandlungen I— XXII. 



Produkt, 8. Kombinatorisches und Mul- 
tiplikation. — AeusseresP. XXII, 284. 
Aeuss. P. zweier Fakt., die algebr. 
P.e von Punkten (Ebenen) sind 287. 

Projektivisch. Die p. Erzeugung der 
Kschne verallgemeinert führt nur zu 
speciellen Kurven n-ter 0. II, 49 f. — 
P. Erzeug, der Punktgebilde n-ten 
Orades mit (n — l)-fachem Punkte 69. 

— Die proj. erzeugbaren Kurven 69 
— 71. — P.e Strahlenbüschel und ge- 
rade Linien V, 89, vgl. 8. 393. — P.e 
Strahlenbüschel und Büschel von Kur- 
ven 2., 8., n-ter 0. 92, 94. — P.e 
Kurvenbüschel m-ter und ti-ter 0. 97. 

— Andre Defin. proj. Kurvenbüschel 
VI, 101. — Vgl. Kurvenbüschel. — 
Die p.en Gnindgebilde X, 167. — P.e 
Gebilde 1. und 2. Stufe 168. — P.e 
r&umliche Strahlenbüschel und punk- 
tirte Ebenen XII, 187. — P.e Ebenen 
sind zugleich kollinear 188. — Die 
yersoh. Fälle proj. Ebenen, wenn vier 
Punkte vier andern zugeordnet sind 
189^190. — P.e r&umliche Strahlen- 
büsohel 190. — Schnitt dreier proj. 
Ebenenbüschel 2. Stufe 192 f. 

Projektivität, höhere, s. projektivisch. 

Punkt, seine Bezeichnung II, 68 Anm.; 
XIV. 219. — Geom. Gl. eines P.tes 
II, 66. — Kurven mit ti-fachem Punkt 
69 (vgl. Kurven w-ter ü.). — Der P. 
als Elcm. 1. Stufe im Räume IX, 146, 
in der Ebene XIV, 219 — Stetige 
Beweg, eines P.es 222. — Beweg, eines 
P.s auf eine algebr. Kurve XVIII, 247. 

— Ein P. durchläuft einen Kurvenzug 
einfach 247f. 

Punktgebilde M-ten Grades in der 
Ebene II, 60 Anm., seine analytische 
Darst. 66, seine Erzeug. 66. — Unbe- 
stimmtes P. N-ten Grades 61 Anm. — 
Erzeug, eines Res (n -f 1^-ten Grades 
mit H-fachem Punkt 68. — Proj. Elr- 
teug. der P.e n-ten Grades mit \n — \y 
fachem Punkt 69. — P. n-ten Grades 
im Räume Vm, 187. 

Punktirte Gerade als Kurvenreihe 
1. Klasse M, 100. — P. Gerade Ebene 



durch ein stereom. Produkt dargesi 

X, 167. 
Quantit^ extensive, composä 

unitäs a, 6, c, . . . XIII, 201. — ^ 

Multiplication. 
Quaterne Einheiten XXI, 278. 
Quaternion, ihr innerer u. ihr äuss 

Theil XXI, 272. Vgl. Länge, C 

teme Einheiten, Mass, Winkel, Po 

ziren, Quotient. 
Quotient zweier Quatemionen 1 

274 f. — Qu. von Strecken 276— 
Raeumliches Strahlenbüschel (»St; 

lenbündel) X, 169; Xu, 187. 
Rationale Dreiecke XV, 239—241 
Reale Bedeutung der Symbole d. In 

XX, 263—265, vgl. S. 431. 
Reciproke Grössen im Gebiete n 

Stufe XX, 269. 
Reduktionsregel für planim. 

dukte aus drei Faktoren V, 87 f., 

S. 377. 

Rektifikation, angenäherte, desK 
umfangs XV, 241. 

Relatif s. Unitä. 

Relation algdbrique entre plud 

quantitös XIII, 200. 
Richtaxen = Koordinatenaxen I, 
Richtaxen in der Ebene II, 66f. 
Richtstücke = Koordinaten 1,6 

R. einer Ebene 36, einer Gen 

durch eine feste Axe 38. 
Schnittpunkte einer algebr. K 

und einer geschlossenen Fig. XIV, 
Seite (rechte oder linke) einer Gen 

in einer Ebene XIV, 224. 
Seiten einer offenen Fig. III, 78; 

83; im Räume X, 162. 
Seitenlinien s. Seiten. 
Sphärische Trigonometrie^ 

278-282: XXIV, 862-367. ^ 

Stammformen XY 267. 
Stereometrische Multipl. IX, ] 

Vgl. IVodukt Gleichung. 
Stetige Bewegung eines Punktes 

222 

Strahlenbüschel in der Ebene V 
— Erzeug, der Kschne. durch 
St 89 f. ~ Proj. St. diirob ein pk 
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Produkt dargestellt Vif, 129. — St. 
zu einer Geraden proj. 130. — St. im 
Räume (Strahlenbündel) durch ein 
stereom. Produkt dargestellt X, 157. 

Strecke, ihre Bezeichnung durch die 
Endpunkte I, 4 f. 

Stufe eines Elements im Räume IX, 145. 
— Vgl. Extensive Grösse, Einheit, 
Gebiet. 

Stufenzahl eines stereom. (planim.) 
Produkts IX, 147; XTV, 220. 

Stufenzahl bei Reye und bei Grass- 
mann XXII, 290, vgl. S. 438. 

Symbole, vgl. Reale Bedeutung. 

Sym^trique s. Multiplication. 

System algebraischer Flächen XXII, 
289 f. 

Theilbar s. Produkt. 

Transformation s. Changement. 

Üebergangselemente einer Verket- 
tung IV, 83; VTI, 110. 

Unabhängige offene Figur X, 168. 

Unbestimmtes Gebilde n-ten Grades 
II, 61 Anm.; IV, 86. — Vgl. S. 379, 
Z. 2 v. n. — SaO, Z. 3. 

Unendlich ferne Gerade IV, 86, Ebene 
Vni, 148. 

ünit^ absolue XIII, 201. 

Unit^s relatives XIII, 201. — Gas de 
deux unit^s 211, vgl. S. 4Ji3. 

Ursprungselement I, 46. 

Verbindendes Gebiet XXn, 290. 

Vereinbarkeit, Gesetz der V. = asso- 
eiatives Princip XXI, 271. 

Vereinigte Lage von Elementen im 
Räume IX, 146 f 

Vereint == incident, S. 377. 

Verkettung gerader Linien IV, 88. — 
Geschlossene V. n-ten Grades 88, vgl. 




S. 386. — Regeln zur Best, des Grades 84. 

— Eine spec. V. 6. Grades 84. — V. 
ti-ten Grades von off. Fig. im Räume 
X, 168, erzeugt eine Oberfl. n-ter 0. 169. 

Verknüpfung, multiplikati ve : Die drei 
Arten in der Ebene II, 63. — Letzte 
m. V. eines Produktes 61, Anm. 

Wendelinie eines Punktes i. B. auf 
eine Kurve 4. 0. XIX, 264, eines 
Punktpaars i. B. auf eine Kurve 6. 0. 
264. — W. = Polardeterminante bei 
Ciebsch XX, 263 Anm., vgl. S. 430. 

Wendepunkte, die reellen einer Kurve 
3. 0. XIV, 223. 

Winkel einer Quatemion XXI, 278. 

Z a h 1 en als Grössen nullter Stuie IX, 146 ; 
XIV, 219; XX, 268. 

Zahlgrössen, ihre Bezeichnung II, 63 
Anm. — Darstellung der Z. einer 
ganzen Fkt. durch Punkte einer Linie 
in der Ebene IV, 82, im Räume VIII, 
141. — Vgl. Add., Multipl., Zahlen. 

Zehneck, das einer Kurve 8. 0. ein- 
geschrieben ist XrV, 219, seine lineale 
Eigensch. 237^ andere Eigensch. 237 f 

Zeichen: n die Anz. der Kombin. aus 
n Eiern, zur a-ten Klasse I, 11. — 
a ~ &, Ät^ B bedeutet Zusammen- 
fallen zweier Punkte (ger. Lin.) V, 87. 

— Vgl. Mult. und Produkt. 
Zeiger eines Punktes und einer Geraden 

II, 66. — Z. der Verbindungsl. zweier 
Punkte (des Schnitts zweier Ger.) 67. 

Zug einer Kurve als Bahn eines be- 
wegten Punktes XIV, 223; XVIII, 247 f. 

Zusammengehörig s. Pole. 

Zwischenelemente einer offenen Fig. 
im Räume X, 162. 



5f. 
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Abziehen, so viel wie snbtrahiren. 

Addition 299, 5. — A. der Einheiten 
800, 8—9. — Fortschreitende A. einer 
pos. u. e. neg. Einheit 301, 18, einer 
neg. u. e. pos. Einh. 14. — Begriff 
der A., A. einer pos. (neg.) Einh. zu 
einer Summe 301, 15, 302, 17. — A. 
der Null 303, 18. — A. einer Summe 
von pos. (neg.) Einheiten 19. — Ver- 
tauschbark, der Summanden, wenn 
einer eine pos. (neg.) Einheit 303, 20, 

304, 21. — A. einer Summe u. fort- 
schr. A. zweier Grössen 22. — Ver- 
tauschbark, der Stücke einer Summe 

305, 28 9 24. — Null als Summand 

306, 25. — Fortschr. Subtr. u. Add. 
od. Add. u. Subtr. e. Gr. 307, 28, 29. 

— A. zweier mit — bezeichn. Grössen 
309, 41. — A. ungleichbezeichneter 
Grössen 310, 42. — A. eines Binoms 
(Polynoms) 811, 48. — A. von Prod. 
mit gleich. Multiplikand (Multipli- 
kator) 318, 66, 319, 68. — Vgl. Bruch. 

Arithmetik 299, 6. 

Aufgehen s. Zahl. 

Benannte Grössen 317, 64. 

Bezeichnete Grössen 309, 87, 88. 

Bezeichnungen s. Zeichen. 

Binom 310, 48. 

Bruch 339, 180. — Einen B. mit e. 
Zahl zu mult. 341, 186. — Einen B. 
erweitem u. heben 187. — Beducirter 
B., positiver B., Multipl. mit e. red. 
B., red. Brüche v. gleich. Werthe 341 f., 
188.— Multipl. m. e. B. 342, 189, 140. 

— Division m. e. B. 141. — Brüche, 
deren Nenner ders. Grundreihe ange- 
hören, gehören einer neuen Grundreihe 
an 343, 142. — Add. u. Subtr. von 
B.en 344, 148—146. — Wann e. B. 
gleich Eins u. gleich Null ist 345, 



147, 149, 150. — Bruch mit Minus- 
zeichen im Zähler od. Nenner 152. — 
Alle Verknüpf ungsges. d. Mult. u. Div. 
gelten f. Brüche 846, 154. — Vgl. 
Quotient. 

Buchstaben als Zeichen für Grössen 
298, 2. 

D i f f e r e n z (Unterschied) 807, 28. — Vgl. 
Multiplikation. 

Dividend 339, 180. 

Dividiren durch 339, 180. 

Dividuus s. Kleinster. 

Division 339, 180. — D. mit einer 
Zahl 182. — Fortschr. D. mit zwei 
Zahlen, D. mit ihrem Prod. 840 f., 
184, 185. — Fortschr. D. und Mult. 
339 ff., 180, 188, 186. — D. einer 
Summe (Differenz) durch eine Zahl 
344, 148, 144. — D. durch Eins 345, 

148. — Vgl. Quotient. 

Divisor 339, 180, darf nicht null sein 

180 Anm. 
Einheit, die pos. u. die neg. E. 300, 7. 

— E. einer benannten Grösse 817, 64. 

— Vgl. Addition. 

Eins als Multiplikator 313, 52, als 
Multiplikand 320, 71. — E. geht in 
jeder Zahl auf 329, 101. —Vgl. Bruch, 
Division. 

Entgegengesetzte Zahlen 314, 54, vgl. 
Zahlreihe. 

Erweitern, einen Bruch 341, 187. 

Faktoren 315, 56—58, vgl. Multipli- 
kation, Produkt. 

Fallende Vergleichung 324, 85. 

Fortschreitend s. verknüpfen, Addi- 
tion, Midtipl. — F. Beweis 302, 17 
Anm. 1. 

Gemeinschaftliches Maass zweier 
Zahlen 331, 111. — Die gem. Maasse 
zweier Zahlen u. ihr grösstes g. M. 



*) Die fettgedruckten Zahlen bedeuten die Nummern. 
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331 f., 118, 114. — Ber. des grOssten 
g. M. von ac n. bc ans dem von a 
u. b 883f., 116, 117. - Grösstes g. 
M. dreier Zahlen 386, 124. 

Gleich 298, 1. — Vgl. Zeichen, Zahlen. 

Gleichartige Grössen 326, 87. — Pro- 
dukt gleichartiger Zahlen 226, 94. 

Gleichbenannte Grössen 349, 155, 
vgl. benannt. 

Gleichbezeichnete Gross. 309, 87, 88. 

Gleichung 299, 8. 

Glieder der Grundreihe 300, 7. — G. 
eines Polynoms 310, 48. 

Grösse 298, 1. — Vgl. Grundreihe. 

Grösser s. Zeichen u. positive Zahlen. 

Grösstes gemeinschafbl. Maass s. gem. 

Grundreihe 300, 7. — Aus einem 
Gliede der G. das nächstfolgende (vor- 
hergehende) zu bilden 8 — 9. — End- 
gültige Form der G. 12. — Die aus 
einer von Null versch. Grösse der 
G. abgeleitete neue G. 313, 51. — 
Jede Grösse der G. ist ein Prod. aus 
der Einh. der G. und einer Zahl 317, 
65. — Vgl. Bruch. 

Heben, einen Bruch 341, 187. 

Induktorischer Beweis 204, 20 Anm. 

Klammern, ihre Setzung und Weg- 
lassung bei der Add. 299, 5, bei der 
Mult. 315, 59, bei der Divis. 339, 181. 

Kleiner s. Zeichen u. negative Zahlen. 

Kleinster Dividuus zweier Zahlen 836, 
122, seine Bestimmung 128, kleinster 
D. dreier Zahlen 125. 

Linke Seite einer Gleichung 299, 3. 

Maass s. gemeinschaftliches. 

Mal , die Multipl. andeutend 315, 56—58. 

Mathematik, ihr Begriff 298, 1. 

Minuend 307, 28. 

Minus 299^ 5. — Minus minus 309, 40. 

— Vgl. Add., Subtr., Mult. 
Multipliciren mit 315, 56—58. 
Multiplikand 315, 56—58. 
Multiplikation mit Eins 313, 52, m. 

e. belieb, (pos. od. neg.) Zahl od. 
Null 314, 56—58. — Vom Multipli- 
kator wird Eins abgezogen 817, 68. — 
M. m. e. Summe (Differenz) 318, 66, 67. 

— M. einer Summe (Differenz) m. e. 

Grau mann, Werke. IL 



Zahl 819, 68, 69. — M. m. e. Pro- 
dukte, fortschr. M. mit Zahlen 320, 70. 

— Yertauschbarkeit d. Faktoren 321, 
72, 78. — Produkt m. e. Faktor Null 
821, 74. — Faktoren mit Minuszeichen 
821, 75, 322, 76. — M. e. Summe m. 
e. Zahl 322, 77, e. Grösse m. e. 
Summe v. Zahlen 78, e. Summe m. 
e. Summe 79. •— M. e. Polynoms m. 
e. Zahl, M. zweier Polynome 828, 
80, 81. — Ordnung d. Faktoren gleich- 
gültig 324, 82. — Weglassen von 
Klammem 88. — M. e. Polynoms mit 

— 1, 84. — Fortschr. M. u. Div. m. 
derselben Zahl ändert nichts 889 f., 
180, 188. — Fortschr. M. u. Div. 341, 
186. — Vgl. Bruch. 

Multiplikator 315, 56—58. 

Negative Einheit s. d. — N. Zahlen 
314, 54, sie sind kleiner als Null 824, 
86. — Die Summe negativer Zahlen 
ist n. 825, 89, 90. — Vgl. Zahlreihe, 
gleichartig, ungleichartig. 

Nenner 839, 180. 

Null 300, 10. — Division mit N. ist 
nicht erlaubt 389, 189. — Vgl. Add., 
Subtr., Unterschied, pos. u. neg. Zahlen, 
Produkt, Bruch. 

Plus 299, 5. — Plus minus 309, 89. 

Polynom 310, 48. — Vertauschbarkeit 
der Glieder 810, 44—47. — Vgl. Add., 
Subtr., Mult. 

Positive Einheit s. d. — P. Zahlen 
314, 54, sie sind grösser als Null 324, 
86. — Die Summe pos. Zahlen ist 
p. 825, 88, 90, ebenso d. Prod. 826, 
98. — Positiver Werth e. Zahl 814, 
54, e. Summe 826, 92, e. Prod. 326, 94. 

Primäre Zahlen 331, 111. — Wann e. 
Primzahl zu einer andern Zahl i)rimär 
ist 112. — Ist m das grösste gem. 
Maass von am u. 5m, so sind a u. b 
primär 333, 115. — Gehen die pr. 
Zahlen a u. 5 in c auf, so auch ab 
in c, 886, 121. 

Primfaktoren 337, 126. — Wann zwei 
Produkte v. P. gleich sind 128. 

Primzahl 380, 106. — Wann e. Zahl 
P. ist 107. — Vgl. primär, Zahlen. 

29 



450 



Sachregister zu den Stücken aus der Arithmetik. 



Produkt 315, 56—58. — Es gehört 
der«. Grundreihe an wie der Multipli- 
kand 60. — Für P.e gelten d. Gesetze 
d. Add. u. Subtr. 316, 61. — P. d. 
gleich Null ist 327, 95. — Gleiche 
P.e mit gemeinsamem' Faktor 328, 96. 

— Ein od. mehrere Faktoren e. P.es 
wachsen 97, 99, d. P. wächst 98. — 
Vgl. Multipl., pos. m. neg., ^leichart. 
u. Ungleichart., Primfaktoren, Zahlen. 

Quotient 339, 180. — Qu. gleichbe- 
zeichn. (ungleichbez.) Zahlen 346, 158. 

— Qu. gleichbenannter Grössen 349, 
155. — Qu. benannter Gr. 155 Anm. 

— Vgl. Bruch. 

Rechte Seite einer Gleichung 299, 8. 

Keducirter Bruch s. d. 

Rest 307, 28. 

Resultat einer Verknüpfung 299, 4. 

Seite einer Gleichung 299, 3. 

Steigende Vergleichung 824, 85. 

Stücke einer Summe 301, 15. 

Subtrahend 307, 28. 

Subtrahiren 307, 28. 

Subtraktion. Zu je zwei Grössen a 
u. b einer Grundreihe giebt es eine 
u. nur eine Grösse x der Grundreihe, 
für die & = a + a; ist 306, 26, 27. — 
Begriff der S. 307, 28. — S. einer 
Grösse von einer Summe 308, 80. — 
S. einer Summe 31. — S. eines Unter- 
schiedes 82. — Gleichgültigkeit der 
Ordnung bei fortschr. S. u. Add. 308 f., 
88, 84. — S. der Null 85. — S. eines 
Polynoms 312, 49. — S. von Pro- 
dukten m. gleichem Multiplikand(ator) 
318, 67, 320, 69. — Vgl. Add., Bruch. 

Summanden 301, 15. 

Summe zweier Glieder der Grundreihe 

301, 15. — Das der Summe folgende 
(vorhergehende) Glied der Grundreihe 

302, 16. — Vgl. Add., Subtr., Mult., 
pos., neg., ungleichartig. 

Umkehrung einer Vergleichung 324, 85 . 
Ungleichartige Grössen 315, 87. — 

Summe u. Produkte ungl. Zahlen 326, 

92, 94. 
Unglcichbezeichncte Grössen 309, 

87, 88. 



Ungleichheit s. Zeichen. 

Unterschied 307, 28. — U. zweier 
gleicher Grössen 309, 86. 

Yergleichungen 324, 85. 

Verknüpfen, eine Grösse mit mehreren 
fortschreitend 299, 4. 

Verknüpfung 299, 4. — Die einfach- 
sten V.en sind Add. u. Subtr. 5. 

Verknüpfungssätze, die V. för die 
Einheit e gelten auch für jede Grösse 
der Grundreihe 313, 50. 

Werth, 8. positiv. 

Zähler 339, 180. 

Zahlbruch 339, 180. 

Zahlen 314, 58. — Vergleichung von 
Z. 324, 85, 86, 326, 91. — Eine Z. a 
geht in einer andern b auf 329, 100, 
a kann nicht grösser als b sein 102. 

— Geht a in & auf u. 5 in a, so ist 
a gleich 5, 108. — Geht a in & auf, 
& in c, so a in c 330, 104. — Geht 
a in & auf so ma in mb, 105. — 
Geht m in a u. & auf, so auch in 
aa + ßb, 331, 110. —Wann eine Z., 
die in einem Produkt aufgeht, in einem 
der Faktoren aufgeht 334, 118. — 
Geht die Primzahl a in mehreren Z. 
nicht auf, so auch nicht in deren 
Produkt 335, 119, 120. — Welche Z. 
in a aufgehen 338, 129. — Vgl. Prim- 
zahl, primär, zusammengesetzt, ge- 
meinschaftlich, Multipl., Div., pos., 
neg., ungleichartig. 

Zahlquotient 339, 180. 

Zahlreihe als Grundreihe, deren Ein- 
heit gleich Eins 314, 58. — Sie ent- 
hält zu jeder neg. Zahl eine entgegen- 
gesetzte pos. 55. 

Zahlwerth e. benannten Grösse 317,64. 

Zeichen: Gleichheit u. Ungleichheit 

299, 2. — Klammem s. d. 1- und 

— : 299, 5. — Null 300, 10. — Man 

setzt: -j e = — e, femer — a 

= — a, -f a = a, 300, 11; 309, 87, 
88. — Z. für das Produkt 314 f., 
56—58. — Kleiner, grösser 324, 85. 

— Z. der Division 339, 180, 181. 
Zusammengesetzte Zahl 337, 126, 

ihre Zerlegung in Primfaktoren 127. 
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Namenregister*) 

ZU den Abhandlungen über Geometrie und Analysis. 



Aronhold: XX, 263. 

er Arrest: XXI, 282. 

Saltzer: 367. 

Bellavitis: XIV, 218—220, 228, 231; 

373, 423—426. 
Bobillier: 367. 
Srioschi: XX, 266. 
Oauchy: XUI, 199, 203, 215. 
Cayley: 395, 3ii8, 43b. 
CJhaBles: XIV, 219, 231; 372, 395, 424. 
Clebsch: XVIII, 247; XIX, 250f.; XX, 
256, 268, 266 f.; 368, 395, 429, 430 f. 
IDesarguea: 379. 
Dillner: XXI, 268, 273—275, 278, 281; 

434. 
l^ngel: 421, 434. 
Xiuler: 436f. 
Fiedler, W.: 395. 
Frege: XXI, 277; 436. 
Gauss: IX, 146 Anm., XXI, 281; 435. 
Gergonne: I, 35. 
Gordan: XX, 263. 
Grassmann, B.: XXIII, 295. 
Gundelfinger: XX, 266. 
Hamilton: XXI, 268, 273; 432, 4341, 

437. 
Hankel, H.: XXI, 275, 281; 434. 
Heis: XXHI, 297. 
Hermite: XX, 261. 



Hesse: XIX, 254; 395, 398. 

Horsley: 424. 

de Jonquieres; 372, 395. 

Klein, F.: XX, 260. 

Leibniz: II, 52 Anm. 

Lie: 421, 434. 

Lindemann, F.: 395. 

Loria; 395 Anm. 

Moebius: I, 5; II, 49f., 62 Aura., 70; 

Xni, 202; XIX, 251 ; 370, 377, 382, 424. 
Newton: XIV, 223. 
Pascal, B.: IV, 81; V, 87; VII, 114; 

XIV, 238. 
Pascal, E.: 395. 

Pili ck er: III, 73; VI, 99; 309, 383. 
Poncelet: I, 4, 12, 14, 15, 20; XX, 263. 
Reye: XXII, 283, 285— 291,294; 430,438. 
de Saint-Venant: XIII, 216. 
Salmon: 395, 420. 
Schläfli: 421. 

Schröder, E.: 393, 416, 421. 
Schröter, H.: XIX, 250, 263, 264; 395, 

396, 398, 421. 
Sohncke: 393, 416, 421. 
V. Staudt: 438. 
Steiner: I, 43; 11,49; IV, 86; V, 92; 

VII, 136; X, 168; 367, 377, 410, 413. 
Sturm, R.: 393, 416, 421. 
Wölffing: 423. 



*) Die kursiv gedruckten Seitenzahlen beziehen sich auf die Anmerkungen. 
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113, 
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170, 
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s. 


192, 
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199, 


s. 


200, 
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203, 


s. 


204, 
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236, 


s. 


238, 


s. 


244, 


s. 


245, 


s. 


246, 


s. 


248, 


s. 


249, 


s. 


275, 


s. 


287, 


s. 


349 


s. 


418, 


s. 


418, 



Druckfehler und Berichtigungen. 

Z. 1 lies: „Punkten c^ und c Schneidens 
Z. 15 lies: ,,XAG ^ 0". 
fehlt in der Eopfüberschrifb die Nr. V. 
106 fehlt in der Kopfüberschrift die Nr. VI. 
Z. 1, 4 lies: (pi) statt (j>). 
Z. 8 lies: „welches n-mal^S 
Z. 10 lies: „multiplicirt". 
Z. 5 T. u. lies: ^yEbenehbiischel bilden^^. 

Z. 10 f. fehlen vor „Oeuvres" und hinter 517 die Klammem: { } 
Z. 6 V. u. ist das Komma hinter „r^el" zu tilgen. 
Z. 4 lies: „les uns des autres*^ 
Z. 6 lies: „la somme de ces**. 
Z. 8 V. u. lies: „präsent". 
Z. 10 lies: „das heisst". 
Z. 13 V. u. lies: „99**. 
Z. 15 lies: „letzteren auch". 
Z. 7 V. u. lies: „zum Beispiel, wählen wir". 
Z. 16 lies unter dem Wurzelzeichen: „a^" statt „a*". 
Z. 12 f. lies: „einfachen festen Punkt" und: „beiden andern". 
Z. 3 V. u. lies: „allgemeineren Fall". 
Z. 3 am Rande lies: 381. 
Z. 7 am Rande lies: 277. 

hätte der Satz Nr. 155 kursiv gesetzt werden sollen. 
Z. 3 lies zu Anfang: „= Ä,^ . . .". 
Z. 19 lies: „wie wir". 
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Im Verlage Ton B. G. Tenbner in Leipzig ist erschienen 
und durch jede Buchhandlung m beziehen: 

Niels Henrik Abel, 

Oeavres complites. Nonyelle ^tion pabliee aoz frais de TEtat 
Noryegien par MM. L. Sjlow et S. Lie. 2 tomes. 4. 1881. 

geh. JC 24:. — 

Tome Premier [YHI a. 621 8.], contenani lea m^moiret pnblite par Abel. 
Tome Moond [IT a. S41 S.], conteiiant lea memoire! poiihome« d*AbeL 

Carl Friedrich Gauss, 

Werke. Hei*aasgegeben von der Kgl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zn Göttingen. 10 Bände, gr. 4. kart. 

Bisher erschienen: 

Band I: Diaqoiiitionei arithmetieae. S. Abdr. Band TI: Aitron. Abhandlongen. 1874. .«SS.— 

1876. JCiO.— I >t yiU- Nachtr&ge aar Arithmetik, Analyaia, 

„ n: Höhere Arithmetik, t. Abdruck 1876. I Wahrsoheinliohkeittreohnong und 

JC90.— Geometrie. 1900. JC 24. ~ 

„ ni: Analytia. 2. Abdmck 1876. »^20.— „ IX : Bestimmong dei Breitennnterschiedee 



„ IV: Wahracheinliehkeitt-Beohnong und 

Geometrie. 1873. JC 25.— 
„ Y: Mathemat. Physik. 2. Abdruck 1877 
JC 95.— 

Nachtrag xum ersten Abdruck des «weiten Bandes 1876 kart. JC 2 
Band YII n. X folgen in den nAchaten Jahren. 



swischen den Sternwarten Ton 
Oöttingen und Altona durch Be- 
obachtungen am Bamadenachen 
Zenithsektor. 1903. ^26.— 



Hermann Grassmann, 

gesammelte mathematische und physikalische Werke. Anf Ver- 
anlassung der Kgl. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 
heransgegehen von Friedrich Engel. In 3 Bänden, gr. 8. geh. 

I. Band. L Tbeil: Die Ansdehnnngslehre Ton 1844 und die geometrische Analyse 

Mit einem Bilde Orassmanns in Holaschnitt n. 35 Figuren im Text [XV u. 
435 S.] 1894. JC 12. ~ 
L — II. — Die Ansdehnnngslehre ron 1862. Mit 37 Figuren im Text. [VIII u. 

511 S.l 1896. JC 16.— 
II. — I. — Die Abhandlungen zur Geometrie und Analysis. Mit 45 Figuren 

im Text. [X u. 452 S.] 1904. 
n. — II. — Die Abhandlungen sur Mechanik und zur mathematischeu 

Physik. Mit 51 Figuren im Text. [Till u. 366 S.] 1902. JC U — 
[Fortsetsung unter der Fresse.] 

Leopold Kronecker, 

Werke. Heransgegehen anf Veranlassung der Königlich Preussischen 
Akademie der Wissenschaften von Kurt Hensel. In 4 Bänden. 4. geh. 

I. Band, mit dem BUdnisse Kronecken. [IX u. 4b4 S.] 1895. JC 28.— 

n. — [Vm u. 541 8.] 1897. .Ä 86.— 

III. — 1. Halbband [VUI u. 473 S.] 1899. .4C 96.— 

[Fortsetsung unter der Presse.] 

Julius PlUcker, 

gesammelte wissenschaftliche Abhandlungen. Im Auftrag der 
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen herausgegeben 
von A. Schoenflies und Pr.Pockels. In 2 Bänden, gr. 8. geh. JL 50. — 

I. Band. Mathematische Abhandlungen, herausgegeben ronA. Schoenflies. Mit einem 

Bildnisse Plftckers u. 73 in d. Text gedruckten Fig. [XXXY n. 620 8.] 1895. »^20.— 
II. — Physikalische Abhandlungen, herausgegeben Ton Fr. Pockels. Mit 78 in den 
Text gedruckten Figuren und 9 Uthogr. Tafeln. [XVUI u. 834 S.] 1896. «^30.— 

Bernhard Riemann, 

gesammelte mathematische Werke und wissenschaftlicher Nachlass. 
Herausgegeben von Heinrich Weber. Zweite Auflage bearbeitet von 
Heinrich Weber. Mit einem Bildniss Riemanns. [X u. 558 S.j gr. 8. 

1892. geh. UK 18.— 



B. G. Teubners Mathematische Zeitschriften. 
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Mathematische Annalen. 

BegrQndet 1868 durch A. Clebsch u. C. Neumann. Unter Mitwirkung Ton 
P. Gordan, A. Mayer, C. Neumann, M. Noether, K. VonderMühll, 
H. Weber hrsg. v. F. Klein, W. v. Dyck, D. Hubert. 68. Band. 1904. gr. 8. 

Preis für den Band von 4 Heften n. JC 20.— 

Generalregister zu den Bänden 1 — 50, zusammengestellt von A. SomnmFKLD. 

Mit Porträt von A. Clebsch. [XI u. 202 S.] gr. 8. geh. n. JC7. — 

Bibliotheca Mathematica. 

Zeitschrift für Geschiclite der Mathematisdien Wissenscliaften. 

Herausgegeben von Gustaf Enestrom. HL Folge. 6. Band. 1904. gr. 8. 

Preis für den Band von 4 Heften n. «41 20. — 

Jahresberichte 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 

In Monatsheften herausgegeben von A. Gutzmer. 13. Band. 1904. gr. 8. 

Preis fOr den Band von 12 Heften n. JC 18.— 
Generalregister zu Band 1— 10, zusammengestellt von E. Wölffino, erscheint 

gegen Ende 1904. 

Zeitschrift für Mathematiic und Physiic. 

Organ ffir angewandte Matliemaük« Begründet 1856 durch 0. SchlOmilclu 
Unter Mitwirkung von C. von Bach, G. Hauck, R. Helmert, P. Klein, 
C. von Linde, H. A. Lorentz, H. Müll er- Breslau, H. Seeliger, H.Weber 
herausgegeben von R. Mebmke u. C. Runge. 49. Band. 1904. gr. 8. 
Preis für den Band von 4 Heften n. JC 20. — 
Generalregister zu den Jahrgängen 1—25. [128 S.] gr. 8. geh. n. .fC 3.60. 
Generalregister zu den Jahrgängen 1 — 50, zusammengestellt von E. Wölfpiho, 

in Vorbereitung. 



liv der Mathematik und Physik. 

Im Anhang: Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 
Gegründet 1841 durch J. A. Grunert. HL Reihe. Hrsg. von E. Lanpe, 
W. Franz Meyer und E. Jahnke. 7. Band. 1904. Preis für den Band von 

4 Heften n. JC 14.— 
Generalregister zu Reihe I, Band 1—70 [468 S.1, n. ,4C 10. — ; zu Reihe n. 
Band 1 — 17, zusammengestellt von E. Jahkke.* Mit Bildnis von R. Hoppe. 

[XXXI u. 114 8.] gr. 8. geh. n. UK 6.— 

Zeitschrift für mathematischen 
und naturwissenschaftlichen Unterricht. 

Ein Organ f. Methodik, Bildungs^ehalt u. Organisation der exakten Unterrichts- 
fächer an Gymnasien, Realschulen, Lehrerseminarien und gehobenen Bürger- 
schulen. Begründet 1869 durch J. 0. V. Hoffmann. Hrsg. von H. Schottei. 

35. Jahrgang. 1904. gr. 8. 

Preis für den Jahrgang von 8 Heften n. JC 12. — 

Generalregister zu den Jahrgängen 1 — 32 unter der Presse. 



Mathematisch-Naturwissenschaftliche Blätter. 

Orp^an des Verbandes mathematischer und naturwissenschaftlicher Vereine an 

Deutschen Hochschulen. 1. Jahrgang 1904. 
Preis für den Jahrgang von 12 Heften u. JC 3—, für die Einzelnummer 40 ^. 



«>rt, O. und O. SohlÖmllob, Lehrbuch der unalytiBchen Geometrie. I. Teil. 
Analytisclie Geometrie der Kbene von O. Fort, weil. Professor am Kgl. Sachs. Toly- 
technikum zu Dresden. 7. Aufl. besorgt von li. Heger in Dresden. Mit in den Text 
gedr. Holzschnitten. [XVnu.268S.] 10U4. gr. 8. geh. n. *ä: 4.—, geb. n. »IT. 4.80. 
anter, H. u. F. Budio, die Elemente der analytischen Geometrie. Zum 
Gebrauche an höheren Lehranstalten sowie zum Selbststudium. Mit zahlreichen 
Cbun&rsbeispielen und Figuren, gr. s. Li Leinwand geb. jeder Teil n. ^H. 8. — 

I. Teü: Die analytische Geometrie der Ebene. 6. Anfl. [iV u. IST S.] 1903. 

II. Teil: hie analytische Geometrie des Raumes. 3. Aufl. [X u. 180 S.J 1901. 
hauß, Carl Friedrich, Werke. Neunter Band. Herausg. von der Königl. Gesellschaft 

der Wissenschaften zu Göttingen. [VI u. 528 S.J 4. 1903. kart. n. cC 2t».— 
hrasBmann's, Hennann, gesammelte mathematische und physikalische 
Werke. Auf Veranlassung der mathematisch-physikalischen Klasse der Königl. 
Si'ichsischen Gesellschaft der Wissenschatiben und unter Mitwirkung der Herren 
Jacob Lükotii, Edi-abd Stidv, Justi's Gbassmann, Hkbmann (tbashmann der Jüngere, 
Geobo Scuefpebs herausgegeben von Friedbich Enqkl. II. Hand. I. Teil. Die 
Abhandlungen zur Geometrie und Analysis. Mit 45 Figuren im Text. 
[X u. 452 S.] gr. 8. 19o4. geh. ca. JC 12.-- 
[aznel, Dr. phil. Georg, Assistent für theoretische Mechanik. Die Lagrange- 
Eulerschen Gleichungen der Mechanik. Sondorabdruck aus der Zeit- 
schrift tur Mathematik und Physik. 50. Dand. 1Ü04. 1. u. 2. Hetl.) [67 S] 
gr. 8. geh. ,if. 1.6Ü. 
önig, Julius, Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen 
Größen. Aus dem Ungarischen nbiTlragen vom Verfasser. [X u. 664 S.] gr. 8. 
1903. geh. n. •*: is.~, geb. n. J{. 20.— 

Tj Dr. Adolf, 0. Professor der Mathematik an der Technischen Hochschule zu 
Karlsruhe f Lehrbuch der Thetaiunktionen. Mit 9 Texttiguren. gr. ». 
1903. [XXIV u. 509 S.| In Leinw. geb. n. ,tf. 24.— 
IKronecker, L., Vorlesungen über Mathematik. In zwei Teilen. IT. Teil. 
Vorlesungen über Arithmetik. 2. Abschnitt: Vorlesungen über die Theorie der 
Determinanten. I.Band: Erste bis einundzwanzigste Vorlesung. Itearl^eitet und 
fortgeführt von Dr. Klbt Hkxskl. Mit 11 Fig. im Text. [XII u. 39U S.] gr. 8. 
19US. geh. n. .«; 20.—, geb. n. J{. 21. — 
Kubier, J.y Baurat in Eßlingen, die Proportion des goldenen Schnittes als das 
geometrische Ziel der stetigen Kntwioklung und die daraus hervor- 
ehende Fünfgestalt mit ihrer durchgreifenden Fünfglietlcrung. 
^lit 16 Figuren auf 4 Tafehi. fätJ S.J gr. s. 1903. geh. n. .IC l.Oü. 

Müller, Conrad H., Göttingen, Studien zur Oescliichto der .Matliematik 
insbesondere des matheniatisehcn I.'nterriehts an der Universität (Jrittingen im 
18. Jahrhundert. Mit einer Einleitung: (''her (Charakter und Umfang hist<>rischer 
Forschung in der Mathematik (Sonderabdruek aus dem XII f. Heft der Abhand- 
lungen zur Geschichte der Mathematik.. |93 S.] gr. 8. 19«)4. geh. n. .f{. 2. 

Netto. Dr. Eugen, o. ö. Professor an der Univer-sität tJießen, Kiemen tare Algebra. 
Akademische Vorlesungen für Studierende der ersten Semester. Mit 19 Figuren 
im Text. [VIII u. 2UÜ S.] gr. 8. 19ü4. geii. n. J(. 4.4o. 

Nielsen, Dr. Niels, Privatduzeut ini der l'niversitätKi)i»enhagen, liispi^ktor ihn Matii»'- 
matischen L'nterrichtH an den (Gymnasien iHinemark.s, H a n d b n eh d e r IMi c n r i e 
der Cylinderfunktioneu. |XIV u. 408 S. | gr. s. ly(»4. geb. n. .^. 14.- 

Ostenfeld, A., Professor an der Technischen Hochsciiule zu Koj>enliagen. Tech- 
nische »Statik. Vorlesungen üb«T dieTlieorie der Tragkonstruktiom.-n. Deutnche 
Ausgabe besorgt von D. Skouge. Mit 3;> lithographierten Tafeln. | V'lll u. 
467 S.j gr. s. 1903. geb. n. . /V 12. - 

Pfeiffer, Dr. Emanuel, Professjor an der Konigl. Intlustrieschule zu Mnnelieu. 
physikalisciies l'raktikum für Anfänger. Dargestellt in 2r» Arbeiten. Mit 17 
in den Text gedruckt^Mi Abbildungi'n. | VHl u. läo S.| gi-. H. J903. geb. n..if a.tio. 

Foinoari'j, Henri, Menihre ile riiL-^titut. \V issen.-cha ft und Hypothese. Autori- 
sierte doutselie Au!!*gabe mit rrliiuterudeu .\rimerkuiigen von F. und L. LisnKMANN. 
[XVI u. .'{42 S.| S. iuu4. geb. n. .1/. I.H». 

Reichel, Dr. Otto, Professor an der Königl. LaiitUv. Hochsehuh" zu Herlin, Vorstufen 
der höheren Analysi.s und analytischen (leometrie. Mit MO Figuren 
im Text. [X u. lll S.| gr. s. 1901." geb. .<(. 2.40. 
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Salxnon, Gteorge^ Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Mit besonderer 
Herücksichtigiing der neueren Methoden. Frei bearbeitet von Dr. Wilhelm 
Fiedler, Professor am eidgt^nössischen Polytechnikum zu Zi'irich. Zweiter Teil. 
Sechste Auflage. [XXIV u. 416 S.J gr. 8/ 1903. geh. ^1C 8.—, jjjeb. c« 9.— 

Sohenk, Dr. ing. Julius, Festigkeitsberechnung größerer Drehstrom- 
masch inen. Mit 45 Figuren im Text und auf einer Doppeltafel. [lY u. 59 S.J 
gr. 8. 190n. geh. n. ^K 1.60. 

Sohreber, Dr. £., d i i; K r a f t m a s c h i n e n. Für Zuliürer an der Universität Greifs v^ald 
gehaltene Vorlegungen über die wichtigsten der zur Zeit gebraucht^^n Kraft- 
maschinen. Mit 1 Tafel und 55 Abbildungen im Text. [XII u. 348 S.] gr. 8. 
1903. geh. n. .f{, 6.—, geb. n. ^H 6.80. 

Schulze, Bruno, Generalmajor und Chef der Topographischen Abteilung der Landes- 
aufnahme, Das militärische Aufnehmen, unter besonderer Berücksichtigung 
der Arbeiten der Eönigl. Preuß. Landesaufnahme nebst einigen Notizen über 
Photogrammetrie und über die topographischen Arbeiten Deutschland benachbarter 
Staaten. Nach den auf der Königl. Kriegsakademie gehaltenen Vorträgen be- 
arbeitet. Mit 129 Figuren im Text. [XIIIu. 305S.] gr. 8 1903. geb. n. UK8.— 

Seliwanoff, Demetrius, Priv. Dozent an der Universität St. Petersburg, Lehrbuch 
der Differenzenrechnung. [TV u. 92 S.J gr. 8. 1904. geb. .IC 4.— 

Serret -Harnack, Lehrbuch der Differential- und Integral-Rechnung. 

Zweite, durchgesehene Auf läge. Herausgegeben von 6. Bohlmann und E.Zermklo. 

Dritter Biind. Differentialgleichungen und Variationsrechnung. Mit 43 

in den Text gecbr. Fig. [XIIu.TßSS.] gr. 8. 1904. geh. n. ./^ 9.— , geb. n. Jt 10.— 

Auch in zwei Lieferungen: 

1. Lieferung: Differentialgleichungen. Mit 10 in den Text gedruckten 
Figuren. ['^04 S.] gr. 8. 1903. geh. n. .^. 6.— 

2. Lieferung: Differentialgleichungen und Variationsrechnung. Mit 
33 in den Text gedruckten Fig. fXII u. 464 S.] gr. 8. 1904. geh. u. .K. 8.— 

Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. Herausgegeben 
vom Vorstand der Gesellschaft. Zweiter Jahrgang. [IV u. 68 S.] gr. 8. 1903. 
geh. n. JC 2. — 

Stephan, F.^ Kegierungäbaumeister, Lehrer an der Königl. höheren Maschinenbau- 
schule lu Posen, Die technische Mechanik. Elementares Lehrbuch für 
mittlere niaschinentonhniscbe Fat!hschulen und Hillsbuch für Studierende höherer 
technischer Lehranstalten. Erster Teil: Mechanik starrer Köq)er. Mit 255 Fi- 
guren im Text. [VIII u. 344 S.] gr. 8. 11M)4. geb. .ä: 7.— 

Study, E«, Geometrie der Dynamen. Die Zusammensetzung von Kräften und 
verwandte Gegenstände der Geometrie. Mit in den Text gedruckten Figuren 
und einer Tafel. [XIII u. 6U3 S.j gr. 8. 1903. geh. n. <«: til . — , geb. n. JC2Z.— 

Weber, H., Profesnor in Straßburg, und J. Wellstein, Professor in Gießen, 
Encyklopüdie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch für Lelirer 
u. Studierende. In 3 Räuden. 1 1. Elementare Algebm und Analysin. II. Elementare 
Geometrie. III. Anwendung der Elenientarmathematik.] I. Band. [XIV u. 440 S."| 
gr. 8. 1903. In Leinw. geb. n. .*:«.— |Bd. II u. IIL 1904. Unter d. Presse.] 

Wienecke, Ernst, Li'hrer in Berlin, der gt-oiaetrische Vorkursus in schul- 
ge ni rt ß e r D a r s t »• 1 1 u n g. Mit roiclu'm Aufgabenmaterial nebst b'esul taten z. Gebr. 
an allen Lehninst. Mit 09 Fig. i.Text. (IV u. 97 S.] gr. 8. lyo.'i. geb. n. .4{. 2.20. 

Wölfflng, Dr. Ernst, Professor an der Könijrl. Techn. Hochfächiile zu Stuttgart, Mathe- 
matischer Büclierschatz. Systematis jhesVer/eichuis d. wichtigsten deutschen 
und ausländisch (Ml Lehrbücher u. Monogra]>hien d. 19. Jahrhunderts a. d. Gebiete d. 
mjithematischen Wishonsrliarten. In zwei Teilen. I. Teil: Rein(> Mathematik. 
Mit einer Einleitung: Kritisclie Übersicht filier die bibliographischen Hilfsmittel 
der Mathematik. A. n. d. T. : Abhandlungen zur (Teschichte der mathematischen 
\Vi.s.-*e»i Schäften mit Einsfliluß ihrer Anwendungen. Begründet von MohitzCanyor. 
Heft XVI, 1. [XXXVI u. tu; S.] gr. 8. UM»:;. ' geh. n. .(f. 14. -, geb. n. ,^. 15.— 

Zeuthen, Q. H., Professor an der rnivcrsitiil Kopeniiagon, (yeschichte der 
Mathematik im 10. und 17. Jahrliundert. Deutsch von Kai'hakt. Meykk 
A. u. d. T.: Abhan<.lluni,'»»n zur «Jesdni-Iitc «1er malluMnatischen Wissenschaften 
mit Einschluß ihnfr Anwendungen. Begründet von Muuiiz Cantok XVII. lieft. 
|V11I II. \:\i S.| gr. .s. 19ü:5. 'geh. n. J{. Iß.— 



